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Resume

L* simuklkm num«ique de rinter«ction •rc-fluide du» let di^oacteiin heute 

* Cait del progHs extrai^dioairet cet dix doni^ anndet. CoB&tmidet k det

couta de recherche et de developpement de plus en plus elev«, let indostriet coo- 

cemeet rMuttent te ootnbra d’emeit exp^menUux et te tourMit vert det nrntUfi 

numertquet pour tunttlo- cet memet ettatt. Cependaot, a csuiee de la oompkxitd 

du pb^ooro^ arc-euide et du tempt de cakul ^kve, la mo<klitatioB B^drique te 

bmite h reproduite let priacipaux i^Mbiofn^oet phywquet. Par exmnpfe, la ooi^pfam* 

ibtlitd de rdoouicme]^, la radUdioo et let pbeeomenet ^»ctroma|piditqttei.

^ Cet demktet aimdee, de gfmi profit oat die rdaMt daat ce ^

perfierche. .^aag et al. (1) om ddveluppd ua modMe bead tur la forme aai^mdliiqtta 

det equalKmt d’Euler Ua terme tource qtti Uetd cample de Pefcl Joule m de la 

radiatioa a etd rajoute daat I'dqualiaa d'daergie. Leur d’arc et de radiO'

tk* eel capable de rdtoiidre I’aepect bidimwMhmael du cban^ dlet^rique aiaai que 

a’importe qudle forme ooa^lexe d’arc ^ectrique.

Ce ndmoife prdeeme I’effet du champ raagaetiqtie autO'iaduil dant la fjf0^ di 

type Iramdi par det oouraait dieciriquet dievdt. Cette diude a did
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motive par les r^ltats experimentaux obtenus par Jones et al. [2] sur ce type 

d’arc en mesurant devant la cathode le surplus de pression pour des courants allant 

de 20 a 100 kA. Leurs mesures indiquent que I’efFet de la compression magnetique 

n’est pas n^ligeable k fort courant devant la cathode.

Ainsi le but de ce memoire est de presenter un schema numerique bas^ sur les 

volumes finis capables de calculw le champ magnetique auto-induit. Une fois la

distributbn du champ magnetique trouve, les forces de Ixnrents soot calculees et

int^ries dans le terme source des equatkHis du mouvement. Ce modele est valid^ 

k partir d une o^emne de plasma umdimensionndle. Les calculs num^qtm ont 

eti r^sds sur la geometrie de Jones et al. (2) dans laquelle la simulation d’un arc 

traverse par un courant altematif de 32 kA est effectuM.

L’analyse des rdsultats a d^ontre que ies forces de LcHtmit jottset un i^e ( 

tid sur la g<icwnetrie de I’arc. L’effet constricteur de css forces stabilise la structure 

de Tare devant la cathode. Ces calcufa ont %akiB«at mis en ^ideoce un ph^noin^ 

numdrique qtw nous anms nomme “reiei buUe*. L’origiDe de oe phdaacnibie rests 

mcore ndbiu^x. Le calcul de I’arc rfv«de que cet effet sat tite ptooonce brsque les 

forces de Lorentz soot absentee du module d’arc.

. .V.,
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Abstract

The study of circuit-bre&ker arc flow interaction using computational fluid dy­

namics (CFD) has made extensive progress in this past deride- Confronted with 

increasing cost related facU»s, the omcemed industries are reducing experimental 

circuit-breaker investigation and are turning to CFD for the simuUtion of cold and 

plasma flows. However, due to the complex nature associated to arc flow physics 

and the associated computing time, the development of a CFD approach is limited 

to the modelization of the main physical features of the arc-flow interaction. This in­

cludes the flow of compressible gas, the radiation transport and the electromagnetic 

interactions.

Extensive development in this area of research baa been done in the last years. 

A perfect gas art flow model [1] based on the axisymmetric Euler equations for 

oxnpressible flow including an <mergy source term which takes into account <dimk 

heating and radiation transport has been developed. The arc and radiation modd 

can handle 2-D dectric field effects and ctmipiicated arc

In the present them, investigation concerning the effect <rf the self-indtK:ed mag­

netic pressure on the flow field are prwBtsd. The moUvation for this rtudy is given
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by the experimental results of Jones et al. [2] on high current high pressure arcs 

where the self-induced magnetic pressure was measured on the cathode tip for cur­

rents ranging from 20 to 100 kA. Their measurements indicate that tke self-induced 

magnetic pressure is not negligible in high current arc.

Hence the purpose of this paper is to present a finite volume numerical scheme 

that solves the self-induced magnetic field which is purely azimutal. Once the mag­

netic field is calculated, the Lorentz force is computed and included the momen­

tum equation source term. The model has been validated on a cylindrical plasma

column. Computation results of a 32 kA AC current arc is presented for Jones et
al.’s [2] geometry.

Analysis of these results show that these forces play an essential role on the arc 

geometry. Their constricting effect have a stabilising role on the arc structure in front 

of the cathode. These computation have also highlighted a numerical phenomena 

which we have called the “bubble effect”. The origin of this phenomena is not weU 

understood. The “bubble effect" destroys the arc structure. Arc calculation using 

the Lorentz forces have shown to minimise the appearance of these bubbles and thus 

helped maintened a coherent arc structure.
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Introduction

L’interruption d’un courant electrique constitue un probleme majeur de tech- 

nologie a cause de la complex!te du phenomene. Jusqu’a present le seul moyen 

utilise de comprendre ce phenomene oeposait essentiellement sur I’experimentation 

et le savoir-faire.

Neanmoins, ces quinze dernieres annees e|t venue se rajouter a la liste des solu­

tions de comprehension de I’arc electrique, la modelisation numerique. Le progrra 

apporte par la rapidite de calcul des ordinateurs a ouvert une autre voie possible 

dans I’etude de ce phenomene. En effet, les ingenieurs et les chercheurs sont capables .
?

de modeliser et simuler le phenomene d’arc electrique en se servant d’outils infor-
f

matiques tr^ puissants et de techniques numeriques les plus r^entes. Par exemple,

le logiciel MC3, qui est le fruit d’un developpement fait par le groupe MIAO de

I’Exole Polytechnique de Montreal et GEC ALSTHOM TD [3], permet de calculer

a la fois le soufHage dans la chambre du disjoncteur, le champ electrique crw par le
Eretablissement de tension et le critere de claquage —.

En autre , la version la plus recente de ce logiciel comporte maintenant un 

modHe d’arc 2D capable de calculer les caracteristiques et les performances d’un



arc electrize de type disjoncteur.

Ce memoire a comme objectif d’exploiter ce nouvel outil en integrant a ce modele 

d’arc un phenomene physique jusqu’a pr^nt neglige dans ce type d’arc: I’efFet du 

champ magnetique auto-induit. Cependant, il est necess2ure avant tout de presenter 

la fonction de I’arc electrique dans I’appareillages de coupure.

Role de I’organe de coupure

Lorsque un reseau electrique subit une surcharge en courant, il est important de 

pouvoir intervenir le plus rapidement possible dans le but de proteger les equipements 

du reseau. Les disjoncteurs sont des appareils electromwaniques ayant pour but 

I’interruption d’un courant electrique alternatif ou continu. Il se positionne entre la 

source de courant et I’equipement a proteger de fa^n a couper le courant traversant 

le reseau en cas de surcharge. La technique d’interruption de courant est appelee 

a repondre a un grand eventail d’applications industrielles et a donner naissance a 

toute une famille d’appareillage de coupure.

Definition d’un contacteur et historique du dis­

joncteur

Le contacteur est un organe de coupure qui fonctionne a partir d’ordre donne par 

un contact exterieur. Le disjoncteur est un contacteur qui est associe a un organe

de protection qui, lorsqu’il fait defaut, est declenche automatiquement et fait ouvnr



le contacteur au-dela du seuil pour lequel il a etc regie.

L’evolution du disjoncteur raoyeime et haute tension a connu de grands pj-ogr^ 

ces quarante dernieres annees et se r^ume.en deux points. D’une part, I’apparition 

du SF6 dans les annees 50 comme agent d’isolation et d’extinction d’arc. Grace a 

ses excellentes proprietes chimiques, dielectriques et thermiques, le SF6 a remplace 

I’huile et I’air. D’autre part, la r^uction des elements de coupure et I’augmentation 

de la compacite de I’ensemble de I’appareillage disjoncteur ont connu une nette
%

amelioration pour des performances equivalentes avec la mise en service des disjonc- 

teurs auto-pneumatiques et plus rwemment des disjoncteurs a expansion thermique.

Deux phases d’extinctions dans les disjoncteurs

Le principe de fonctionnement du disjoncteur consiste a separer deux electrodes 

par lesquelles passent le courant electrique du reseau. Une fois la surcharge detects, 

les electrodes se separent et un arc electrique se forme. Le courant electrique con­

tinue a passer en se frayant un passage dans une colonne de plasma. En soufflant 

un gaz haute pression sur I’arc electrique, celui-ci peut etre eteint. Une fois Fare 

eteint, le gaz refroidissant entre les deux electrodes, retrouve sa rigidite dielectrique. 

L extinction de Fare est r^isable lorsque le courant du reseau passe par zero. A cet 

instant, la colonne de plasma se refroidit rapidement et la r^istance de Fare aug- 

mente rapidement. Si le gaz ne retrouve pas assez rapidement sa rigidite dielectrique, 

le rearmor^age de Fare survient du fait de Fapparition de la tension de retablissement 

aux homes des deux electrodes. En resume, le disjoncteur doit etre con^u. pour 

repondre a deux enters essentiels: extinction de Fare et r^istance au reamor^age

•i



de I’arc apr^ extinction.

Notre interet sur I’etude des disjoncteurs portera sur la premiere phase d’extinction. 

Comme il a ete mentionne, cette phase est caracterisee par la formation d’un arc 

electrique dans lequel des courants de haut amperage sont rencontres et peuvent 

attemdre jusqu’a 70 kA en pratique. Pour ces arcs electriques, les effets du champ 

magnetique auio-induit sont meconnus et le r^ultat de cette recherche permettra 

de repondre aux questions suivantes: ^

- Est-ce que la modelisation des arcs electriques de type disjoncteur doit inclure 

les forces de Lorentz ?

- A partir de quel niveau de courant ces forces deviennent-elles importantes ?

- Quelles sont les caracteristiques de I’arc qui sont les plus affectees par les forces

de Lorentz ?

Experiences d’Oersted (I820)et de Lorentz (1880)

Afin d’introduire la notion de compression magnetique dans les arcs electriques 

a fort courant de type disjoncteur, il est necessaire de reprendre la description 

d experiences faites le si^le dernier mettant en evidence le champ magnetique auto- 

induit par un courant electrique et la force de Lorentz r^ultant du couplage entre 

ce courant electrique et le champ magnetique auto-induit.

En 1820, Oersted met en evidence au moyen d’une boussole au voiainage d’un 

conducteur parcouru par un courant I, un champ magnetique H dont les lignes de



force sont des cercles contenus dans un plan perpendiculaire an courant et centres 

sur le conducteur. Le champ est proportionnel a I’intensite du couremt electrique 

qui le traverse et inversement proportionnel a la distance le separant de la surface 

du conducteur.

En 1880 Lorentz effectua une experience a I’aide de deux fils rectilignes et par- 

alleles suspendus verticalement. Les extremites inferieures des deux fils baignent 

dans un liquide electriquement conducteur (mercure) et les extremitei superieures 

sont fix^ librement de fagon a permettre leur rotation dans le plan forme par les 

deux tiges. Lorsqu’ un courant est applique aux deux tiges deux phenomenes sont 

observer deux courants rectilignes, paralleles et de meme sens, attirent les deux 

tiges 1 une vers 1 autre et deux courants de sens contraire les repoussent. Lorentz 

met en evidence un champ de force proportioimelle au courant electrique et au champ 

magnetique induit. Le champ de force agissant sur la premiere tige est cree grace 

a I’interaction de son courant electrique avec le champ magnetique de la deuxieme 

tige et reciproquement.

L’experience decrite precedement souleve un probleme dans le cas d’une tige 

isolra parcourue par un courant electrique: pourquoi la tige n’est-elle pas affects 

par son propre champ magnetique ? La reponse a cette question permet d’introduire 

la notion de compression magn^ique dans les arcs electriques. En fait, dans le cas 

d une tige metallique, I’effet du champ magnetique auto-induit ne peut pas se faire 

ressentir car les forces induites dirig^ radialement vers I’axe de symetrie de la tige 

ne sont pas assez grandes pour comprimer un metal.

anMais imaginons que le milieu conducteur que represente la tige devienne 

materiau facilement compressible. Si la force de Lorentz est assez grande, elle com-
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primera radialement la tige. Par consequent, si un courant suffisament grand tra­

verse un plasma, les forces de Lorentz creees dans la colonne de plasma peuvent 

avoir une influence sur celle-ci.

Experience de Maecker (1954)

Les premieres recherches qui mettent en evidence les effets du champ magnetique
V

auto-induit sont celles de Maecker [4]. Motive par les observations de [5] et [6] 

sur les arcs electriques du type “/ree burning arc”, Maecker montre que les jets de 

plasma observes sont dus aux forces de Lorentz creees par I’interaction du champ 

magnetique auto-induit avec la densite de courant.

II etudie I’intensite de I’acceleration de ces jets pour des courants allant de 0 a 

30 amperes et conclut qu’ils ont lieu devant les deux electrodes, zone a interaction 

maximale entre le champ magnetique auto-induit et la densite de courant.

Au Chapitre 1, nous pr^enterons deux etudes experimentales qui concernent 

1 eflfet du champ magnetique sur des arcs haute pression stabilise par convection 

axiale, done de type disjoncteur. Le dernier des deux travaux constituera le pilier 

de cette recherche. ■*

Structure du memoire

Etant donne le cout eleve associe a une methode d’analyse de type experimental, 

il est preferable de se tourner vers I’outil informatique afin de comprendre I’cffet



du champ magnetique auto-induit. Cette recherche est done consacree a la mise en 

oeuvre d’un resoluteur numerique permettant de caJculer ie ch£imp magnetique auto- 

induit dans un arc electrique de type disjoncteur. Le present memoire est compose 

de quatre parties.

Le premier chapitre est consacre a donner une description detaillee des difFerents 

types d’arc electrique pour montrer dans quel contexte se situe I’arc electrique de 

type disjoncteur et les raisons qui amement a etudier I’effet du champ magnetique 

auto-induit dans ce type d’arc. Ensuite, nous donnons les modMes num^ques 

existants pour la modelisation des arcs de type disjoncteur et une description du 

modMe d’arc utilise dans ce memoire. Ainsi a partir de ce chapitre, la formulation 

du probleme est faite.

Le deuxieme chapitre presente les approximations apport^ a notre modele 

d’arc, entre autre celles sur les equations du mouvement et celles sur les equations de 

Maxwell. Nous pr^ntons I’^uation du ch;imp magnetique auto-induit basee sur 

une formulation emprunt^ a la Magnetohydrodynamique et les conditions frontieres 

appliquees sur la densite de courant et le champ magnetique. Finalement, nous don­

nons une explication qualitative de I’effet des forces de Lorentz sur la colonne de 

plasma, en autre I’effet “Z-pinch”.

Le troisieme chapitre presente le schema numerique employe. La densite de 

courant electrique est calculee en resolvant I’^uation de Laplace pour le poten- 

tiel electrique. Le champ magnetique est calcule en resolvant I’^uation de Poisson 

pour la composante azimutale du champ magnetique. Ces equations seront calculees 

implicitement et discretisees par la methode des volumes finis sur un maillage tri-



d’Euler et leur discretisation sur un maillage non-structure.

Enfin le chapitre 4 presente la validation du schema ainsi que des resultats 

numeriques compart a des resultats experimentaux. Deux arcs de type disjonc- 

teur sont etudiw, un arc CC a faible courant et un arc CA a fort courant.
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Chapitre 1

Pourquoi calculer le dhamp 

magnetique auto-induit ?

Afin d’etudier I’efFet du champ magnetique auto-induit dans les arcs de type 

disjoncteur, il faut situer ce type d’arc dans I’ensembledra arcs existants. En premier 

lieu, nous donnons une definition generale des arcs electriques accompagnee d’une 

classification bas^ sur la pression dans laquelle I’arc evolue. La demarche suivante 

consiste a introduire le type d’arc electrique etudie, c.a.d. les arcs de type disjoncteur 

et les raisons qui poussent a etudier I’effet du champ magnetique auto-induit dans 

ce type d’arc. A partir de la classification, nous identifions a quelle famille I’arc 

de type disjoncteur appartient. Pour finir, no^ donnons une revue des methodes 

numeriques utilises dans la modelisation numerique des axes de type disjoncteur. ■
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1.1 Qu’est-ce un arc electrique ?

Lucien Siffroi [7] definit I’arc electrique de la maniere suiv£inte:

La colonne d’arc est done un plasma non homogene ou les courants electroniques 

et ioniques circulent, en sens inverse, dans un espace d’autant moins resistant que la 

temperature est elev^. On peut I’assimiler a un corps conducteur cylindrique chaufFe

par effet Joule et dissipant I’energie par conduction calorifique et rayonnement”.

1.2 Les differents types d’arcs

L arc electrique est compose de trois regions, celles delimit^ respectivement 

par la cathode et I’anode et celle occupee par le plasma constituant la colonne de 

la d^harge. L’arc ^ectrique se distingue des autres types de decharge electrique 

dans la mesure ou certaines regiofls de I’arc sont traverse par des density de 

courant elevees. Le plasma constituant la colonne de la d^hwge peut etre, soit 

de type collisionnel, soit de type non^collisionnel. Dans un plasma collisionnel, les 

temperatures des difFerentes espies atteignent une valeur commune, ce qui n’est pas 

le cas pour un plasma non-collisionel. Par cons^uent, ces deux types de plasmas 

definissent deux cas possibles de d^harge electrique; les arcs electriques brulants 

a haute pression ( p > latm) dont le plasma est de type collisionnel et les arcs 

electrique evoluant dans le vide dont le plasma et de type non-collisionnel.

L’arc electrique tire son energie du courant electrique dissipe par efFet Joule. 

La Vitesse a laquelle cette energie et introduite dans Pare definit si Pare et de



haute puissance ou de basse puissance. Plus la dissipation Joule est grande et 

plus nombreux sont les processus physiques qui evacuent cette puissance. A haute 

puissance, la radiation devient le mecanismede transport d’energie le plus important 

(8).

D’autres phenomenes prennent de I’importance lorsque la puissance de Pare est

elevee, entre autre les impuretes provenant de la fonte des electrodes et de I’ablation

de I’enceinte. Selon le type d’impurete, la radiation peut etre enormement affectee
■>

(9, 10]. Un autre phenomene important est celui du champ magnetique auto-induit. 

D’apr^ Jones et al. [2] ce phenomene a une influence sur la colonne lorsque le 

courant traversant Pare depasse lO/tA.

1.2.1 Arcs dans le vide

Les proprietes physiques de ce type d’arc electrique sont fortement influencees par 

la cathode qui foumit les esp^ chargees, les especes neutres et les micro-particules 

provenant de la fonte des electrodes. Ces emjmations prennent naissance a partir 

de taches localisees sur la cathode. Les etudes experimentales ont montre que la 

formation et le comportement de ces taches dependaient du materiau constituant la 

cathode et du courant de la decharge.

Pour de faible courant ( / < lOOOA), le plasma entre les deux electrodes est 

de type non-collisionnel et seule la cathode joue un role actif dans la production de‘ 

particules. Pour des courants plus eleves, le plasma est completement ionise, de type 

colhsionnel mais n’est pas en equilibre thermodynamique local {Tion / Tdectron)- Si 

le courant de la decharge est assez eleve, Panode devient egalement une source de



de production d’especes charge (ions positifs) et de microparticules.

Dans ce contexte, les equations de conservation pour les circs haute pression 

ne sont pas valides pour les arcs Basse pression. A cause de la complexite des 

phenomenes cathodiques, il est difficile de construire un modele theorique d^rivant 

aver satisfaction les decharges dans le vide [11],

1.2.2 Arcs 41ectriques haute pression

lesLe comportement des arcs electriques haute pression depend directement d 

propriety physiques de la colonne de plasma qui la constitue [11|. Les electrodes 

ont un effet moins important car en pratique la longueur de la d^harge est toujours 

plus grande que le diametre des electrodes.

L arc electrique de haute pression peut etre divise en deux categories:

- arc axisymetrique,

- arc souffle par un woulement et un champ magnetique d’origine externe.

En general la disposition du soufflage dans la deuxieme categorie d’arc est 

thogonale a I’axe de symetrie.

Dans le cas des arcs axisymetriques, le confinement est dans certains cas impose 

par des parois laterales, dans quel cas le comportement de ces arcs est dfcte par 

les processus d’echange thermique dans la direction radiale (ce type dWc est connu 

sous le nom de “Wall-stabilised arc”).

M



Un autre type d’arc axisymetrique est celui qui brule librement sans contraintes 

additionnelles (“free burning arc”). La distribution de la temperature dans ces arcs 

est determinee par I’intensite du courant, la convection naturelle et le pompage 

electromagnetique provenant du champ magnetique auto-induit.

En imposant un gradient de pression dans la direction axiale, il est egalement 

possible de confiner I’arc. Par opposition aux arcs confines par parois, ce type d’arc 

est connu sous le nom de “axial convection-stabilised arc”. C’est dans ce type d’arc 

que nous etudierons les effets du fchamp magnetique auto-induit.

Dans le cas des colonnes de plasma haute pression, I’hypoth^ de I’equilibre ther- 

modynamique local doit etre discutee. Quand les conditions de microreversibilite des 

processus energetiques elementaires sont satisfaites, le systeme est en equilibre ther- 

modynamique. Plus Ton s’ecarte de I’ET complet, plus le nombre d’informations a 

foumir pour caracteriser le systeme augmente. Dans le cas de I’equilibre thermody- 

namique local, il existe un flux net de particules et I’energie va etre dirigee dans une 

direction privil^ee; par exemple, un plasma ou il existe un gradient de temperature 

(le cas de la decharge electrique). Une dimihution locale de I’energie du systeme im- 

pliqiie que la microreversibilte ne pent ^re completee. Cependant, si cette perte 

locale d energie est faible par rapport a I’energie totale et si des mecanismes de com­

pensation sont presents, la relaxation du systeme se fait assez rapidement de fagon a 

pouvoir utiliser une seule temperature et une pression pour caracteriser le systeme.

Par consequent, les equations qui decrivent le plasma sont celles derivees de la 

thermodynamique, ainsi il est possible d’appliquer le modHe du continuum au fluide 

etudie. Les proprietes thermodynamiques des arcs haute pression sont obtenues a 

partir des equations de conservation pour les fluides compressibles et visqueux dans



lesquelles on a ajoute les efFets des forces de Lorentz, le transport de la radiation et 

la puissance introduite par effet Joule.

Les equations generales dwrivant un plasma de type collisionnel et partiellement 

ionise peuvent etre simplifiees et appliqu^ aux arcs haute pression [12].

1.3 Quand calculer le champ magnetique auto- 

induit dans les arcs electriques de type dis- 

joncteur ?

Le type de decharge que nous allons etudier opere en courant alternatif de basse 

frequence. Les electrodes sont en contact avec une colonne de plasma confinee par 

un gaz en expansion dans une tuyere. Le champ electrique entre les deux electrodes 

accelere les electrons et les ions pour entretenir ce plasma. Ce dernier s’est forme

dans une etape transitoire, par un processus dit d’avalanche (oh de disruption) qui
«

prend naissance lors de la separation des electrodes.

Lorsqu un ensemble de particules de meme charge electrique traverse un milieu 

conducteur, un champ magnetique est induit le long de la trajectoire de ces par­

ticules. A I’echelle microscopique, ce champ magnetique auto-induit agit sur leur 

trajectoire. A I’echelle mascropique, une force dite de Lorentz, directement pro- 

portionnel a la densite de courant traversant le plasma et au chanip magnetique 

auto-induit, agit sur le plasma de la d^harge.

Dans la plupart des etudes numeriques et analytiques faites sur les dechar®:es
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electriques de type disjoncteur, I’effet du champ magnetique auto-induit sur le 

plasma est negligeable car les forces d’inertie du Huide sont plus importantes que les 

forces de Lorentz induites dans le plasma.

\
Neanmoins dans le cas des d^harges electriques operant a des courants elevM (

I > 10A:>1), il n’existe pas d’etude numerique demontrant que les forces de Lorentz 

sont encore negligeables devant les forces d’inertie du Huide. Les mesures experimentales 

[2] ont mis en evidence un phenomene de surpression devant la cathode pour des 

arcs electriques operant a des courants eleves mais rien n’indique que ce phenomene > 

est entierement du aux forces de Lorentz. II se pourrait qu’une partie de cette 

surpression provienne de I’aspect transitoire des experiences.

Par consequent, I’effet du champ magn^ique auto-induit n’est pas encore bien 

compris mais il est certain que ces resultats experimentaux soulevent une ques­

tion fondamentale pour la modelisation des d<kharges electriques a amperage e\cv6 

de type disjoncteuA est-ce que toute modelisation doit inclure Teffet du champ 

magnetique auto-induit? Si oui, quels effets ont les forces de Lorentz sur les car- 

actOTstiques et performances de ce type d’arc ? Entre autres,

- la pression devant I’anode et la cathode,

- le rayon de Pare devant la catliode,

- la distribution de la temperature et de la vitessc dans la colonne de plasma.

- la difference de potentiel entre les deux electrodes.
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1.3.1 Arcs ^lectriques k courants faibles (/ < lOfcA)

Perkins et al. [13] ont etudie la constante de temps de desionisation du SF^ 

sur un arc electrique souffle pour des courants electriques continus d’intensit^ 

difFerentes. Ils remarquent que la constante de temps de desionisation diminue avec 

1 augmentation du courant. Cette constante est inferieure dans le cas d’un courant 

de lOOO/l a celle dans le cas d’un courant de 350.4, ce qui est contraire aux r^ultats 

attendus. Perkins et al [13] licnt ce phenomene a I’effet des forces de Lorentz dans 

la colonne de plasma. Ces forces possedent une composante radiale qui agit en 

compression dans la colonne de plasma et une composante axiale qui agit en force 

propulsive de la cathode vers I’anode. Lorsque le courant est interrompu, le surplus 

de pression autour de la cathode provenant de la compression radiale des forces de 

Lorentz accelere le plasma radialement et aide ainsi a I’eloignement du gaz chaud de 

la cathode. Cette expansion forcee permet au gaz chaud de couvrir une plus grande 

distance. Perkins et al. concluent que ce mecanisme est responsable en partie de 

la diminution de la temperature du gaz, aifectant ainsi la constante de temps de 

deionisation.

1.3.2 Arcs k courants 41ev4s (/ > lOifc.4)

Le travail de Jones et al. [2] est une extension du travail de Perkins et al. [13]. 

Jones et al. effectuent des mesures de pression au point de stagnation devant la 

cathode afin de d^erminer I’effet du champ magn^ique auto-induit pour des inten- 

site de courant allant de 20 a 100 kA. Les rMultats montrent qu’a cx>urant eleve, 

les effets observe sont diffCTents des reultats avance par la th<k>ric.

i
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Perkins et al. [13] avaient reussi a reproduire les mesures de surpression magnetique 

avec un mod^e analytique. Jones et al. [2] constatent que ce mod^e analytique 

n’est plus valable lorsque le courant depasse 20 kA. Le modele analytique sures- 

time la pression magnetique mesur^ et cet ecart est d’autant plus important que 

le courant est eleve. En plus, un phenomene d’hyster^is est observe sur la pression 

mesuree. Plus I’intensite du courant est grande et plus Thysterisis est prononce. 

Jones et al. essayent d’expliquer cette difference en proposant deux scenarios. Tout 

d’abord, a courant eleve il se forme une zone moins conductrice au coeur de l!^c 

devant la cathode. Un modele analytique demontre que la reduction maximale de 

la section conductrice amene seulement une baisse de 50% de la pression. Or les 

mesures montrent que cet ecart peut atteindre plus de 90%. En s’appuyant sur 

les observations effectuees par d’autres chercheurs, c.a.d. le phraomrae de rotation 

d’arc pour des courants eleves, Jones et al. [2] postulent que la rotation de Pare au- 

tour de I’axe de symetrie s’oppose a I’effet de la compression magnetique en baissant 

la pression devant I’anode.

1.4 Modelisation numerique de I’arc ^lectrique

Jusqu’a present, nous avons montre que les phenomenes physiques dans les arcs 

electriques de type disjoncteur sont varies et complexes. Les tentatives initiales de 

resoudre ce probleme ont ete principalement concentrees sur des modeles quasi 1-D. 

Ils sont bases sur des approximations de type couche limite [14, 15, 16, 17], ou 

1 ecoulement a I’exterieur de I’arc est base sur un modhie 1-D.

Plus r^mment, un petit nombre de chercheurs ont essay^ d’am^liorer la simula-

-I
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tion de I’interaction arc-fluide en utilisant de meilleurs modeles physiques bas^ sur 

les equations de conservation [18,19, 20, 21, 22, 23]. La simulation de ce phenomene 

dans des g^metries complexes incluant la chambre de compression, le mouvement 

des electrodes et les tuyeres apparaissent petit a petit [24, 25, 20). Cependant, la 

plupart de ces methodes utilisent, soit des suppositions sur la gTOmarie de I’arc, 

soit un modele quasi 1-D inspire sur une analyse de type couche limite. Zhang et al. 

[26] et Trepanier et al. [27] ont developpe un modele 2-D pour calculer I’interaction

arc-fluide sans utiliserd’hypothesesprealables sur la geometriedel’arc. Leur modele

d’arc et de radiation peut servir a calculer la distribution de la densite de courant 

pour des arcs de geometric complexe. La solution des ^nations de conservation est 

calculee a I’aide d’une technique de volumes finis sur un maillage non-structure [28].

A haute temperature, le calcul de I’interaction arc-fluide doit utiliser un modele 

gaz reel. En effet, des etudes comparatives ont demontre que les predictions des 

car^teristiques de I’arc (rayon et temperature de I’arc) en gaz reel different de 

celles en gaz parfait. Cependant, ces etudes revHent quc la distribution de pression 

dans I’arc est quasi-independante du modHe de gaz utilise.

Parmi tous ces mod^es de disjoncteurs, aucun ne tient compte de I’cffet du 

champ magnaique auto-induit sur les caractaistiques et les performances de Pare de 

type disjoncteur. La raison pour laquelle cet effet a ^e neglige dans la modelisation 

est due au fait que ces arcs font partie de la famille des arcs operant a faible in- 

tensite de courant. Neanmoins, a la section 1.3.2 nous montrons que des audes 

experimentales confirment que I’effet du champ magnetique auto-induit devient 

non n^ligeable dans les arcs de type disjoncteur operant a ampaage aevi. Par 

consa]uent, toute modelisation numerique d’arc dectrique devant oeuvrer djui« ces
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conditions ne pent plusjgnorer I’influence du champ magnetique auto-induit. La 

litterature n’ofFre pas d’etude numerique permettant d’eclaircir ce probleme.

Ce memoire propose d’etudier I’effet du champ magnetique auto-induit a courant 

elev6 a I’aide de simulations numeriques. Le calcul du champ magnetique est in- 

clu dans le modele d’arc existant et les forces de Lorentz sont integrees dans les 

equations du mouvement. Ce memoire propose 4galement une formulation nouvelle 

sur 1 equation du champ magnetique. La validation du nouveau modele d’arc est 

effectuee a I’aide de cas tests analytiques et de deux cas tests experimentaux.
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Chapitre 2

La Magnetohydrodynamique

appliquee aux disjoncteurs

La MHD est la discipline qui traite I’interaction entre le champ magnctique B 

et le champ de vitesse C dans un fluide dlectriquement conducteur. Le deplacement 

d’un corps solide, electriquement conducteur, a travers un champ niagnetique affecte 

les charges libres de ce corps. L’electromagnetisme est la science qui donne la rela­

tion quantitative de cet effet. Lorsqu’un fluide non-conducteur traverse un champ 

magnetique, celui-ci n’est pas afFecte par le champ magnetique et les ^nations de la 

mecanique des fluides suflBsent a dwrire le mouvement du fluide. Cependant dans 

> le cas ou le fluide est conducteur, le champ magnetique et le champ de vitesse sont 

couplM et il faut introduire un formalisme plus general permettant de. donner une 

description plus exacte de ces deux quantiles.

Le couplage entre le champ de vitesse 0 et le ^amp magnetique B peut etre a



soit fort ou^aible. II est faible lorsque I’un des deux champs affecte I’autre sans 

etre lui-meme modifie. U est fort lorsque les deux champs different largement de 

ce qu’ils devraient etre lorsque calcules independamment. Dans ces conditions, des 

phenomenes extraordinaires peuvent etre observe, entre autre, I’effet dynamo et 

1 effet de 1 expulsion du champ magnetique [29]. Un des phenomenes physiques les 

plus interessants a observer est la propagation d’ondes d’Alfven [30], compl^ement 

differentes des ondes electromagnetique (ondes n’existant plus si les courants de 

deplacement sont faibles ) et ondes acoustiques ( ondes n’existant plus si le fluide 

est incompressible). L’existence des ondes d’Alfven depend de I’intensit^ du cou- 

plage entre le champ de vitesse U et le champ magnetique B [30]. Si le couplage 

est faible, ces ondes degenerent rapidement. Dans le cas des arcs de type disjonc- 

teur, le champ de vitesse dans la colonne de plasma influence tres peu les lignes de 

champ magnetique. Le couplage est done faible. dependant, le champ magnetique 

a une influence non negligeable sur le champ de vitesse dans la colonne de plasma, 

particulierement devant la cathode.

Cette influence a lieu via la force de Lorentz, fonction de la densite de couremt 

S et du champ magnetique B,

F = J X B (2.1)

Celle-ci agit seulement dans la colonne de plasma. D’apr^ Hoyaux [31], I’inclusion 

de cette expression dans le calcul des arcs haute pression peut etre considers 

comme une correction d’ordre superieur. Grace a I’hypoth^ de I’^uilibre ther- 

modynamique local, les especa neutres et chargees dans les arcs haute pression
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80nt tenement proches les unes des autres que Taction du champ de force obeit a 

Texpression de la force de Lorentz [31] . Plus pr^isement, imaginons une region 

du plasma affectee par un gradient de pression. Le champ magnetique emp^e la 

diffusion des particules chargees vers les regions a plus Basse pression. Par contre, 

le champ magn^ique ne peut pas emp^her les espies neutres de diffuser. Mais 

le plasma etant en equilibre thermodynamique local, le surplus d’especes neutres 

situees dans les regions a pression en hausse subissent une ionisation r^ide et le 

surplus d especes chargees situees dans les regions a pression en Skisse subissent une 

recombinaison. Ceci a pour effet de compenser la diffusion des especes neutres. Par 

consequent, les especes neutres ne sont pas vraiment confinees mais tout se passe 

comme si elles Tetaient. Tout ceci permet de conclure que T^uation 2.1 le 

terme source des equations du mouvement est valide.

2.1 Equations d’^uler

Des etudes numeriques et experimentales ont demontre que les phenomenes 

visqueux et de conduction thermique sont secondaires dans Tinteraction arc-fluide de 

type disjoncteur [32, 33, 34, 27). La convection naturelle est egalement negligeable 

dans ce type d’interaction car la convection forc« domine le regime de Tecoulement. 

En eliminant tons les termes Uct aux phenomenes visqueux et aux forces d’Archimede, 

il reste les equations d’Euler avec les termes representant la force de Lorentz, Teffet 

Joule et Teffet de la radiation. Pour un ^ulement 2-D axisymetrique, ces equations

s’wrivent



Vt + V-F = S, (2.2)

ou U est le vecteur des variables conservatives, F la matricedu flux et S le vecteur 

contenant les termes sources et les termes dus a la formulation des equations dans 

un repere axisymetrique de coordonnees (y, 0, x). En detail,

U =

/ o )p 0 pUx pu.

pUs
,S =

F.

P „ ,F =
pUxUt -f P PUyU,

pu„ - + n pu,«„ PUyUy + P

. ^ > ( >
( pu,e u,P PUyt -1- UyP ^

(2.3)

ou, p est la densite, u = la vitesse du fluide, F. et F, les composantes

axiales et radiales de la force de Lorentz, e I’energie specifique du fluide, P la pres-
•:4

sion, 5e le terme source d’energie comprenant la dissipation Joule et la radiation 

[35]. Le systeme d’equations 2.2 est complete par I’equation d’etat P = p(p, i), ou

* — C- -U U est I’energie interne du systeme. Pour un gaz parfait, p(p, i) = (7-l)pt,

Dans le cas d’un gaz en equilibre thermodynamique local, la fonction p(p,i) pent 

obtenue en lissant les donnees de FVost et Liebermann [36] pour le SF« et de 

Vos [37] pour I’azote.

L’^uation 2.2 peut etre ^rite sous sa forme integrale utile a la formulation des 

volumes finis.

(2.4)



ou n = (r»x,ny)^ est le vecteur normal a la frontiere ferm^ dV delimitant le 

volume de controle V.

2.1.1 Forme adimensionnelle

L’adimensionnement des equations d’Euler ne fait apparjutre aucun nombre sans 

dimension. Une solution de ces ^nations genwent une infinite de solutions dans le 

domaine dimensionnel. Dans notre cas, les termes source dans I’equation d’energie 

et du mouvement dependent de I’echelle du phenomene etudie. Par consequent, 

ces termes doivent etre adimensionnes par des valeurs de reference provenant de 

I’adimensionnement des equations d’Euler.

Definissons les valeurs de reference specifiques a la physique des arcs electriques 

de type disjoncteur,

- Po la pression totale «n amont ou initiale dans la chambre,

- To la temperature totale en ^lmont ou initiale dans la chambre,

- Lo la longueur caracteristique.

- <0 le temps caracteristique.

P L
» - /7o = (—)° ® = — la Vitesse caracteristique.

Po' <0

A partir de ces valeurs, les variables adimensionnelles sont

.'o'- ■'"v



P* — — T* — — n* — - ^ ®P’^ ~ T 'P “T’*' = TT’® = IT 3o ^0 C^o

En introduisant ce changement de variables dans 2.2, nous obtenons la forme 

adimensionnelle de U, le vecteur des variables conservatives F, la matrice du flux 

et S, le vecteur contenjint les termes source,

u* =

\
/>*

p'K ,s* =

0

F —
P* r, Lo

II
•

p*K

p’ulul + f P’uiu;

p'K y , Po p^KK + p*
p-e- ] s

‘PoUo /
^ p^ule- + u;P* P'u;e* + «;p* ^

2.5)

Par consequent, I’analyse dimensionnelle des equations d’Euler indique que — 
A... Po

'pJTo respectivement les facteurs multiplicatifs des composantes de la force 

de Lorentz et du terme source 5*. Ces deux facteurs permettent i’adimensionnement 

complet du vecteur S.

0

2.2 Equations de Maxwell

Dans cette section, nous exposons le modele theorique qui est utilise pour .cal- 

culer, dans un arc de type disjoncteur, d’une part la densite du champ magnetique 

auto-induit B et d’autre part la densite de courant J.

Les phenomenes electromagnetiques sont decrits par un systeme d’^uations con-

f
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nues sous le nom d’^uations de Maxwell. Ce systeme d’equations gmerent cinq 

inconnues vectorielles et une inconnue scalaire, celles-ci sent

- I’intensit^ du champ electrique E (Volt m~*),

* I’intensite du champ magnetique l} (Ampere m~*),

- la densite du flux electrique D (Coulomb m~’),

- la densite du flux magnetique B (Tesla),

- la densite de courant electrique jf (Amp>ere m“*),

- la densite de charge electrique q (Coulomb m~®).

Sous forme differentielle, les ^uations de Maxwell sont

V B

V D 

VxE

Vxii

0,

9.

J +
dt ’ 

dD

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

A ces equations s’ajoutent les ^nations phenomenologiques exprimant l5 et it 

en fonction de E et B,

efi,.

• •

(2.10)

.4:■ rm--

x?:-•r-. .
••V. A'

(211)
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d^rivant les proprietes macroscopiques du milieu etudie en terme de permitivite 

electrique e et de perm^bilite magnetique p. Pour les gaz a haute temperature, la 

permeabilite magnetique du gaz est pratiquement egale a sa valeur dans le vide [38] 

= 4ir * 10“^ Henry m~*). Dans le cas d’un milieu electriquement conducteur de 

densite de charge q constante dans le temps, la densite de courant J doit verifier la 

conservation de la charge

V • J = o' (2.12)

Si J suit la loi d’Ohm simplifi^

J = (2.13)

ou a est la conduct!vite electriquq, il y a ambiguite entre les ^uations 2.7 et 

2.12 car le champ electrique doit satisfaire simultanement

V<tE = 0, 

V • eE = q

(2.14)

(2.15)

En fait, lorsque le milieu est conducteur, I’^uation 2.14 donne la solution du 

champ electrique et la densite de charge est ensuite calculee a partir de l’4quation 

2.15. Cependant, dans un milieu non-conducteur, I’^uation 2.14 est toujours satis> 

faite (J = 0) et I’^uation 2.15 donne la solution du champ ^lectriqu^S.



Dans le cas des arcs de type disjoncteur, les variations de 60 Hz sont tres lentes 

pour les equations de Maxwell dans un fluide ou les phenomenes electriques en jeu se 

mettent plus rapidement a I’equilibre [39]. Ainsi, les phenomenes dus aux variations 

temporelles peuvent etre negliges, entre autre

- les courants de deplju:ement = 0,
at

- la variation du champ magqetique

Par consequent, les equations de Maxwell a r^udre peuvent etre simplifies

V-B = 0, 

V X E = 0, 

VxH = J

(2.16)

(2.17)

(2.18)

La densite de courant J est resolue dans les electrodes et Pare electrique a partir 

des equations 2.12 et 2.17. Ensuite, Pintensite du champ magnetique H est resolue 

en tout point de Pespace a partir des equations 2.16 et 2.18.

La connaissance de la densite de courant J permet de determiner Pintensite du 

champ magnetique H. Nous verrons respectivement aux sections 2.2.2 et 2.2.3 que 

Pequation 2.16 est automatiquement satisfaite dans notre problemeet que P^uation 

2.17 est implicitement incluse dans Pequation 2.12 (le champ electrique derive d’un 

potentiel). Par consequent, dans un arc de type disjoncteur, la solution des equations 

de Maxwell se resume a determiner deux champs vectoriels, Pintensite du champ 

electrique E et Pintensite du champ magn^ique auto-induit H. De ccs deux champs



vectoriels se d^uisent les inconnues D, B, J et f iYaide des relations 2.10, 2.11, 

2.12 et 2.15.

2.2.1 Equation du champ magn^tique auto-induit

En prenant le rotationel de I’equation 2.18, nous obtenons

V(V-H)-V^H = VxJ (2.19)

Cette demiere equation constitue une forme particuiiere de l’4quation d’induction 

magn^ique generaUsee [30]. Dans le cas d’un champ vectoriel dont la seule com- 

posante est azimutale et dependante des coordonn^ axiales et radiales seulement, 

la divergence de ce champ est automatiquement nulle (V • H = V • B = 0). Par 

consequent, I’equation 2.19 devient

-V^H = V X J (2.20)

La projection de cette ^nation vectorielle dans la direction radiale et axiale du 

repere cylindrique donne un r^ultat nul. Dans la direction azimutale, la projection 

donne I’^uation differentielle suivante

y dy d^y dH ^ (J x ^) +— V (2.21)

mm
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En utilisiuit le developpement suivant

y dy d^y d^x ’ (2.22)

1 equation 2.21 est reecrite d’une maniere plus compacte

-V-VHe + ^ = V‘(Sx0) + ^ (2.23)

En integrant I’equation 2.23 sur un volume arbitraire T et en appliquant le 

theoreme de la divergence, nous obtenons la forme integrale de I’^uation 2.23

j -^dv - i VHf nds = f —dv + <f J x6- rids Jr y* Jar Jr y far (2.24)

ou n = (n*,n,)^ est le vecteur normal a la frontiere ferm^ dF delimitant le 

volume de controle T. Cette demiere expression constitue I’equation pour la com- 

posante H$ que Ton devra r^udre dans le cas des arcs de type disjoncteur.

2.2.2 Conditions fronti^res du champ magn4tique

2.2.2.1 Continuity de la composante normale de B

nousAvant d’aborder la valeur de I’intensite du champ magnetique k I’infini, 

presentons les conditions frontieres que doit satisfaire la density magnytique 1§ a



I’interface de deux milieux de permeabilites magndtiques difFerentes Hietfii. En 

^ se baaant sur les difFerentes Formes d’arcs possibles, trois situations presentent les 

conditions Frontieres magnetiques pouvant etre appliqu^.

Figure 2.1: Volume englobant deux regions & permeabilite magnetique differente.

Integrons I’equation 2.16 sur le volume F presente a la figure 2.1,

V • Bdv = 0

En appliquant le theoreme de la divergence, nous obtenons

(2.25)

/ d ■ nds = 0 Jar (2.26)

En divisant la surFace 5F en deux surfaces dTi et dFj tel que U dT^ = 

la relation 2.26 devient

IS'
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Bi • riicfdi + B2 • U2ds2 = 0 (2.27)

Lorsque H tend vers 0, dT\ — 5F2 et I’integrale de surface se simplifie

(2.28)

Par consequent a I’interface des deux regions,

(Bi — Bj) • n = 0. (2.29)

Comme n est maintenant normal a I’interface

Bill = B-111 = Ol\\ (2.30)

La composante normale de la densite magnetique B est continue k I’interfacc. 

Ceci est illustre a la figure 2.2.

Dans notre probleme, le champ magnetique auto-induit est purtement azimutal 

et les composantes et Bjn sont nulles. Par consequent, la condition 2.30 «st 

automatiquement satisfaite.
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Figure 2.2: Continuite normale de la densite magnetique. 

2.2.2.2 Continuity de la composante tangentielle de li

Projetons I’equation 2.18 dans la direction du vecteur unitaire n, apres integration 

nous obtenons

/ V X H • nds = i S ■ nds, 
JsiT hr (2.31)

En appliquant le theoreme de Stokes sur un parcours ferme C au membre de 

gauche et le theoreme de la divergence au membre de droite, la relation 2.31 donne

£ A ■ dr = J^V ■ 3da (2.32)

De la conservation de la charge 2.12, le membre de droite de I’equation 2.32 a
■v|

:i1

p
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disparu. En segmentant le parcourt C par les points ABCD repr^ntes sur la figure 

2.3, la relation 2.32 devient

(2.33)

Figure 2.3: Courbe fermee passant par deux regions a permeabilite magn<Stiqi 
differente.

Lorsque H tend vers 0, AB — BC et I’int^grale de contour se simplifie

(Hi-H2).?=0

Par consequent, comme f est tangentiel a I’interface 4es deux regions

(2.34)

//li = i/ax 

I
(2.35)



La composante tangentielle de I’intensite du champ magnetique est continue k 

I’interface. Ceci est illustre a la figure 2.4.

'll;;.-:*

I-

■ F
Figure 2.4: Continuite tangentielle du champ magnetique

Ce r^ultat est important car le champ magnetique etant purement azimutai, 

il est toujours tangentiel aux interfaces des regions caracterisant notre probleme. 

Cette condition nous oriente sur le choix d’une discretisation pour I’intensit^ du 

champ magnetique fi. Ce choix est explicite au Chapitre 3.

2.2.2.S Valeur de Pintensitd du champ magnetique h I’infini

A I’infini Ht est mil. Dans le cas ou la geometrie de I’arc est complexe, le domaine 

de calcul doit etre pris le plus grand possible ahn d’approcher la condition frontiere 

de I’intensite du champ magnetique a I’infini. La figure 2.5 illustre les conditions 

frontieres imposecs sur Ht pour un arc de geometrie complexe.

.3
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Figure 2.5: Valeurs frontieres de I’intensit^ du champ magnetique pour un arc de 

gmmetrie complexe.

Cependant, proche des frontieres electriques, si la densite de courant 1 traversant 

1 arc et les electrodes poss^ent une composante purement axiale, la variation du 

champ magnetique dans cette direction est faible. Une condition Neumann est 

impost sm Ht pour un arc satisfaisant ces conditions. La figure 2.6 illustre les 

conditions frontieres imposees sur H$ pour un arc geometrique concentrique.

Dans le cas particulier ou I’arc est confine autour de I’axe de symarie, il est pos­

sible d’assimiler les electrodes et I’arc a une colonne de plasma unidimensionnelle. 

Cette approximation permet d’appliquer une solution analytique a la fronti^e per- 

pendiculaire a la direction radiale et le dbmaine de calcul peut etre encore diminu6. 

Cette solution est explicitee a la section suivante. La figure 2.7 illustre les conditions 

frontieres imposes sur H$ pour un arc plein cylindrique."
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Figure 2.6: Valeurs frontieres de I’intensitd du champ magn^tique pour un arc con- 
ceutrique

HsH(uulvtiaiie)

H-0 AwdeiyoMiite

Figure 2.7: Valeur froutiere de I’intensite du champ magnetique pour un arc plein 

cylindrique

r. •■•

"■ft

;' 

■S:

'i;

■'■ •-: •;



-'T-'-.y--

'■'£

2.2.2.4 Solution analytique du champ magnetique

Soit une colonne de plasma de longueur infinie et de conductivite electriq 

constante traversee par une densite de courant uniforme J-.
ue a

En appliquant I’equation 2.18, on obtient

^d{yHe)
V dy

La solution analytique a ce probleme est

H,

H,

~ pour ye{0,i2[

jIr^-5-- pour y€[R,oo)

ou R est le rayon de colonne de plasma.

Figure 2.8: Colonne de plasma unidimensionnelle

\4-i
(2.36)

4
■ i

1
(2.37)

(2.38)
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2.2.3 Module de conduction 41ectrique utilis4

D’aprw [11], la conduction electrique dans un arc haute pression suit la loi 

d’Ohm simplihee suivante

J = <rE, (2.39)

oi la densitd de courant S est proportionnelle en tout point de la colonne do 

plasma au champ electrique E et a la conducivite Electrique <r (fonction de la 

temperature et de la pression du Buide [37]). Cette loi pent etre exprimeeen terme 

de potentiel electrique. De I’equation 2.17, le champ electrique E est irrotationnel 

et derive d’un potentiel electrique ^ tel que

SB — (2.40)

En terme de potentiel electrique, la loi d’Ohm donne

J = —aVift (2.41)

En rempla^ant cette expression dans I’equation de la conservation de la charge 

2.12, on obtient I’equation de Laplace pour le potentiel electrique

V • aV4> = 0
>

(2.42)
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En integrant cette equation sur un volume de controle T et appliquant le thmreme 

de la divergence, la relation precedente devient

^r<rV* nds = 0 (2.43)

Cette equation est r^olut^pour le potentiel electrique. La connaissance dea con­

ditions frontieres de la densite de courant J permettra de determiner lea conditions 

frontieres du potentiel electrique.

2.2.4 Conditions frontieres du potentiel Electrique

L arc et lea electrodes constituent un milieu conducteur. Lea conditions frontieres 

de Ik densite de courant J et du champ electrique E a I’interface des differenta milieux 

conducteurs sont daerminees a partir des'equations 2.12 et 2.17. En procedant a 

une demarche analogue a celle utilisee pour la densite du champ magnetique B et 

de 1 intensite du champ magnetique fl, il est possible de determiner ces conditions 

frontieres.

2.2.4.1 Continuite de la composante normale de J

En se basant sur le resultat obtenu pour fi, nous deduisons que la composante 

normale de J est continue a I’interface de deux milieux a conductivity electrique 

differentes. Ainsi nous obtenons

........
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Jill = J211

En utilisant la loi d’Ohm, cette expression devient

O’l-^lll = 0’2^2||

o2

2.2.4.2 Continuity de la composante tangentielle de E

(2.44)

(2.45)

La condition 2.45 est importante car dans le cas on un des deux milieux possed 

une conductivity electrique nuUe, la composante norniale a I’interface des deux 

heux est nulle (Ejn = = 0). A partir de la relation 2.41, il s’en suit que

e

mi-

V^i • n = V^2 ■ n = 0 (2.46)

■1
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Figure 2.10: Continuite tangentielle du champ electrique 

ou n est le vecteur unitiure normal a I’interface.

Par consequent, on applique la condition de Neumann sur le potentiel electrique 

lorsqu’un des deux milieux a une conductivity electrique nulle, soit

d(f» (2.47)

La condition de Dirichlet est appliquee aux electrodes. Les conditions frontieres 

sur le potentiel sont presentees a la figure 2.11.

La condition frontiere appliquee sur (f> sur I’aoce de symetrie est de type Neumann 

car la composante normale du champ electrique a cet endroit est nulle.
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Figure 2.11: ConditioQ frontiere du potentiel electrique

L. 2.2.5 Couplage faible eutre U et B: convection magnetique 

n6glig4e

La loi d’Ohm presentee a la section 2.2.3 ne tient pas compte de la convec­

tion magnetique car celle-ci est negligeable d2uis le cas.d’un arc de type disjoncteur 

[11]. Cependant, ce type d’arc subit un soufflage important et la vitesse est partic- 

uli^ement elevee dans la colonne de plasma (5000ms“^ [8]). A titre de verification, 

nous accompagnons notre etude de trois criteres mesurant I’importzuice de la con­

vection magnetique. Le terme de convection magnetique suit la relation suivante

= <rV X B (2.48)

■s
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Definissons le nombre de Reynolds magnetique global
Jeonv jfv
fvdv

(2.49)

OU Johmi =1 I et Jconv =| <tV X B | et V le volume de la region du fluide ou 

la conductivite electrique est non nulle.

Definissons egalement les nombres de Reynolds magnetiques locaux suivants

—
John

(2.50)

•fimS — (2.51)

Ces trois parcimetres permettront d’evaluer Timportance de la convection magnetique.

2.2.6 Autres methodes de calcul du champ magnetique

La methode du potentiel vecteur est une autre approche a la resolution de 

r^uation 2.18. Cette methode est frequement utilisee dans le domaine du genie 

electrique [40]. Le but de cette presentation est de demontrer les avantages de la 

formulation de I’equation d’induction magnetique (section 2.2.1) sur cette methode. 

Sachant que la densite du chaunp magnetique B satisfait I’equation 2.16, il existe un 

champ vectoriel A tel que

B = Vx A (2.52)



Cependant I’unicite du potentiel vecteur A n’est pas satisfaite cm si on rajoute 

au chaunp A un champ vectoriel derivant d’un potentiel, la relation 2.52 est toujours 

satisfaite. Par cons^uent il faut forcer I’unicite en imposant une contrainte sur A. 

Dans le cas d’un probleme electromagnetique stationnaire, la jauge de Coulomb est 

choisie [40]. Celle-ci est

V-A = 0 (2.53)

En rempla^ant la relation 2.52 dans I’equation 2.18, nous obtenons apr^ simpli­

fication

V(V-A)-V"A = J (2.54)

Cette ^nation est analogue a la relation developpee dans notre formulation. En 

appliquant la jauge de Coulomb a I’equation 2.54, nous obtenons

-V*A = J (2.55)

La projection de I’equation 2.55 dsins le systeme de coordonnees. cylindriques 

donne deux equations a resoudre

-V*A, = 4

-V*A„

(2.56)

(2.57)



La projection de I’^uation d’induction magnetique dans le meme systeme de 

coordonnees donne une seule equation a resoudre

= (V X j). (2.58)

Un systeme a deux ^uations est plus difficile a resoudre qu’un systeme a une 

^nation. Par consequent, notre formulation est plus pratique. Cependamt, les 

avantages de notre formulation restent vaJides seulement si le champ magnetique 

reste purement azimutal. Pour des problemes plus complexes, les deux methodes 

sont ^uivalentes en terme de difficulte de resolution.

2.3 Calcul de la force de Lorentz

La densite de courant J est contenue dans le plam (y,0,x) et ses composantes sont 

seulement fonction des coordonn^ x et y. Par cons^uent, a partir de I’^uation 

2.1, on constate que le champ magnetique azimutal depend des memes coordonnees. 

Ainsi

J = Jy(x,y)y + Jr(x,y)x, 

B = Be{x,y)0

(2.59)

(2.60)

En utilisant ces deux relations, les composantes de la force Lorentz sont
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J X B = y)Jx(x, y) y + 5«(x, y)Jy(x, y) x (2.61)

Cette force agit seulement dans la colonne de plasma ((7^0). Ses composantes 

sent remplacees dans I’expression du terme source S des equations d’Euler. Dams 

un arc de type disjoncteur, la composante radiale de la force de Lorentz est plus 

importante car la densite de courant est principalement orient^ dans la direction 

axiale. L’elfet de cette composante sur la colonne de plasma est appele I’effet ”Z- 

pinch”.

2.3.1 Effet “Z-Pinch”

L’effet ”Z-Pinch” est obtenu a partir d’un mod^e unidimensionnel d’une decharge 

electrique dans un plasma a geometrie cylindrique. La densite du champ magnetique 

Be est induite par une densite de courant constante J,- L’equation decrivant 

I’equilibre de la pression dans la direction radiale est

t:(p+^) + (2.62)

Les deux termes dims la parenth^ representent la pression pauticulaire et la 

pression magnetique. En rempla^ant I’expression 2.37 dans I’equation 2.62, la dis­

tribution analytique de la pression est

APeatWe (2.63)
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ou R est le rayon de I’arc.

2.3.2 Effet de la force de Lorentz dans un arc de type 

disjoncteur

D2U18 le cas des arcs de type disjoncteur, la force de Lorentz a un effet 20ciale sur 

I’arc egalement.

En TOrivant les equations du mouvement du fluide sous forme vectorielle,

Dv -
P^ = -Vp + JxB,

\
(2.64)

il est possible de visualiser I’effet de la force de Lorentz sur la colonne de plasma. 

La figure 2.12 illustre le pompage du fluide dans la coloime de plasma devant la 

cathode qui est du a I’effet du champ magnetique auto-induit.

La composante axiale de la force de Lorentz a pour effet d’accelerer le plasma 

de la cathode vers I’anode. Cette observation est.vraie si la densite de courant 

a I’orientation donnee par la figure 2.12. La polarite des electrodes n’a aucune 

influence sur Taction de cette force. Par consequent, Teffet de la force de Lorentz 

en courant continu est le meme qu’en courant alternatif.
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Chapitre 3

Resolution des equations de la

Magnetohydrodynamiqua
X

3.1 Resolution des equations d’Euler

3.1.1 Discretisation des equations d’Euler

La simulation numerique est realist a partir d’une technique de volumes finis 

qui utilise une version Euler-Lagrange du schema de ROE qui est un approximateur 

au probleme de Riemann (28). La discretisation du domaine de calcul est realisee a 

partir d’elements non-structures triangulaires. L’information des variables conser­

vatives est stockee par element.

En m^anique des Guides, le probleme de Riemann apparait lorsque une discon- 

tinuite se forme entre deux etats homogenes. Dans notre cas, les cot^ des triangles



repr^ntent ces discontinuites et constituent le probleme de Riemann.

3.1.2 Schema de ROE

Au Chapitre 2, nous avons derive la fonne integrale des equations d’Euler, celle-ci

est

/ Vdv + i (F,fir + F*n,)ds = / Sdv, 
at Jv Jqv Jv

(3.1)

ou n = (n,, n*)^ est le vecteur unitaire normal a la frontiere ferm^ dV delimitant
\

le volume V.

Les schemas numeriques utilisant les volumes finis different les uns des autres

suivant la fagon dont le flux F = Frn, + F,n, est evalue a I’interface de chaque

element. Un des schemas les plus utilise pour la resolution des ecoulements compress-

ibles est celui de Roe [41]. L’idee centrale derriere cette methode est d’introduire un
5F .etat moyen A qui approxime le Jacobien A — sur I’interfzwre de chaque element. 

La matrice moyenne A pent etre approximee par

A = Civq-\

ou dans le cas d’un probleme bidimensionnel, 'D = dtay(Ax, Aj, A3, A4). Soit en 

detedllant,



Ai = tin + Aj — tin, “^3 — “n, ■^4 — ^n C,

8ont les quatre vzJeurs propres de la matrice A et Q formee par les quatre 

vecteurs propres independants correspondants que I’on peut choisir de la maniere 

suivante

ei = ( 1, «* + cn„ Uy + criy, H + cunCUn ) 1

- f 1 - * ii ^ A©2=11, u*, U„, H -J - -p- j,

\

63 = ( 0, -n„ u,ny - tiyn, ) ,

64 = ( 1, «*-c H -CUn ^ t

ou, c est la vitesse du son, «n = v ■ n est la vitesse normale a I’interface et H 

I’enthalpie totaJe. Les valeurs moyennes sont evaluees a putir de I’etat gauche et 

droit de I’interface de I’element et sont donnees par ’

p = y/PLPR,

V - Ur,Uy,i,H,

. A . PPiP = + «?)]> + ^ •

.4... A 'jrfci.



Rx>e a demontre que I’utilisation de cette moyenne permet au solveur de representer

de fa?on exacte les equations dj^Rankine-Hugoniot au travers d’un choc. Les deux

derivees A = et Pi = sont donnees dans le cas d’un gaz parfait par 
op at

I’equation d’etat, c.a.d. = (7 - l)i, et A = (7 - l)p- Dans ce cas, le quatrieme 

terme dans §2 et la vitesse du son peuvent etre simplifies dans les formules suivantes

(3.2)

Le flux sur n’importe quelle interface, oil G et D r^presentent respectivement/

I’etat gauche et droit a I’interface, est calcule en utilisant la relation suivajite

F = ^(Ffl + Fi.) - - Ur,) (3.3)

et les proprietes conservatives U sont avancees explicitement dans le temps au 

niveau temporel suivtint (n + 1) par

A/ ^****<*
u;+^=u;-— £ F^LM + Ats;,

*=i
(3.4)

ou Lk est la longueur de la kieme interface au volume V.

La methode choisit pour evciluer les etats gauches et droits a une interfau:e donnee 

determine I’ordre du schema. Une approximation lineaire donne un schema d’ordre 

2 [42].



3.1.3 Calcul du terme source S

L’arc influence I’ecoulement dans la dech^ge de deux manieres: I’efFet Joule et 

les mecanismes de transport de la radiation. Selon plusieurs auteurs [43, 28, 18], ces 

deux effets sur I’arc sont approximes par un terme source comportant deux parties

Se — Sohm ~ (3.5)

Ce terme d’energie est incorpore explicitement dans la formulation axisymetrique 

des equations d’Euler. Un modele bidimensionnel est prwente a [a section suivante.

\ .

3.1.3.1 EflTet Joule

D’apr^ Sutton [30], I’energie electromagnetique est introduite dans I’arc au taux 

suivant

5^ = E-J (3.6)

dans le cas ou la loi d’Ohm est J = crE, I’energie electromagnetique apparait 

seulement sous forme de dissipation Joule

Sohm — I E j. (3.7)



ou <7 = <t(T, P) est la conductivite electrique qui est calculee a partir de Frost et 

al. [36] dans le cas du 5Fe et de Yos et al. [37] dans le cas de I’azote.

3.1.3.2 Modele de radiation

Le transport de la radiation dans les arcs de type disjoncteur est principalement 

localise dans les regions les plus chaudes du plasma ou un echange intensif de ra­

diation a lieu. Le calcul complet du transport radiatif demanderait une integration 

coiripliquee du flux r£tdiatif incident sur tous les points du doniaine. Dans le cas des 

arcs electriques de type disjoncteur a geometrie cylindrique, la plupzurt des auteurs 

approximent la radiation dans I’arc en utilisant les coefficients moyens d’emission 

introduits par Liebermann et Lowke [44]. Ces coefficients representent la quantite 

nette de radiations sortzuit d’un arc cylindrique isotherme et isobare de rayon R. 

Ceux-ci sont exprimes en fonction des variables thermodynamiques et du rayon de 

VaicU{T,P,R).

Ces coefficients ont ete utilises avec succ^ pour des modeles d’arcs quasi-ID 

[43, 28, 19], dans lesquels 1’mc est subdivise en sous-domadne dans la direction axiale

suivant les lignes donnees par un maillage structure. A chaque position aixiale, 

le modele d’arc est seulement fonction du rayon local de I’arc et ses proprietes 

rcidiatives sont obtenues en utilisant les coefficients nets d’emission. Dans le cas des 

maillages non-structurra, cette subdivision naturelle ne peut plus etre appliquee et 

une approche differente doit etre utilisee.

Le deuxieme probleme associe a I’utilisation d’un madllage non-structure et au 

calcul d’arc de geometrie complexeest celui de la definition de la couche de reabsorption.



Par exemple, le modele propose en [43] calcule le taux de reabsorption a partir de la 

distance radiale a I’axe de symetrie, tandis que [18] utilise une reabsorption complete 

a la premiere cellule a I’exterieur de I’arc. Ces methodes sont satisfaisantes pour un 

maillage structure et aligne avec les axes (x,y) de la base cylindrique mais impliquent 

des suppositions sur la geometrie de I’arc. Leur analyse a amene a la formulation 

d’un modele qui depend fortement de la temperature et faiblement du rayon de Pare.

Dans le cas d’un arc de geometrie comple'xe, Zhang et al. [35] propose de subdi- 

viser I’arc electrique en des contours definis par les iso-lignes du potentiel electrique 

<f>. Ce choix est plus naturel car ces iso-lignes sont orthogonales a la densite de 

courant J. Cette subdivision est illustree a la figure 3.1.

m



Ce nouveau modele f«ut intervenir le cdcul de la radiation totale comme une 

fonction du potentiel electrique <l> et de la temperature T

-kiUe + k^Ua (3.8)

Dans cette formule, t/* = U{T, P, 0) et Ua sent les proi>rietes locales representant 

respectivement remission et I’absorption de la radiation, avec Ua = dans la 

partie centrale de I’arc (T > Tore) ei U„ = ^ ** couche de reabsorption

{Tare > T >Ti). Tt{= 3600/f) est une temperature critique au dessus de laquelle

les efFets de la radiation et de la dissipation ohmiqqe sont considerees, et Tare est la
\

temperature fonction de <f> et exprimee plus bas. Pour evaluer les deux coefficients 

ki et Jtj, [35] definissent des parametres moyens au niveau de chaque subdivision de 

I’arc. Ainsi dans la jime subdivision du sous-domaine Dj, la temperature de I’arc 

Tare et la pression de I’arc Pare sont definies par leur valeur moyenne

Tarej —

ou Vj est le volume de Dj. Rare est defini comme etant le rayon d’un arc cylin- 

drique isobare et isotherme a une temperature Tare et une pression Porci qui emettrait 

la meme quantite d’energie Wj que I’arc en situation r^lle,

Rare, — (_r rr ) ’

r.... .
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ou

Uj ■— i/(7orc)»-^orc^jO)*

L, = A*y/(i / |V*|J»),
Vj JD,

Wi = ( U^dv,Jd,

avec Lj etant I’epaisseur de I’arc. II s’en suit que la radiation moyenne emise pau 

I’arc dans le sous-domaine Dj ^t donne par

Ujm — U(Tore,» PirCf i Rare, )•
«>

Les coefficients ki et Irj sont alors evalues comme des constantes dans chaque
------- 'n

sous-domaine ^

*1, = UiJUi,

h, = 0k,,(j^U.dv)i(f^U.iv) (3.9)

Ici le parametre est utilise pour tenir compte des pertes radiatives a la frontiere 

de I’arc et des etudes experimentales les estiment entre 5% a 20% [45, 46].

3.2 Resolution des equations de Maxwell

3.2.1 Discretisation de Fequation de Laplace

Au chapitre 2, nous avons montre que la resolution des equations de Maxwell 

passe d’abord pau le calcul de I’equation de la conservation de la charge 2.42. Sous 

forme integrale et ecrite en terme de potentiel electrique, celle-ci est



® <tV^ 
Jar

• xida = 0 (3.10)

Le calcul du potentiel electrique permet de connaitre la densite de conrant J 

dans I’arc electrique et les electrodes. A partir de J, il est possible de determiner le 

terme de dissipation Joule d2uis le terme source de I’equation d’energie

Sokr. = ^\t^\ (3.11)

Afin d’assurer la coherence entre la discretisation des variaMes conservatives et
\

du terme source Sohm, J et <r doivent etre constants par element. Par consequent, le 

potentiel electrique doit etre une fonction d’ordre superieur, c.a.d. au moins lineaire 

par element.

Le choix du stockage de <f> depend du type de conditions frontieres imposees sur 

J et E. Comme le cote d’un element est utilise pour approximer une frontiere, le 

potentiel electrique est stocke aux noeuds.

L’evaluation de I’integrale de surface 3.10 se fait sur le covolume de I’element. 

Celui-ci est defini en tra^ant des droites reliant le centre de gravite de chaque triangle 

avec les points moyens des cotes opposes de ces cellules tel qu’illustre a la figure 3.3.

■ /



Figure 3.2: Stockage du potentiel electrique 4> aux sommets de chaque cellule pri- 

maire.

Figure 3.3: Illustration d’une cellule primaire et secondaire en coordonn^ cylin- 

driques. '
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En coordonnees cylindriques, ^ surface de la cellule secondaire est une coupe 

du volume F gener^ dans la direction azimutale. Pour un element triangulaire, le 

polynome d’interpolation a trois noeuds est

<f> = ai+ 02X + oay (3.12)

A partir des V2deurs aux noeuds les trois coefficients ai, qj, 03 sont exprimes de 

la maniere suivante

1
at

02

03

2fl
1

[oo<^ + + aj+i<f>j+i]

2fi
1

(3.13)

2Q [co^ + Cj<f>j + Cj+i^j+i)

ou il est la surface du triangle definie par

n = ^[{xoXj - XjXo) + (x>+iyo - xoyj+i) + (i>yj+j - Xj+iy,)] A

En remplatgant les coefficients q dans la fonction d’interpolation, nous obtenons 

apr^ factorisation, la forme classique [47]

<l> = Noii>o + Nj4>f + iVj+i^j+i (3.14)

'i



avec

1
[oo + 60a: + Coy]2 A'

Oo = Xjyj+i — Xj+il/j,

f>o — Vj ~ Vj+i >

Co = Xj+i — Xj]

Nj
1

[oj-\-.bjX + Cjy]

= ®i+iyo — yi+i®0,

= V}+i - yo,

Cj =io —a;j+i;
N

1
Nj+i = + Cj+iy]

Oj+i = XoVj — Xjyo,

bj+i = yo - y>,

Cj+l = Ij — Xo

La surface 5F delimite le volume T de la cellule secondaire. La discretisation de 

I’integrale de surface 3.10 sur 5F donne

""i;"’[(<^oV^o + <l>i^Ns + ViV,+x) • AS], = 0 (3.15)

'I

.1
I



avec

AS = ni,ASi + iiiiASh (3.16)
■y'

oil Nvoitint est le nombre de triangles voisins aux noeuds 0, ni et les vecteurs 

unitaires respectivement normaux aux longueurs discretes A5t et ASr (voir figure 

3.3).

En detail, pour chaque triangle voisin

Hl = [(y* - y*)x + (x, - yfc)y] (3.17)

n« = [(yx - yc)x + (ic - y*)y] (3.18)

A5i, = y*
-\

(3.19)

A5r = y* (3.20)

Par consequent, pour chaque noeud du domaine appartenant au milieu electriquement 

conducteur, I’equation suivante est construite

0(Ub<^deb +........+ ao<^o +.........+ a/m<^/in = 0 (3-21)

Ce qui donne la matrice du systeme algebrique A* du potentiel electrique

= Be (3.22)

Lorsque le noeud repose sur une frontiere avec condition de Dirichlet, il n’est pas 

inclu dans la construction de I’equation. Pour des noeuds voisins de type Dirichlet, 

la valeur correspondante connue est envoyee du cote du terme source B*. Pour un 

noeud de type Neumann, la condition sur est naturellement satisfaite.



h

3.2.2 Dbcretisation de I’^quation de Poisson

L’intensite du champ magnetique H peut etre obtenue en utilisant la meme 

technique de discretisation que pour le potentiel electrique. Cette technique est 

appliquee a la forme integrale de I’equation d’induction magnetique developpee au 

Chapitre 2.

f —dv — i VHe • neb = / —dv + i 3x6- neb (3.23)
Jr y’ Jar Jr y Jar

Etant donne que He est continu a I’interface de deux regions de permeabilite 

magnetique differente, He doit etre stocke aux noeuds de chaque triangle. La 

representation de He dans un element est choisie lineaire et la discretisation de 

^-■^a deuxieme integrale est identique a celle developpee pour le potentiel electrique,

- f VHe • nds w - ^ [{HqVNq + HjVNj + Hj+iVNj^i) • AS]j 
Jar i-i

Les troisieme et quatrieme integrales se djscretisent tres facilement car | jf j est 

constant par element. Ainsi

J*̂dv « T [<rE,AA]i, 
!/

(3.24)
' 1—4

nds w [a{-E,y + Eyx)-AS]i
1=1

(3.25)

ou AAi represente I’intersection de la surface primaire t avec la surface secondaire

c.r.v:- i -

1
I



(voir figure 2.3). La discretisation de la premiere integrale est plus complexe car He 

est linenaire par element. Sous forme discrete, cette integrale donne

f Ik Jr dv

Vo —dydx + J^dydx + ^dydx], (3.26)

Les integrales de surface qui apparaissent dans cette expression sont resolues par 

une technique d’integration de Gauss. La forme finale de 3.26 est

t //a ^voinni

I —rdv « ^ [^0^1 + + Hj+i63]iJr y^

\
(3.27)

affectee des coefficients suivants

p

n=l
P

O2 = l^(t«/2(c,»?)^aco(c,ij)]„,
n=l

P
^3 = ^[wf3{e,v)JaC0i^^'l)]n,

n=l

ou p est le nombre de points d’integration de Gauss sur la surface A/l;, (/i v/a> /3)n 

les images respectives de (—, —, ),• par la transform^ Jacobienne Joco„ et
y y y

Wn le poids d’un point d’integration de Gauss.

'4-



FinaJement, la forme discrete de I’equation d’induction magnetique est

£ [Ho{9i + VNo-AS) + 
i=l

\

Hj{02 + VNj • AS) + 

Hj+i{03 + VAfj+, • A*S)], =
^voMin* ^

£ [a(£;.A>l + {-Er9 + Eyx) • AS)]. 
1=1

(3.28)

Le systeme algebrique de I’intensite du champ magnetique est obtenu de la meme 

fa^n que celui du potentiel electrique

Amfls — B., (3.29)

oil Bm contient le terme source provenant de la troisieme et quatrieme integrales 

et des termes Dirichlet.

3.3 Technique de resolution de I’equation de Laplace

et de Poisson

3.3.1 Proprietes des matrices Ae et Ar

Les ^uations de Poisson et de Laplace representent chacune un probleme d’equilibre. 

Dans ce type de probleme I’information se propage egalement dans toutes les direc­

tions. Sur le plan numerique, cette propriete physique demande a ce que I’influence



It

u

mutuelle entre deux cellules secondaires soit identique. Par consequent, a partir de 

la discretisation des equations de Laplace et de Poisson, la construction des matrices 

Ae et Am. doit generer deux matrices symetriques et definies positives.

Afin de demontrer que les matrices construites par notre discretisation respectent 

bien les conditions ci-dessus, nous donnons respectivement les representations graphiques 

des matrices A* et Am aux figures 3.5 et 3.6. En partant d’un maillage non-structure 

quelconque (figure 3.4), les matrices A, et Am sont construites. La condition de 

Neumann est imposee sur les frontieres verticales et la condition Dirichlet sur les 

frontieres horizontales.

X

.1
'*

■

• .•? 
i

1

vX

;1
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Figure 3.4: Maillage de depart pour la construction des matrice Ae et Am-



It

Er;'v.

Figure 3.5: Repr&entation de la matrice Ae Symetrique et definie positive.
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k:

Figure 3.6: Representation de la matrice j4„, .8ymetrique et definie positive.
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3.3.2 Stockage des matrices Ae et Am par la m^thode CRS

Lorsqu’un systeme algebrique est de graoide taille, il est important de trouver 

un moyen de stocker les valeurs non nulles de la matrice afin d’optimiser I’espace 

memoire et de reduire les operations inutiles associ^ a la resolution du systeme 

algebrique. La technique employe dans ce memoire pour representer les matrices 

Ae et Am est la technique CR5 (“Compressed Rx)w Storage”). Elle permet le stockage 

des elements non nuls de la matrice a I’aide de trois vecteurs. Le premier vecteur VAL 

contient tons les coefficients non nuls de la matrice et celui-ci est rempli en balayant 

rangee par rangee de gauche a droite la matrice. Le deuxieme vecteur COLIND 

contient les indices de colonne de chsujue coefficient contenu dans le vecteur VAL. 

Le troisieme vecteur ROWPTR donne la position dsgisle vecteur COLIND du debut
\

a la fin.

3.3.3 Resolution des matrices At et Am par la m^thode du



Chapitre 4

Resultats et discussion

4.1 Validation des equations de diffusion

Notre solveur est capable de calculer le potentiel, le champ electrique et le champ 

magnetique dans deux systemes de coordonnees: cartesiens et cylindriques. Ce 

calcul s’efFectue dans les regions a conductivite electrique non-nulle, dans le cas du 

potentiel et du champ electrique, et en tout point dans le cas du champ magnetique.

4.1.1 Equation de Laplace

D2ms le cas du potentiel et chaimp electrique, les cas tests sont efFectues sur deux 

problemes differents:

- Deux electrodes planes, paralleles et axisymetriques, soumises a une difference 

de potentiel U, separees par une region de conductivite electrique non-homogene



<Ti et <72. Cette colonne electriquement conductrice est delimit^ par une region de 

conductivite electrique nulle.

- Deux electrodes coaociales, soumises a une difference de potentiel U, sepaxees 

par une region de conductivite electrique homogene a et delimit^ lateralement par 

une region de conductivite electrique nulle.

4.1.1.1 Champ et potentiel Electrique entre deUx electrodes coaxiales

Chaque cable coaxial represente une electrode portee respectivement a un poten­

tiel <f>a et 4>c- Le milieu entre les deux cables est electriquement conducteur sur une 

longueur finie. Ce cas test verifie egalement si la condition “de Neumann appliquee 

aux potentiels electriques sur les deux frontieres latErales est obtenu automatique- 

ment par le solveur. La decharge est done radi2de et il existe une solution analytique 

a ce probleme.

La figure 4.1 montre les conditions frontieres appliquees sur <f> et la valeur de la 

conductivite electrique entre les deux electrodes coaxiales . La figure 4.2 montre le 

maillage utilise pour ce cas test.

La figure 4.3 montre le calcul obtenu pour le potentiel electrique <f> et le champ 

electrique Er. Ces resulats sont compares a leurs solutions analytiques respectives. 

La figure 4.4 montre I’erreur relative obtenue pour ces deux calculs. La figure 4.5 

illustre la densite de courant pour ce cas test.

La figure 4.6 presente les equipotentielles entre les deux cylindres concentriques. 

Ces lignes demontrent que le solveur impose automatiquement la condition de Neu-



mann sur le potentiel electrique 4 a I’interface de deux regions conductrice et non- 

conductrice.

0=0 0^0

J

0=0

<t>a
0=0

R«0.

R=0.5

Axe de symetrie

Figure 4.1: Conditions frontieres appliquees sur 4> entre deux electrodes coaxiales.

Figure 4.2: Maillage utilise pour <l> entre deux electrodes coaxiales.

'■a

1
''■m



Figure 4.3: Comparaison entre les valeurs numeriques et analytiques de <f> et Ey 

entre deux electrodes coaxi2des.

Figure 4.4: Erreur relative sur ^ et Ey entre deux electrodes coaxiales.
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Figure 4.5: Densite de courant Jr entre deux Electrodes coaxiales.

Figure 4.6: Equipotentielle entre deux electrodes coaxiales.
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4.1.1.2 Champ et potentiel electrique entre deux electrodes axisym4triques 

et paralleles.

Ch£ique elwtrode est port^ respectivement a un potentiel (f>a et <l>c. La con- 

ductivite electrique entre les deux electrodes est non-homogene et elle est choisie 

de fa?on a obtenir une densite de courcint unitaire de I’anode vers la cathode. Ce 

choix permet de verifier si la densite de courant reste uniforme lorsque le courant 

traverse deux regions, en serie de conductivite electrique differente. La dechaxge est 

done axiale et il existe une solution analytique a ce probleme.

La figure 4.7 montre les conditions frontieres appliquees sur ^ et le choix de la 

conductivite electrique entre les deux electrodes. La figure 4.8 montre le' maillage 

utilise pour ce cas test.
■n

La figure 4.9 montre le calcul obtenu pour le potentiel electrique (f> et le champ 

electrique Ex- Ces rraulats sont compart a leur solution analytique respective. Les 

figures 4.10 et 4.11 montrent I’erreur relative obtenue pour ces deux calculs.

Les figure 4.12 et 4.13 montrent les equipotentielles entre les deux electrodes 

dans le cas d’un milieu de conductivite electrique homogene et non-homogene. Pour 

un milieu homogene, la conductivite electrique est initialisee partout a 1 dans la 

colonne. Pour ces deux cas, la densite de courant reste unitaire et uniforme. La figure 

4.14 montre la densite de courant pour un milieu de conductivite electrique non­

homogene. Cette figure demontre que la continuite normale de la densite de courant 

est continue a I’interface de deux regions de conductivite electrique differente.
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Figure 4.7: Conditions frontieres appliquees sur <(> entre deux electrodes ax- 

isymetriques.



Figure 4.8: Maillage utilise pour <j> entre deux-el^trodes axisymetriques.

Figure 4.9: Comparaison entre les vaJeurs numeriques et analytiques de ^ et Eg 

entre deux electrodes axisymetriques.
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Figure 4.10: Erreur relative sur <t> entre deux electrodes axisymetriques.

002

Figure 4.11: Erreur relative sur E* entre deux electrodes axisymetriques.

1



Figure 4.12: Equipotentielle entre deux il^trodes axisymetriques separees par un

milieu de conductivite electrique homogene.
\

Figure 4.13: Equipotentielle entre deux electrodes axisymetriques separees par un 

milieu de conductivite electrique non-homogene.

‘ . \



Figure 4.14: Densite de courant entre deux electrodes axisymetriques separ^ par 

un milieu de conductivite electrique non-homogene.



4.1.2 Equation de Poisson

Dans le cas du champ magnetique, les cm tests sent egaJement effectues sur deux 

problemes differents:

- Deux disques plans et paralleles, soumis a une difference de potentiel U, separe 

par ime region de conductivite electrique non-homogene <Ti et et contenu radi- 

alement par une region de conductivite electrique nulle. Ce cas test utilise la densite 

de courant J* obtenue a la section 4.1.1.2.

- Deux electrodes coaxi2des, soumises a une difference de potentiel U, separees 

par une region de conductivite electrique homogene a.

4.1.2.1 Champ magnetique dans une colonne de plasma unidimension- 

nelle

La densite de courant J* unitaire induit un champ magnetique purement az- 

imutal qui depend de la coordonnee radiaJe seulement. La solution aneJytique a ce 

probleme Mt donnee a la section 2.2.2.4.

La figure 4.15 montre les conditions frontieres appliquees sur He et le choix de 

la conductivite electrique entre les dpux electrodes. Le maillage utilise pour ce cas 

test est le meme que celui utilise a la section 4.1.1.2.

La figure 4.16 montre le calcul obtenu pour le champ magnetique azimutal. Les 

resulats sont compart a la solution analytique du probleme. La figure 4.17 montre 

I’erreur relative obtenue pour ce calcul.

I
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Les figure 4.18 montrent les iso-lignes du champ magnetique azimutal dans le 

cas d’un milieu de conductivite electrique non-homogene. Le dernier test demontre 

que le champ magnetique est insensible au changement de conductivite electrique. 

Ce resultat est normal puisque la densite de courant reste uniforme dans le cas d’un 

mileu de conductivite electrique non-homogene en serie.

Figure 4.15: Conditions frontieres appliquees sur H$ entre deux electrodes ax- 

isymetriques.

1



Figure 4.16: Comparaison entre les valeurs numeriques et analytiques de He entre 

deux electrodes axisymetriques.

Figure 4.17: Erreur relative sur He entre deux electrodes axisymetriques.
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Figure 4.18: Isolignes du champ magnetique He entre deux electrodes aoc-

isymetriques.

N.
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4.1.2.2 Sym6trie du champ magnetique produit par une decharge entre 

deux Electrodes coaxiales

Comme a la section 4.1.1.1, chaque cable coaxial reprEsente une electrode portEe 

respectivement a un potentiel <j>a et Le milieu entre les deux cables est electriquement 

conducteur sur une longueur finie. Ce cas test n’est pas validE avec une solution 

analytique mais il verifie si la symetrie du champ magnEtique est respectee dans le , 

■ cas d’une dechsirge purement radiale. Ce test donne egsiiement I’effet des conditions 

frontieres aux parois latersJes sur H$ (Neumann et Dirichlet) sur les extremums du 

champ magnetique He.

La figure 4.19 montre les conditions frontieres appliquees pour le potentiel eleetrique
N

<f> et le champ magnetique H$ et la figure 4.20 le maillage utilise dans ce probleme.

Les figures 4.21 et 4.22 demontrent que la symetrie des lignes du champ est 

respectee pour les deux types de frontieres imposees. L’echelle sur ces deux fig­

ures indiquent egalement que les extremums sont insensibles a ces changements de 

conditions hontieres. Ce dernier resultat est importjmt dans le cas d’un 2wc ou la 

condition de Neumann repose sur les parois laterales du domaine.

j
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H=0

Figure 4.19: Conditions frontieres appliquees sur H$ autour des electrode coaxiaJes.

Figure 4.20: Maillage a I’interieur et a I’exterieur des electrodes coaxiales
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Figure 4.21: Symetrie de He avec condition de Neumann. N

Figure 4.22: Symetrie de H$ avec condition de Dirichlet.



4.2 Cas test Hermann (1974)

En 1974, Hermann et al. [48] efFectuent une experience dans laquelle ils etudient 

un arc de 2000 A stabilise par convection axiale (“Convection Stabilised Arc”). Leur 

travaiil est devenu une reference dans la litterature car il a permis de comprendre 

certains mecanismes qui a I’epoque n’etaient paa clairs dans ce type d’arc. Par 

exemple, les processus qui transportent I’energie thermique contenue dans I’au’c vers 

les regions exterieures, c.a.d. la radiation, la conduction et la turbulence. Des 

mesures detaullees sur la temperature , la vitesse du plasma dans I’ajc, la pression 

et le chaunp electrique ont ete prises sur I’axe de symetrie en paxtant du point de 

stagnation. —

Trepanier et al. [27] ont effectue une simulation numerique du cas test Hermann 

en utilisant un modele gaz parfait et un mod^e gaz reel. Les r^ultats obtenus 

pour la pression sont identiques dans les deux cas. Par consequent, I’etude de la 

compression magnetique dans ce type d’arc pent se limiter a I’utilisation d’un mod^e 

gaz parfait.

Dans le present memoire, le meme cas test a ete calcule en incluant dans le 

modele gaz parfait les forces de Lorentz afin d’evaluer leur effet sur la pression dans 

I’arc. Nous verrons que cet effet est negligeable comme le predit la theorie.

4.2.1 Description de I’experience de Hermann et al.

Deux reservoirs d’azote. Pun en amont et I’autre en aval, sont maintenus respec- 

tivement a une pression de 23 bar et 1 bar. Une fois libere, I’azote est accelere



dans une tuyere supersonique dans laquelle deux electrodes concentriques ont ete 

disposees sur I’axe de symetrie. La pression dans les deux reservoirs permet d’avoir 

un ^oulement stationnaire pendant 10 ms. Pendamt cet intervalle de temps I’arc, 

adimente par un signal carre, est allume sur I’aoce de symetrie.

Les parametres de l’exp>erience sont les suivants:

- Gaz: azote

- Signal carre: Imax=2000 A, Periode = 5 ms

- Potentiel de I’arc « 1000 V

- Puissance de Pare w 2 MW

- Longueur de I’arc 110 mm

- Diametre du col de la tuyere: 12 mmm

- Pression en amont: 23 bar

- Pression a la sortie: 1 bar

- Debit massique sa 0.4 kg/a

La Figure 4.23 illustre la g^metrie de la tuyere utilise dams I’experience.

Le cadcul de I’a^c de Hermann et ad. a ete efFectue en utilisamt un modele gaiz 

paurfait. En premier temps, une solution a ete d’obtenue en gaz froid. Une fois le 

calcul converge, I’adlumage de I’arc entre les deux electrodes est readise en chaufFant 

aurtificiellement le gaz sur I’axe de symetrie. Ensuite I’aurc se developpe patf lui-meme



dans la tuyere. La convergence est atteinte lorsque la temperature dans 1 arc se 

stabilise.

Les conditions frontieres pour les equations de la Magnetohydrodynamique sont 

presentees a la figure 4.24. Celles-ci donnent les conditions appliqu^ sur le fluide, 

le potentiel electrique <t> et le champ magnetique He-

La difference de pression entre les deux reservoirs force I’ecoulement dans I’entree 

de la tuyere. Les electrodes sont respectivement localisees a I’entr^ et a la sortie 

de la double tuyere. Leur gwmetrie concentrique permet d’evacuer une partie de 

I’azote (leur sortie est connectee au r^ervoir basse pression). Ce type de concep­

tion est souvent rencontre dans les disjoncteurs haute tension [49) car il permet un
\

refroidissement plus efficace du gda.

Le maillage utilise pour ce calcul est presente a la figure 4.25. En se basant 

sur le rayon dWc obtenu par Trepanier et al. [27], le m£iillage a ete raffine dans les 

regions ou la frontiere de I’arc est susceptible de se trouver. De plus, dans le present 

calcul, les electrodes sont egalement maillees pour des raisons qui ont ete evoqu^s 

au Chapitre 2.

Toutes les mesures experimentales sont donnees a partir du point de stagnation. 

Les informations concernant le point de stagnation et la position de 1’electrode en 

amont et^uent rares. La position de I’electrode en amont a ete determine en cher- 

chant a faire coincider le point de stagnation calcule avec le point de stagnation 

mesure experimentalement. Get ajustement a ete realise en ecoulement froid.

Pour le c£dcul d’arc en SFe, Liebermann et al. [44] suggerent de multiplier le 

coefficient net d’emission par un facteur de quatre. Des calculs utilisant ce facteur



ont donne des resultats en accord avec les mesures experimentaJes. Dans le cas de 

I’azote aucune information n’est evoqu^ a ce sujet dans la litterature.

Concernant le taux de reabsorption a la frontiere de I’arc, des mesures experimentales 

effectuees par Zhang et al [43] suggerent que 83% de la radiation est reabsorb^. 

Notre etude a tenu compte de cette valeur dans le modele de radiation.

4.2.2 Validation de la pression sur I’axe de symetrie

La figure 4.26 montre les mesures experimentales de la pression sur I’axe de 

symetrie comparees aux calculs numeriques sans et avec MHD. Ces resultats suggerent 

que les forces de Lorentz a droite du point de stagnation sont negligeables devant 

les forces d’inertie du fluide puisque la pression dans les deux cas est pratiquement 

identique.

Cependant, la figure 4.27 montre que le champ magnetique est maiximum a -4.5 

mm du point de stagnation (localise au niveau de I’axe verticaJ de la figure). Par 

consequent, la force de Lorentz a peut-etre un effet sur la pression a gauche du point 

de stagnation. Malheureusement aucune donnee experimentale n’est disponible dans 

cette region. Par contre, les deux calculs numeriques indiquent une difference de 

pression a gauche du point de stagnation (figure 4.26). On constate une pression 

plus elev^ lorsque les forces de Lorentz sont incluses dans le calcul. Les figures 

4.28 et 4.29 viennent appuyer cette observation car elles montrent respectivement la 

distribution de la force de Lorentz dans toute la tuyere et dans la region proche du 

point de stagnation. On constate que I’intensite de la force de Lorentz est maximale 

a gauche de ce point.



Les figures 4.30 et 4.31 donnent les isolignes de temperature dans les deux cas de 

calcul. Les resultats sent pratiquement identiques. La force de Lorentz n’a presque 

aucun effet sur le champ de temperature. Le calcul des autres caracteristiques de 

I’arc n’ont pas ete montre car, comme pour la temperature, elles restent inchangees. 

Par exemple, la difference de potentiel entre les deux electrodes est semblable dans 

les deux calculs. Pjut consequent, la force de Lorentz est negligeable dans I’arc de 

Hermann et al.
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Figure 4.23: Geometric de la tuyere Hermann

Figure 4.24: Conditions frontieres appliquees aux fluides, au potentiel electrique et 

au champ magnetique.

3



Figure 4.25: Mullage utilise pour le cailcul de I’arc de Herm£um et al.

Figure 4.26: Validation de la pression dans Fare de Hermann et al.
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Figure 4.27; Champ magnetique dans I’arc de Hermann et al.
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Figure 4.28: Distribution de la force de Lorentz dans-l!2irc de Hermainn et ai.
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Figure 4.29: Force de Lorentz dans la region du point de stagnation dans I’arc de 

Hermann et al.
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Figure 4.30: Isoligne de temp)erature dans Fare de Hermann et aL^^s MHD.

Figure 4.31: Isoligne de temperature dans Fare de Hermann et al. avec MHD.

I
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4.3 Cas test Jones (1982)

En 1982, Jones et al. [2] efFectuent une serie de tests experimentaux dans lesquels 

ils etudient I’efFet du champ magnetique auto-induit dans les arcs de type disjoncteur 

traverses par des courants de haut amperage. Ces experiences constituent la base 

de notre etude car elles apportent des elements de validation indispensables a ce 

memoire. A partir du meme outil de calcul utilise pour le cas test Hermann et 

al. [48], la simulation numerique d’un arc transitoire de 32 kA souffle axialement par 

du SFe est realisee dans le but de repondre aux questions formula en introduction 

en confirmant les mesures experimentaJes efFectuees p«ur I’equipe de Jones et al. [2].

A partir des resulats numeriques, experimentaux et analytiques, ce memoire pro­

pose une nouvelle explication concernant la baisse inattendue de la pression devant 

la cathode a courant eleve. En efFet, les resultats numeriques indiqueraient que des 

phenomenes transitoires seraient une cause additionnelle a ce phenomene et que 

I’effet de la rotation de I’arc jouerait un role de second plan dans la diminution de 

la pression devant la cathode.

En comparant les calculs dWc, avec ou sans MHD, nous determinons I’efFet de 

la Force de Lorentz sur certaines caracteristiques de I’arc. En autres, la distribution 

de la temperature dans I’arc, la puissance de I’arc et le rayon de I’arc. Nous ver- 

rons que la modelisation numerique des arcs de type disjoncteur a amperage eleve 

doit contenir I’efFet des forces de Lorentz. Nous mettons egalement en evidence un 

phenomene d’origine inconnue que nous appellerons “I’efFet bulle”. Get efFet a lieu 

devamt la cathode et devient tres prononce si le calcul de I’arc n’inclut pas les forces 

de Lorentz.
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4.3.1 Description de I’arc de Jones et al. (1982)

Deux reservoirs de SFe, I’un en £unont et I’autre en aval, sont m^lintenus re­

spect! vement a une pression de 7 bar et 1 bar. Une fois libere, le SFe est accelere 

dans une tuyere supersonique dans laquelle deux electrodes cylindriques ont ete dis- 

posees sur I’aoce de symetrie. La geometrie de la tuyere et la difference de pression 

entre les deux reservoirs permettent d’obtenir les conditions soniques au col. Une 

tige emanant de 1’anode est en contau;t avec la cathode. La decbarge electrique est 

amorcee lorsque cette tige est retir^ de l’esp2w:e inter-electrode. Un courant de 

300 A CC £dimente cet arc jusqu’a ce que I’ecoulement soit stabilise. Ensuite une 

dech£irge sinusoidale de 70 Hz est appliquee pendant une demi f>eriode. Jones et al. 

[2] realisent huit series de decharges, quatre dans de I’air et quatre dans du SFe, 

dans lesquelles la valeur nominale du courant est de 30 kA, 32 kA, 42 kA et 88 kA 

pour I’air et de 32 kA, 52 kA, 70 kA et 94 kA pour le SFe (voir figure 1.36).

La simulation numeriqueest seulement effectuee en SFe car I’air n’est pas soutenu 

par notre modele d’arc. Notre mod^e gaz parfait, etant I’approximation la plus 

grossiere de notre modele, nous a conduit a nous limiter au calcul de I’arc 32 kA. A 

amperage plus eleve les phenomenes en gaz r^l sont plus importants et la contam­

ination du pl^lsma par les electrodes est plus prononc^ [9].

En resume, les parametres de I’experience utilises dans notre simulation numerique 

sont:

- gaz: SFe,

- frequence du signal sinusoidal: 70 Hz,
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- duw du signal: une demi-periode,

- valeur nominale du courant: Imax = 32000A,

- longueur de I’arc: 54 mm,

- diametre du col de la tuyere: 50 mm,

- pression en amont: 7 bar,

- pression a la sortie: 1 bar.

La figure 4.32 illustre le dispositif experimental utilise dans I’experience de Jones 

et al. [2].

La strategie de calcul de cet eirc est la meme que pour I’arc de Hermann et al. [48]. 

Apres avoir obtenu une solution en gaz froid, I’allumage de I’arc de 300-A est realise 

de la meme maniere que I’axc de Hermann et al. [48], c.a.d paj chauffage artificiel du 

gaz sur I’axe de symetrie. Une fois le calcul de I’arc converge, un courant transitoire 

possedant une valeur maximale de 32A:A est debute a 300 A pour la duree d’une 

demi-periode.

Les conditions frontieres pour les equations de la magnetohydrodynamique sont 

presentees a la figure 4.33. Celles-ci donnent les conditions appliquees sur le fluide, 

le potentiel electrique 4> et le champ magnetique He. Un maillage de 4053 noeuds 

utilise pour ce calcul est presente a la figure 4.34. Celui-ci a ete particulierem6nt 

raffine dans la region de la cathode afin de bien capter I’effet de la compression 

magnetique dans cette region.

Les informations sur la geometrie de la tuyere de Jones et al. [2] n’etaient

(
....
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pas completes et il a fallu chercher les informations manquantes dans des articles 

anterieurs utilisant le meme dispositif experimental [50, 51].

Concernant la radiation, le coefficient net d’emission a ete multiplie pax un fax:- 

teur de quatre [18]. Leclerc et al. [51] estiment que I’arc electrique, dans le cas du 

5Fe, perd 8% de la puissance dissip^ par effet Joule. Par consequent, 92% de la 

radiation est reabsorbee a la frontiere de I’arc.

4.3.2 Conclusions de I’experience de Jones et al.

Avant de discuter de la validation de la pression devant la cathode, nous presentons 

un resume des conclusions de Jones et al [2]. Ra.ppelons que I’objectif principal de 

leur experience etait de rechercher les conditions, plus precisement les niveaux de 

courant pour lesquels les effets du champ magnetique auto-induit deviennent impor- 

tants et de decouvrir leur nature.

Jones et ad. [2] concluent:

“Les mesures de la pression devant la cathode indiquent qu’elles sont inferieures 

aux niveaux de pression predit par la th^rie”.

Cette inconsistence apparait au-dessus de 2QkA. Jones et ad. [2] postulent que 

cette reduction de pression serait due au developpement de la rotatiort de la colonne 

d’arc cause probablement par I’injection de microparticule provenant de I’electrode 

en amont (cathode). Ils basent leur argumentation sur des observations faites pax 

d’autres chercheurs [2]. Par consequent, la pression mesur^ devant la cathode serait 

le resultat de deux effets combines.
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^Pcathode — ^Pmagnitique ^Protation d'arc (4.1)

Jones et al. [2] ajoutent egalement:

“Dans la phase de courant qui suit le passage du courant nominal, le phenomene 

de rotation d’arc agit sur I’aspect transitoire des arcs de types disjoncteurs. L’importance 

des effeta conventionnels de la compression magnetique diminuerait au fur et a 

mesure que le courant decroit, quitte a ce que la diminution du rayon d’arc soit 

plus lente que le courant traversant I’arc”.

Ceci signifie que la densite de courant est plus faible dans la phase qui suit 

le passage du courant nominal et entraine une baisse d’intensite dans la force de 

Lorentz.

A priori, la derniere explication est assez ambigue car, d’une part elle ne men- 

tionne pas la phase de courant qui precede le passage au courant nominal et d’autre 

part, elle est en contradiction avec Toscillogramme donne par Jones et al. [2] a la 

figure 4.37. Celui-ci indique que la pression devant la cathode decroit moins rapi- 

dement apres le passage du courant nominal, signifiant que le rayon de I’arc decroit 

plus rapidement que le courant traversant ^^tfc. De plus, une fois le courant ar­

rive a zero, la pression devant la cathode est plus grande que la pression statique en 

amont. Cette observation nous ramene au travail de Perkins et al. [13] mentionne au 

Chapitre 1. Rappelons que Perkins et al. [13] avaient mis en evidence un phenomene 

de surpression devant la cathode lorsque le couraint repassait a zero. Ils concluaient 

que ce phenomene etait du a un residu de I’effet de la compression magnetique.
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Par consequent, I’effet unique de la rotation de 1’mc sur la pression devant la 

cathode est remis en question. A la section suivante les r^ultats numeriques prou- 

veraient que les effets transitoires, negliges dans I’obtention de la solution analytique 

(equation 4.2), seraient responsables en partie de la chute globale de pression devauit 

la cathode.

4.3.3 Validation de la pression devant la cathode

La strategie de validation va consister en deux etapes. Premierement, nous 

presentons les calculs de pression devant la cathode qui ont ete obtenus a partir 

d’un modele d’arc sans MHD. Ceci permet de demontrer. la faiblesse d’un naod^e 

d’arc operant a courant eleve qui n’inclut pas les forces de Lorentz. Deuxiemement 

nous presentons les memes calculs obtenus a partir d’un modele d’arc avec MHD et 

nous les validons avec les mesures experimentales effectuees par Jones et al. [2].

La figure 4.35 montre les resultats obtenus pour ces deux calculs. A premiere vue, 

le modele d’arc avec MHD est adequat pour pr^ire la pression devant la cathode 

tandis que le modele d’ajc S2uis MHD fait preuve d’aucune augmentation de pression. 

La solution analytique de la distribution radiale de la pression dams le cats d’un arc 

cylindrique unidimensionnel a ete egalement montree sur la figure 4.35. Celle-ci est 

donn^ par la relation suivante

= Tzfill - (f)’l (4.2)

ou Tc est le rayon de I’arc devant la cathode (se referer a la section 2.2.2.4).
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Jusqu’a 20Jfci4, la pression calculi avec MHD concorde avec la solution analytique. 

Ce courant depasse, la solution numerique suit les resultats experimentaux. Done a 

priori, le postulat de Jones et al. [2] est rerais en question car ayant utilise un modele 

d’arc axisymetrique, le phenomene de rotation d’arc ne pent pas etre le seul respon- 

sable de la difference de pression entre les resultats analytiques et experimentaux.

Cette constatation vient soutenir I’idee que la negligence de la derivee particulaire 
Dvp-^ dans I’obtention de la solution amzJytique 4.2 constitue une erreur grossiere 

d^ le depwt (voir section 2.2.2.4). Par consequent, le modele analytique developp>e 

pour un arc cylindrique unidimensionnel ne pent pas etre utilise pour decrire le 

champ de pression devant la cathode a aunperage eleve et les effets de la rotation

d’arc sont doubles par les effets transitoires proven^ de la derivee particulaire du
\

champ de vitesse.

La figure 4.36 presente la pression mesur^ devant la cathode pour les quatre 

essais effectues en SF^. Ces essais met tent en evidence un phenomene d’hyster^is 

qui est d’autant plus prononce que le courant est eleve. L’origine de ce phenomene 

est mal compris. Jones et al. [2] n’y apporte aucune explication. Les mesures 

experimentaJes de I’arc de Z2kA presentent une hysteresis faiblement prononce dans 

le sens horaire. Apr« le passage du courant nominal, le calcul de la pression avec 

MHD presente la meme hyster^is mais beaucoup plus prononce.

A partir de 20 kA, les r^ultats numeriques de la figure 4.35 montrent egalement 

une chute de pression qui correspond a I’apparition de I’effet bulle. Ce phenomene 

a pour effet de liberer la pression qui commengait a s’accumuler devant la cathode. 

Dans la section suivante nous detaillons cet effet.
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Les resultats de la figure 4.35 revelent une autre observation interessante. La 

pression calculee est plus basse a faible courant que la pression mesuree experimenta- 

lement. Cette constatation debouche sur une remarque tr^ importante. En se 

basant sur les conclusions de Trepanier et al. [27], le calcul en gaz reel donnerait un 

rayon d’arc plus petit qu’en gaz parfait. Pour une intensite de courant equivdente, la 

densite de courant en gaz reel serait plus grande puisque la section effective de Parc 

serait plus faible. Ainsi, le champ magnetique auto-indoit deviendrait plus intense et 

la compression magnetique plus grande. Par consequent, la pression calculee devant 

la cathode avec un modele gaz reel utilisant la MHD, devrait donner de meilleurs 

resultats que ceux obtenus avec la pression caJculee avec un modele gaz pairfait.

Afin de montrer I’effet du champ magnetique^suf la pression devant la cathode, 

nous avons illustre aux figures 4.38 a 4.48 onze sequences de calcul d’arc avec MHD 

prises a des temps differents. Ces figures montrent revolution du champ magnetique 

et de la pression dans la region inter-electrode pour des intensites de courant allant 

de 20,23,26.5,29,32,26.5,23 a 20kA. Nous constatons que le champ magnetique 

proche de la cathode est toujours maximal Ccir la densite de courant I’est aussi 

dans cette region. Ces figures permettent egalement de constater revolution de la 

pression devant la cathode. Cette evolution est synchronisee avec celle du champ 

magnetique. Mentionnons que dams le cas de 1’mc sans MHD, cette evolution est 

completement absente.
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4.3.4 Effets des forces de Lorentz sur les caracteristiques 

de I’arc

La figure 4.49 montre I’effet des forces de Lorentz sur la puissance electrique de 

I’aurc. Cette puisssoice est calculee d’apres la relation P = UI o\i U est la difference 

de potentiel entre les deux electrodes et I le courant traversant I’arc. On constate 

que les forces de Lorentz n’ont aucun effet sur la puissance electrique de I’arc. Les 

figures 4.50 a 4.60 montrent revolution du champ de temperature prise aux meme 

sequences que celles utilisees pour la pression et le champ magnetique (voir section 

precedente). Ces figures montrent respectivement le champ de temperature calcule 

sans MHD et avec MHD. Deux renseignements precieux peuvent en etre tires: I’effet 

des forces de Lorentz sur la distribution de la temperature et le role de ces forces 

sur la structure de I’arc devant la cathode.

L’effet constricteur de ces forces diminue le diametre de I’arc devant la cathode et 

stabilise I’arc a courant eleve. La dissipation Joule devant la cathode est augmentee 

car la reduction de la section de I’arc augmente la densite de courant. Ainsi I’effet 

constricteur augmente la temperature de I’arc devant la cathode. Les figures 4.50 

a 4.60 montrent que le rayon de I’arc calcule avec MHD est toujours inferieur au 

rayon de I’arc calcule sans MHD. Par consequent, les forces de Lorentz jouent un 

role important dans le maintient de la structure de I’ajc a amperage eleve (> 20kA) 

car elles stabilisent la colonne de plasma devant la cahode. ^

Une autre observation importante concernaint ces figures est la formation de 

bulles devant la cathode. Celles-ci apparaissent a divers degres dans les deux types 

d’arcs compares. Elles sont prononcees dans le cas de I’arc calcule sans MHD (voir
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figure 4.58). L’origine de ce phenomene est difficilement expliquable. Dans le cas de 

I’arc avec MHD, elles apparaissent autour de 20kA et causent une chute de pression 

importante devcint la cathode (voir figure 4.35). Ce phenomene n’est pas physique 

car il n’est pas observe exp>erimentalement. Une des raisons possibles expliquant la 

formation de bulles est la non uniformite du maillage devant la cathode. Le maillage 

est de plus en plus grossier lorsque I’on s’eloigne de la cathode. Dans le cas du calcul 

d’au-c sans MHD, le phenomene de bulle est beaucoup plus prononce et vient detruire 

la structure de I’au-c a amperage eleve.

Un maillage plus fin permettrait pent etre d’eliminer cet effet dans le cas d’un 

calcul MHD. Cependant dans le cas d’un calcul sans MHD, I’effet bulle persistera car 

I’abscence des forces de Lorentz semble^ amplifier son effet en detruisant la stabilite 

de I’arc. Une autre possibilite d’explication de la bulle est reliee au modele de 

radiation utilise. Celui-ci presuppose une forme d’arc a peu pres cylindrique et son 

application lorsque I’arc se deforme trop, est questionnable.

4.4 Convection magnetique negligeable

L’objectif de cette section est d’apporter une vision complementaire aux phenomenes 

physiques existant dans les arcs de types disjoncteurs. Au Chapitre 2, la negligeance 

de la convection magnetique dans la loi d’Ohm a permis de decoupler les equations 

d’Euler et les equations de Maxwell. Tout le long de nos calculs, nous nous sommes 

assures que cette hypothese ne soit pas violee en utilisant des parametres indicat- 

ifs definis a la section 2.2.5. Les r^ultats obtenus sont surprenants et riches en 

informations.
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La figure 4.61 illustre rhistorique des difFerents nombres de Reynolds magnetiques 

calculi dans 1’2U'C electrique. Rappelons la definition de ces nombres,

Rml =
Jconv 

Johmimax

Rm2 =
Jamvmax

Johmi ,

Rm =

r Jconv jfy dv
*^ohmi

La figure 4.61 montre que Rmi reste toujours inferieur a 10~*. Cependant 

Rrrii atteint une valeur maximale de 80 autobr de 9000/4. Ceci indique que la 

convection magnetique domine dans certaines regions de I’arc par un facteur de 

cent, dementant ainsi I’hypoth^ mentionnee plus haut. L’evolution du nombre 

de Reynolds magnetique globale vient renforcer cette constation. Aux alentours de 

2000/4, Rm augmente brutdement a 100. A partir de 6000 A, il rechute entre 1 

et 10. II suit le meme chemin de retour mais garde sa valeur de 100 jusqu’a la fin 

du demi-cycle. Ces observations sont alarmantes car a priori ces r^ulats indiquent 

que la convection magnetique ne peut pas etre neglig^ devant la densite courant 

ohmique.

Cependant les resultats pr^entes a la figure 4.61 sont trompeurs. La figure 4.62 

compare revolution de la densite maximale du courant ohmique Johmimax et de la 

convection maximale magnetique Jamvmax obtenue dMs I’arc. A notre satisfaction, 

la densite ohmique est toujours superieure a la convection magnetique d’au moins 

un facteur de dix. Ces observations viennent contredire la figure 4.61 et cela permet



de mettre en evidence une constatation interessante concernauit la physique des arcs. 

Sachant que les lignes de courant emanent de I’anode, plus precisement du bout de 

celle-ci, la region chaude en aval de I’anode n’est pas traversee par ces lignes de 

courant, cependant cette region est traversee pw les lignes de champ magnetique 

provenant de I’anode. La figure 4.63, illustre les lignes de cour2uits entre les deux 

electrodes. Elies prennent naissance au bout de I’anode et se ratt2M:he a la cath­

ode. Cette figure illustre egedement la region chaude en aval de I’anode. Dans 

la region chaude, Jconv est tres grand devant Johmi car le produit de la vitesse, 

de la conductivite electrique et du champ magnetique est grand dans cette region. 

Les figures 4.64 et 4.65 montrent respectivement Johmi et Jamv calcules a 2000 A 

dans Pare electrique. Ces figures demontrent que la convection magnetique est bien 

negligeable.
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Figure 4.32: Geometric de la tuyere Jones.
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Figure 4.33: Conditions frontieres appliqu^ aux fluides, au potentiel electrique et 

au champ magnetique.
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Figure 4.34: Maillage utilise pour le calcul de I’arc de Jones et al.
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Figure 4.35: Vzdidation de la pression devant la cathode dans I’arc de Jones et al.



%

;4.r:

116

Figure 4.36: Autres mesures de pression disponible pour d’autres niveaux

d’amjjerage.
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Figure 4.37: Oscillogramme de pression donnant le couramt, le voltage et la pression 

dans le cas d’une decharge dans Fair; I — 33.5kA, Pm = pression magnetique, p = 

pression dans le plenum.
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Figure 4.38: Distribution de la pression et du champ magn^tique dans la region 

inter-electrodes; t = 1.5ms et / w 20A:i4.
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Figure 4.39: Distribution de la pression et du champ magnetique dans la region 

inter-electrodes; t = 1.8ms et / w 2ZkA.
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Figure 4.40: Distribution de la pression et du champ magnetique dans la region 

inter-electrodes; i = 2.2ms et / « 26.5A:y4.
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Figure 4.41: Distribution de la pression et du champ magnetique dans la region 

inter-electrodes; t = 2.4ms et / « 28A:>1.
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Figure 4.42: Distribution de ia pression et du champ magnetique dans la region 

inter-electrodes; t = 2.7ms et / « 30A:y4.
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Figure 4.43: Distribution de la pression et du champ magnetique dans la region 

inter-electrodes; t = 3.6ms et / « 32A:i4.
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Figure 4.44: Distribution de la pression et du champ magnetique dans la region 

inter-electrodes; t = 4.3ms et / Rs 30A:A.
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Figure 4.45: Distribution de la pression et du champ magnetique dans la region 

inter-electrodes; t = A.lms et I fa 28kA.



126

jj,.^ —.-.■

Figure 4.46: Distribution de la pression et du champ magnetique dans la region 

inter-electrodes; t = 4.9ms et / w 26.5kA.



Figure 4.47: Distribution de la pression et du champ magnetique dans la region 

inter-electrodes; t = 5.3ms et J m 23kA.
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Figure 4.48: Distribution de la pression et du champ magnetique dms la region 

inter-electrodes; t = 5.6ms et / « 20kA.
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Figure 4.49: Puissance de Parc avec et sans force de Lorentz.
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Figure 4,50: Distribution de la temperature avec et sans MHD dans la region inter­

electrodes; t = 1.5ms et / w 20kA.
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Figure 4.51: Distribution de la temperature avec et sans MHD dans la region inter- 

electrodes; t = 1.8ms et / « 25kA.
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Figure 4.52; Distribution de ia temperature avec et sans MHD dans la region inter­

electrodes; / = 2.2ms et / ss 26.5kA.
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Figure 4.53: Distribution de la temperature avec et s^uls MHD dans la region inter­

electrodes; t = 2.4ms et / « 2SkA.
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Figure 4.54: Distribution de la temperature avec et sans MHD dans la region inter­

electrodes; t = 2.1ms et / « 30fcy4.
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Figure 4.55: Distribution de la temperature avec et sans MHD dans la region inter- 

electrodes; t = 3.6ms et / ss 32kA.
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Figure 4.56: Distribution de la temperature avec et sans MHD dans la region inter­

electrodes; t = 4.3ms et / w 30kA.
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Figure 4.57: Distribution de la temperature avec et sans MHD dans la region inter­

electrodes; t = 4.7ms et / w 29>kA.
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Figure 4.58: Distribution de la temperature avec et sans MHD dans la region inter­

electrodes; t = 4.9ms et / « 2&.5kA.
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Figure 4.59: Distribution de la temjierature avec et sans MHD dans la region inter­

electrodes; t = 5.3ms et / ss 23kA.
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Figure 4.60: Distribution de la temperature avec et sans MHD dans la region inter- 

electrodes; t = 5.6ms et / « 20kA.
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Figure 4.62: Historique des valeurs maximales de la densite de courant Johmt et la 

convection magnetique Jconv
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Figure 4.63: Illustration des lignes de courant entre les electrodes et mise en evidence 

d’une region chaude en aval de I’anode.
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Figure 4.64; Intensite de la densie de cour2int ohmique a 2000 A.
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Conclusion

Ce memoire a eu comme objectif de faire I’etude numerique de la compression 

magnetique d2ins les arcs de types disjoncteurs. Les resultats obtenus indiquent que 

les forces de Lorentz y jouent un role fondamental pour des valeurs de courant eleve. 

A partir de 20kA, I’effet constricteur des forces de Lorentz permet de stabiliser 

la colonne d’arc. Le reserrement circulaire de I’arc a pour effet d’augmenter la 

temperature de I’arc devant la cathode. Par consequent, I’integration de ces forces 

dans un modele d’arc est indispensable a courant eleve.

Cette etude a egalement permis de mettre en evidence un phenomene d’origine 

numerique, l’“effet bulle”. Nous avons montre que ce phenomene av^ut tendance a 

detruire la solution numerique, particulierement dans le cas d’un calcul d’arc qui 

n’inclut pas les forces de Lorentz.

Dans le cas contraire, ce phenomene est beaucoup moins nuisible. Cependant, 

I’apparition de I’efFet bulle a pour effet de liberer la pression qui s’£w;cumule devant 

la cathode, empechant ainsi d’obtenir une surpression lorsque le courant repasse a 

zero.

D’apres Perkins et al. [13] cette surpression jouerait un role dans I’extinction
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de I’arc aprra le passage au courant zero, en diminuant la constante de temps de 

desionisation du gaz.

Le passage d’un modele de gaz parfait a un modele de gaz reel permettra peut 

etre de resoudre ce probleme. En elfet, nous avons deja mentionne que le calcul 

en gaz reel permet d’avoir un arc plus petit et une compression magnetique plus 

intense. Ces deux efFets combines permettrons a I’arc d’evoluer d£ins des conditions 

plus stables et ainsi peut etre d’eliminer completement I’efFet bulle. Egalement, 

I’utilisation dans un avenir proche d’un modele de radiation plus generd devrait 

permettre d’eliminer les doutes quant a la validite du modele atctuel pour des axes 

de forme complexe.

Entin ce memoire a essaye de clarifier le role de la rotation de I’mc a courant plus 

eleve. Nous avons demontre que ce phenomene est accompagne d’ effets transitoires. 

En ce qui concerne I’impact de ces effets sur I’arc de 32 kA^ nous pouvons affirmer 

que les effets transitoires dominent cax les resultats numeriques obtenus pour la 

pression sont proches des resultats experimentaux.

Seules, des simulations futures a amperage plus eleve, utilisant un modele gaz 

reel, permettront de determiner avec plus de precisions 1’importance relative entre 

le phenomene de rotation d’surc et les effets transitoires dans le csdcul d’arc.

Ainsi, ce memoire ouvre la voie sur des recherches futures qui permettront de 

donner plus d’eclaircissement sur le role des forces de Lorentz dans la performance 

des arcs de types disjoncteurs.
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Annexe A

Methode du gradient conjugue



A.l M4thode du gradient conjugue

A. 1.1 M4thode du gradient

La methode du gradient et du gradient conjugue sent des techniques de descente. 

fnies s’appliquent lorsque la matrice est symetrique et definie positive. L’idee direc- 

trice derriere cette methode est de minimiser la fonctionnelle K{x) suivante

K(x) = x^Ax - 2x% (A.1)

Si X est la solution du systeme Ax = b alors x sera le vecteur qui realisera le 

minimum de la fonctionuelle K{x). Minimiser K{x) revient a calculer pour quel 

vecteur x le gradient de la fonctionnelle K{x) est nul:

VK{x) = 2(Ax - b) = -2r(x), (A.2)

oil r(x) est le vecteur residu.

Comme r(x) = b-Ax = Ax*—Ax, on voit bien que le vecteur solution x* permet 

d’approcher cette minimisation. Notons que K{x) est une forme quadratique qui 

opere de 3?" —* S.

Definissons une autre fonctionnelle T{x) telle-que T{x) est egale a une constante 

prCT a A'(i), alors minimiser K{x) est equivalent a minimiser T{x). Cette fonction­

nelle est de la forme

E{x) = K{x) + x*Ax, 

ou X* est la solution du systeme Ax = b. '

(A.3)

1
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Afin de minimiser la fonctionnelle K{x), les methodes de “descentes” sont con- 

struites en determinant a la iteration une direction de descente pjt ^ 0 et un 

scalaire a* de maniere a avoir T(xt+i) - T(xfc) < 0. Ceci est equivalent a ecrire

h{a) = r(x* + apfc) - T{xk) = -2a(plf,) + a^p^p*) < 0 (A.4)

avec la direction pt fixee et Ofc inconnue. En resolvant h(a) = 0, on trouve une 

valeur optimale de Ok qui est

p»><p»
(A.5)

Par consequent,

Xfc+l = Xfc +
-•T-*

(A.6)

oil ?fc = Axfc - b

En ce qui conceme la direction du vecteur p^, nous choisirons la direction opposee 

au gradient ou plus exactement la direction du r^idu

Pit =rfc (A.7)

On peut demontrer que la rapidite de la convergence de cette methode depend 

du rapport

Q(A) -1 
Q(A) + r (A.8)

ou Q(A) est le conditionnement de la matrice A.

■U

i

I
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A.1.2 M^thode du gradient coiyugu4

Dans la methode du gradient, on determine la valeur optimale de Ofc a chaque 

iteration. De la meme maniere, la methode du gradient conjugue etend cette idee 

en cherchant une direction optimale de p* a chaque iteration a partir des deux 

directions orthogonales r* et Ainsi la direction p* sera obtenue a partir de la

relation suivante

Pfc = f* + ^kPk~i (A.9)

OU Pk = -----------
Pt-iAp*-i

Par consequent, la technique du gr2wiient conjugue tient compte de I’iteration 

precedente.
\

A.1.3 Preconditionnement

A la section 3.3.3.1, nous avons vu que la vitesse de convergence dependant du

rapport r—-• En faut, plus la vaJeur du conditionnement Q{A) de la ma-
Q(A) + 1

trice est proche de 1 et plus la vitesse de convergence est rapide. Le principe

du preconditionnement consiste a remplaw:er le systeme Ax = b pair un systeme 

equivadent C“’Ax = C“*b ou la matrice C"* est la plus proche possible de la ma- 

trice A“*. Done en pratique on choisit de fai^n a avoir le conditionnement 

Q{C~^A) le plus proche de 1. Pan- cons^uent, il faut construire efficau:ement la ma^ 

trice C~^ sans trop augmenter le nombre d’operation a effectuer pour la resolution 

du systeme. II est interessant de montrer que la matrice A du systeme a resoudie



peut se decomposer de la maniere suivante

A = L D + (A.IO)

ou L est trianglaire inferieure et D est diagonale. Au niveau des methodes 

iteratives classiques, le concept de preconditionnement est introduit de maniere suiv­

ante

Ax = b (A.11)

avec A = M - AT, d’ou Mx*+' = Nx'‘ + b.

Pour que la methode converge, il faut que Q{M~^N) < 1. Plusieurs auteurs

proposent une expression pour M et N, celles-ci sont:

* M = D,N = —{L + L^) pour la methode de Jacobi;

* M = Djw^N = w)/wD -{L + L'^) pour la methode de Jacobi relaxee;

* Af = D/w + L,N = {I- w)jwD - pour la methode de SOR (Successive 

Over Relaxation, to > 1);

et celle que nous implantons dans ce memoire avec le gradient conjugue est

* Af = {Dlw -I- L)w!{2 - w)D~'{Djw + Af = M - A pour la methode de 

SSOR (Symmetric SOR).

Si* . i:

■

- :J

%
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A.1.4 Algorithme et programation

L’algorithme de la methode du gradient conjugue avec pr^onditionnement ap­

plique a >1 est presente ci-dessous:

Pour k = 0,1,2.

Xo

?o = b - ASio 

= fo

\

OCk

Xfc+I

Tfc+l

CZfc+i

^fc+1

Pfc+1

Pfc^lPfe
Xfc + OkPk

fk - QkApk

^Ark

Zjb+l + ^fc+lPfc

On remarque qu’a chaque iteration il est nece88^lire de resoudre un systeme Cz ■ 

r. D’aprM la caracteristique de la matrice C, ce systeme est facile a resoudre.
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