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RESUME

La synthese de lois de commande pour les systemes aérospatiaux demeure un probleme com-
plexe soumis a de multiples contraintes d’architecture, de performance et de certification.
La recherche d’un rapport performance-poids minimal offrant une autonomie de fonctionne-
ment maximisée est une problématique majeure amenant a employer des structures dont la
flexibilité est sans cesse accrue. Une telle tendance amene a devoir développer des solutions
de commande active des phénomeénes aéroélastiques. Dans ce contexte global, cette these
s’articule autour de deux themes majeurs, a savoir la commande des systemes aérospatiaux
non linéaires par la méthode du séquencement des gains et la commande des ailes d’avions

flexibles modélisées par des systémes a parametres distribués.

Dans la premiere partie portant sur la méthode du séquencement des gains, on s’attarde plus
spécifiquement sur la problématique des termes de couplage cachés (TCC). Ces termes tirent
leur origine de la variation du parametre de séquencement dans le temps. En effet, alors
que la synthese des gains du controleur est effectuée en un point de fonctionnement donné
supposé invariant dans le temps, 'implémentation finale voit le parameétre de séquencement
varier. Cette différence de nature du point de fonctionnement entre la phase de synthese
et I'implémentation finale est la source méme des TCC. Lorsque négligés ou non considérés
adéquatement, ils sont a méme de dégrader les performances du systeme bouclé, voire le

déstabiliser.

La premiere solution développée dans cette these pour gérer les TCC réside dans leur incor-
poration dans le processus de synthese. La difficulté majeure d’une telle approche réside dans
le fait que les TCC ne dépendent pas uniquement de la valeur des gains au point d’opéra-
tion courant mais également de leur évolution dans un voisinage de ce dernier. Des lors, les
méthodes de synthese classiques de contréleurs séquencés ne permettent par leur inclusion
de maniere directe. La solution proposée dans cette these consiste a tirer profit de méthodes
d’autoséquencement des gains, i.e., des méthodes de synthése de controleurs séquencés dont
les formules de séquencement sont fixées a priori. Trois approches sont investiguées : la syn-
these H,, structurée, le placement de structure propre et une approche itérative pouvant se

baser sur une méthode de synthese quelconque.

La seconde solution développée vise a s’affranchir de la problématique des TCC lors de la
phase de synthese afin de la traiter au niveau de la stratégie d’'implémentation du contréleur
séquencé. La stratégie employée tire avantage de composantes de filtrage localisées en entrée

et en sortie du controleur séquencé. Sa validité est confirmée par des analyses théoriques assu-
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rant que I'implémentation permet de préserver le comportement entrée-sortie des controleurs
locaux tout en préservant leurs propriétés de stabilité interne du point de vue des modes non

commandables et non observables.

L’efficacité des différentes méthodes développées dans cette these quant a la gestion des TCC
est démontrée a travers deux études de cas : la commande en tangage d’un missile et la

commande des déplacements flexibles d’une section d’aile modélisée en dimension finie.

Dans la seconde partie de la these, on s’intéresse au probleme de commande des ailes d’avions
flexibles. Les modeles en dimension finie d’un tel systeme ne pouvant capturer qu’un nombre
fini de modes flexibles; ils ne sont pas a méme d’en fournir une description fidéle tenant compte
des modes flexibles dans leur totalité. Il est donc nécessaire de recourir a une modélisation
sous la forme d’un systeme distribué. Plus spécifiquement, on considere un modele de I’aile
décrit par deux équations aux dérivées partielles (EDP) couplées décrivant respectivement
les déplacements en flexion et en torsion de 'aile sous 'effet d’efforts aérodynamiques quasi-
stationnaires. La stratégie d’actionnement consiste en des volets localisés a I'extrémité libre

de l'aile permettant de générer localement une portance et un moment de torsion.

Le probleme de commande a la frontiére ainsi posé est étudié dans le cadre de la théorie des
Co-semi-groupes. On démontre en particulier que le systeme placé en boucle fermée est bien
posé au sens de Hadamard (well-posed), permettant de garantir I'existence et 'unicité des
trajectoires du systeme. Dans un second temps, une analyse de stabilité reposant sur une
fonction de Lyapunov est effectuée. Elle permet de dégager un ensemble de contraintes, ana-
logues a celles reportées dans la littérature sur des problématiques de commande similaires,

sous lesquelles la stabilité exponentielle du systeme bouclé peut étre garantie.
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ABSTRACT

Control system development for aerospace systems remains a complex issue due to mul-
tiple architectural constraints, stringent performance requirements, and strict certification
processes. As the autonomy of such systems is critical, the balance between weight and per-
formance pushes toward structures exhibiting increased flexibility. Such a trend forces the
development of active control strategies for aeroelastic phenomenon. In this context, this
thesis investigates two main themes: gain-scheduling control of nonlinear aerospace systems

and control of flexible aircraft wings modeled by distributed parameter systems.

The first part of the thesis deals with gain-scheduling control design. The investigations are
devoted to the issue of hidden coupling terms (HCTs). The occurrence of HCTs is due to
the time-varying nature of the scheduling parameter. Indeed, the operating points that are
supposed to be constant in the synthesis phase are time-varying in final implementation,
which induces the HCTs. If not considered properly, they can result in a severe performance

degradation, and even the destabilization of the closed-loop system.

The first solution developed in this thesis for handling HCTs consists in the explicit inclusion
of HCTs in the synthesis process. The main difficulty of such an approach comes from
the fact that HCTs do not only depend on the controller gains at the current operating
point, but also on their evolution around this point. Thus, classic gain-scheduled control
design methods cannot include the effect of HCTs in a straightforward manner. The solution
proposed in this thesis takes advantage of self-scheduling methods, i.e., gain-scheduled control
synthesis methods allowing to impose a priori the scheduling functions. Three approaches
are investigated: structured H,, design, eigenstructure assignment, and an iterative approach

employing an arbitrary synthesis method.

The second solution developed aims at avoiding the occurrence of the HCTs at the imple-
mentation level. Such a solution allows proceeding to the synthesis of the gain-scheduled
controller while not considering the impact of the HCTs, as their occurrence can be avoided
by an appropriate implementation. The employed strategy takes advantage of filtering com-
ponents located at both input and output of the gain-scheduled controller. The validity of
this scheme is confirmed by theoretical analyses ensuring that the implementation preserves
the input-output behavior of the local controllers, while not affecting the internal stability

properties corresponding to the uncontrollable and unobservable modes.

The efficiency of the developed methods for handling HCTs is assessed by two case studies:

the control of missile pitch axis dynamics and the control of the flexible displacements for a
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wing section modeled in finite dimension.

In the second part of this thesis, the control of flexible aircraft wings is investigated. As
finite dimensional models of such flexible systems can only capture a finite number of flexible
modes, this kind of approach cannot provide a full description of the system embracing all
the flexible modes in their globality. To avoid this pitfall, the approach adopted in this thesis
consists in resorting to a wing modeled by a distributed parameter system. More specifically,
the wing is described by two coupled partial differential equations (PDEs) modeling the
bending and twisting flexible displacements under quasi-steady aerodynamic loads. The
actuation scheme is composed of flaps located at the wing tip allowing for the generation of

aerodynamic efforts.

The underlying boundary control problem is studied under the framework of Cy-semigroups.
It is shown that the system placed in closed-loop is well-posed, ensuring the unique existence
of the closed-loop trajectories. Furthermore, a Lyapunov theory-based stability analysis is
conducted. An important accomplishment of this research, is that it achieves an assessment
on the exponential stability of the closed-loop system, while relaxing some basic constraints

commonly used in the existing literature for similar problems.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

1.1 Contexte

L’automatique a joué un réle prépondérant dans le développement des technologies aéronau-
tiques et spatiales lors du dernier siecle. En alliant des aspects de modélisation, d’analyse et
de commande des systemes dynamiques, l'automatique a permis de développer des stratégies
sophistiquées assurant la commande et le guidage de technologies complexes telles que (en
se limitant aux domaines de 'aéronautique et du spatial) les avions, les missiles, les lan-
ceurs spatiaux, les satellites, les sondes spatiale, etc. La démocratisation de telles stratégies
de commande a été rendue possible grace a ’essor combiné des calculateurs numériques et
de technologies d’actionnement fiables et performantes. Dans le cadre de systémes avec un
étre humain aux commandes, dont un exemple typique est ’avion, I’émergence des systemes
de commande a permis un allégement significatif de la tache du pilote, allant des systemes
d’augmentation de stabilité et de contrdlabilité jusqu’aux systemes de guidage et de pilotage
automatique. Les systémes de commande ont également permis I’émergence de technologies
s’affranchissant de la présence directe d’un étre humain afin d’étre opéré en temps réel. C’est
par exemple le cas des sondes spatiales dont 1’éloignement a plusieurs minutes ou heures

lumieres de la Terre empéche tout controle en temps réel par un étre humain.

Dans le domaine de I'aviation, la démocratisation des systemes de commandes de vol s’est
accompagnée de I'explosion du trafic aérien. On compte aujourd’hui plus de 100,000 vols par
jour, soit un total annuel excédant les 37 millions de vols. Cette croissance du trafic aérien,
combinée avec le prix croissant du pétrole, incite les avionneurs, sous l'impulsion des compa-
gnies aériennes, a concevoir des avions de plus en plus performants tout en étant de plus en
plus économes en carburant. Une des principales approches engagées dans I'industrie réside
dans la réduction de la masse des avions. La piste privilégiée consiste a intégrer massivement
aux avions modernes des matériaux composites, dont le rapport performance-poids constitue
un atout majeur. La méme problématique se pose pour les avions militaires et les drones qui
doivent allier un haut niveau de performance et une autonomie maximisée. Cette flexibilité
accrue induit de nombreux nombreux défis en termes de commande. En effet, de par I'inter-
action de phénomenes aérodynamiques, élastiques et inertiels, les phénomeénes aéroélastiques
peuvent aboutir a une sévere dégradation des performances de I’appareil, voire compromettre
totalement son intégrité structurelle. On retrouve ici une problématique inhérente aux ap-
plications spatiales telles que les lanceurs et les panneaux solaire de satellite en termes de

compromis entre masse minimale et rigidité suffisante de la structure.



La principale conséquence de cette plus grande flexibilité se situe au niveau des fréquences
d’excitation des modes flexibles de I'avion (ou modes de vibration) qui viennent se recou-
per avec la bande de fréquence utilisée pour le controle. Dans le passé, les avions étaient
congus avec des matériaux dont la rigidité était importante. De cette maniere, les fréquences
d’excitation des modes flexibles de ’avion ne se recoupaient que trés peu avec la bande de
fréquence utilisée pour les commandes de vol. Des solutions passives étaient alors mises en
place pour limiter le couplage a travers I'implémentation de filtres coupe-bande (notch filters)
de maniere a atténuer les fréquences susceptibles d’introduire des phénomenes de vibration
au niveau de la structure de 'appareil. Une telle approche se révele aujourd’hui insuffisante

dans le cadre des avions flexibles afin d’assurer la stabilité et I'intégrité de la structure.

La modélisation et le controle des avions flexibles constituent 1'un des principaux défis a
relever pour les décennies a venir, comme en atteste I’éditeur en chef du IEEE Control
Systems Magazine, Jonathan P. How : « Can the control field develop and publish a set of
benchmark problems that capture and clearly identify the current key challenges in the field,
such as [...] control of nonlinear flexible aircraft ?» (IEEE Control Systems Magazine, février
2015).

1.2 Axes de recherche

Deux axes de recherche principaux sont investigués dans le cadre de cette these. Le premier
porte sur la commande de systemes non linéaires par le recours a la méthode populaire dans
le contexte aéronautique du séquencement des gains. Le second porte sur le controle d’une

aile flexible en dimension infinie.
Axe de recherche portant sur le séquencement des gains

Les domaines de 'aéronautique et de 'aérospatial sont soumis a des criteres de fiabilité et
de performance tres stricts. Plus encore, le domaine de l'aviation civile, sous 1'impulsion
des agences gouvernementales, est soumis a un processus de certification exigeant. C’est
pour cela que les ingénieurs privilégient généralement dans ces domaines des architectures
de contrdle simples, dont le réglage est relativement intuitif sur la base de considérations
physiques et disposant d'un retour d’expérience sur plusieurs années. Dans ce contexte, ['une
des méthodes privilégiées est celle du séquencement des gains, également connue sous le terme
de gain-scheduling. Cette méthode permet de commander un systéme non linéaire sur la base
d’une famille de controleurs linéaires a temps invariant (LTT), chacun ayant été synthétisé afin
de fournir un niveau de performance adéquat en un point de fonctionnement spécifique du

systeme. Des lors, les gains du controleur séquencé sont mis a jour en temps réel en fonction



du point d’opération courant du systeme.

Bien que la méthode du séquencement des gains est aujourd’hui largement employée dans
les domaines de 'aéronautique et de ’aérospatial avec un tres fort retour d’expérience, des
défis demeurent. Celui investigué dans le cadre de cette these est référé sous la dénomina-
tion de termes de couplage cachés (TCC), encore appelés hidden coupling terms en anglais.
Ces « termes cachés » tirent leur origine du fait que la synthese des contrdleurs locaux est
effectuée en un point de fonctionnement constant, alors que ce dernier est en réalité amené
a varier dans le temps au sein du controleur séquencé final. De maniere plus spécifique, la
linéarisation du contréleur séquencé fait en général apparaitre des termes supplémentaires,
les TCC, dont l'origine provient des variations temporelles du point d’opération. Des lors,
ces TCC introduisent une disparité entre la dynamique utilisée lors de la synthese et celle

réellement obtenue une fois le contréleur séquencé implémenté sur le systeme d’origine.

Dans le cas d’'un point d’opération uniquement fonction de signaux exogenes, les TCC ont
pour effet d’introduire une entrée de type perturbation et n’ont donc pas d’impact sur la
stabilité locale du systeéme bouclé. Ce n’est pas le cas lorsque le point d’opération dépend d’un
signal endogene telle une variable d’état ou une sortie du systéme. Dans cette configuration,
la dynamique du contréleur devient non linéaire et les TCC introduisent des boucles internes
cachées. De telles boucles internes, lorsque non gérées adéquatement, sont a méme de dégrader

la performance du systéme bouclé, voire de le déstabiliser.

Dans ce contexte, le premier axe de recherche de cette these vise a développer des méthodes
permettant une gestion explicite des TCC, en particulier en présence d'un séquencement
endogene. Pour cela, deux méthodes sont investiguées. La premiere consiste en la gestion ex-
plicite des TCC durant la phase de synthese des gains du controleur. La seconde vise a fournir
une implémentation générique et systématique évitant de maniere structurelle I'apparition

des TCC lors de la phase d’implémentation du controleur séquencé.
Axe de recherche portant sur le controle d’une aile en dimension infinie

L’émergence de structures de plus en plus flexibles dans les domaines de I'aéronautique et de
I’espace conduit a une interaction toujours plus prononcée entre dynamique rigide et dyna-
mique flexible. Dans ce contexte, les phénomeénes aéroélastiques, introduits par 'interaction
des forces structurelles, inertielles et aérodynamiques, jouent un réle de plus en plus prépon-
dérant et sont a méme de dégrader de maniere dramatique les performances d’un avion et de
compromettre I'intégrité de sa structure. Le développement de solutions de commande pour

contrer ces effets néfastes devient primordial.

L’un des phénomenes aéroélastiques les plus critiques pour les avions conventionnels est le



flutter, parfois traduit en francais sous ’expression de « battement des ailes ». Ce dernier est
une instabilité aéroélastique de type oscillatoire caractérisée par une sévere dégradation de
I’amortissement de la structure résultant de la présence d’efforts aérodynamiques instation-
naires. Il en résulte de maniere générale I’émergence d’'un cycle limite d’oscillations causant
la dégradation de la manceuvrabilité de 'appareil et la réduction de sa durée de vie en fatigue

di aux cycles de contraintes sous-jacents.

Des études ont été menées afin de développer des modeles et des dispositifs expérimentaux
pour supprimer par des stratégies de commande ce phénomeéne de flutter. Néanmoins, la
majorité des approches se limitent au recours a un modele en dimension finie ne capturant
que les premiers modes flexibles de I'aile. Or, la dynamique d’une aile peut étre modélisée de
maniere plus précise en dimension infinie par un systeme d’équations aux dérivées partielles
(EDP) couplées modélisant respectivement la dynamique en flexion et en torsion. Dans le
cadre de cette these, un tel systeme a parametres distribués est considéré avec une commande
a la frontiere exercée a 'extrémité de 'aile. Plus spécifiquement, I’aile considérée dispose de
volets localisés en bout d’aile permettant de générer localement des efforts aérodynamiques

en portance et en torsion.

Il existe deux approches afin de commander un tel systéeme a parametres distribués. La
premiéere consiste en la discrétisation du probleme en un jeu d’équations différentielle ordinaire
(EDO) en utilisant par exemple les méthodes de Galerkin ou de Rayleigh-Ritz. Une telle
approche présente ’avantage de pouvoir tirer profit des méthodes de commande en dimension
finie. Cependant, il n’existe en général pas de garantie que la transposition de la loi de
commande ainsi obtenue fonctionne adéquatement sur le systeme a parametres distribués
d’origine. A contrario la seconde approche, qui est celle employée dans cette these, consiste

a procéder a la synthese de la loi de commande directement sur le modele EDP.

1.3 Plan de la theése

Le Chapitre 2 est consacré a la revue de littérature portant sur les différents themes abordés
dans cette these. Les principaux éléments passés en revue portent sur la méthode du séquen-
cement des gains et les TCC associés, et sur la problématique d’une aile flexible modélisée par
un systeme a parametres distribués. Le chapitre se conclut sur les objectifs et contributions
de la these.

La suite de la these se divise en deux parties. La premiere correspond aux Chapitres 3 a 5 et
est consacrée a la problématique du séquencement des gains en présence de TCC. Le Cha-

pitre 3 vise a effectuer des rappels généraux et a introduire la problématique des TCC. Apres



avoir illustré a travers des exemples académiques le phénomeéne d’apparition des TCC, le pro-
bleme dans sa généralité est introduit. Les solutions et limitations des méthodes disponibles
dans la littérature sont finalement présentées. Apres avoir motivé le recours a des méthodes
d’autoséquencement dans le cadre de la gestion explicite des TCC, le Chapitre 4 détaille la
stratégie ainsi proposée a travers trois méthodes de synthese de controleurs autoséquencés.
La premiere tire profit des méthodes de syntheése H,, structurée. La deuxiéme repose sur une
méthode de placement de structure propre. La derniere emploie une approche de type syn-
these itérative. L’efficacité de ces différentes méthodes est illustrée sur deux exemples tirés du
domaine aérospatial, a savoir la commande en tangage d’un missile et la commande des dépla-
cements flexibles d’une section d’aile & deux degrés de liberté. A contre-courant de la stratégie
présentée dans le chapitre précédent, le Chapitre 5 propose une méthode d’implémentation
des controleurs séquencés qui permet d’éviter structurellement I’apparition des TCC. Une

comparaison avec I’approche pré-existante reportée dans la littérature y est documentée.

La seconde partie de la these est développée au sein des Chapitres 6 a 8. Elle est consacrée
au probleme de commande d’une aile flexible actionnée a son extrémité et modélisée par un
systeme a parametres distribués de deux EDP couplées. Le Chapitre 6 introduit dans un
premier temps le modele de I'aile étudié. Dans un second temps, les outils théoriques de la
théorie des Cy-semi-groupes permettant de traiter les problemes de commande en dimension
infinie sont brievement présentés. Le Chapitre 7 est dévolu au probléeme de commande de
I'aile homogene, ot I'on s’attarde en particulier sur les propriétés de well-posedness (probleme
« bien posé ») et de stabilité exponentielle. Finalement, le Chapitre 8 étend I’étude du chapitre
précédent aux cas d’une aile non homogene et en présence de perturbations en entrée de

commande.

Le Chapitre 9 fait office de conclusion de la these, tirant le bilan sur les objectifs de recherche

accomplis et les perspectives qui en résultent.



CHAPITRE 2 METHODE DE SEQUENCEMENT DES GAINS ET
COMMANDE DES PHENOMENES AEROELASTIQUES

Cette these s’ouvre par une revue de littérature visant a effectuer 1’état de ’art concernant
les différentes problématiques évoquées en introduction et qui motivent les différents axes
de recherche. Deux axes de recherche principaux se dégagent : la commande de systemes
non linéaires par séquencement des gains et la commande de systemes de dimension infinie.
La revue de littérature aborde ces aspects en deux temps dans le contexte d’applications

aéronautiques.

La premier theme concernant la commande des systemes non linéaires est abordé sous I'angle
de la problématique du séquencement de gains a architecture fixe. Cette problématique vise
a concilier le recours a des architectures de contrdle simples dont le réglage est effectué par
des méthodes linéaires avec la nécessité de commander des systemes non linéaires sur un
large domaine d’opération. Le revue de littérature sur ce theme est abordée de maniere a
s’attaquer plus spécifiquement au probleme des TCC qui représente le coeur des travaux de

recherche conduits.

Le second theme concerne la commande d'une aile flexible modélisée par un systeme a pa-
rametres distribués. La revue de littérature vise a placer cette problématique dans le cadre
général de la commande des phénomeénes aéroélastiques. Les contributions portant sur la
commande de tels systemes, modélisés autant en dimension finie qu’en dimension infinie,

sont passées en revue.

Tirant profit de cette revue de littérature, les objectifs de la these ainsi que les contributions

apportées seront exposés.

2.1 Revue de littérature

2.1.1 Commande de systémes non linéaires par la méthode du séquencement

des gains

La synthese de systemes de commandes reposant sur le séquencement de contréleurs a archi-
tecture fixe est un probléme complexe au confluent de plusieurs champs d’étude de ’automa-
tique. Bien que largement employée dans l'industrie aérospatial depuis plusieurs décennies,
la méthode du séquencement des gains présente encore a ’heure actuelle un certain nombre
de défis. L'un d’entre eux, investigué dans cette these, est celui des TCC dont la gestion

demeure un probleme épineux. Les différents aspects de cette problématique sont détaillés



ci-dessous.

2.1.1.1 Synthese de contrdoleurs LTI a architecture fixe

La synthese d’un controleur LTT a architecture fixe est 'une des problématiques majeures de
I’automatique. Elle correspond a un probleme de stabilisation par retour de sortie pour une
architecture définie a priori. De nombreuses méthodes ont été développées pour résoudre ce
probleme (Blondel et al., 1995; Syrmos et al., 1997). Parmi les plus élémentaires on trouve
les méthodes de placement de poles via le lieu des racines ou les criteres algébriques de type
Routh-Hurwitz (Dorf and Bishop (2010)). Parmi les plus sophistiquées on peut mentionner
celles impliquant la résolution d’inégalités matricielles linéaires (en anglais Linear Matriz
Inequality (LMI)) (Apkarian et al., 2003; Benton and Smith, 1998; Cao and Sun, 1998; Dong
and Yang, 2013; Ebihara et al., 2004; Kim et al., 2007) dans le cadre de la théorie de Lyapunov
(Rugh, 1996) ou des méthodes d’optimisation non lisse (Burke and Overton, 1994; Toscano,
2013). La majorité de ces méthodes repose sur une procédure itérative. Il est a souligner que
la synthése d’un controleur a architecture fixe demeure un sujet de recherche actif présentant
encore a l'heure actuelle de nombreux défis. Cela s’explique en partie di au fait que méme
dans le cas d'un simple controleur statique par retour de sortie, le probléeme a résoudre se
reformule naturellement sous la forme d’inégalités matricielles bilinéaires (en anglais Bilinear
Matriz Inequality (BMI)) et est généralement NP-difficile (Toker and Ozbay, 1995).

Le probleme de synthese a architecture fixe peut se voir augmenter du probléme de synthese
robuste (Sadabadi and Peaucelle, 2016). Dans cette configuration, le contrdleur doit étre
ajusté de fagon a ce que le systeme en boucle fermée rencontre les performances de maniere
robuste quant aux incertitudes du modele. Les solutions classiques en termes de synthese
robuste, a savoir la synthese H,, (Zames, 1981; Doyle, 1982) et la p-synthese (Doyle, 1982),
menent a 'obtention de contréleurs d’ordre élevé et dont la structure ne peut étre imposée a
priori. L’émergence d’outils d’analyse robuste (Kharitonov, 1981; Saydy et al., 1990) a permis
de lever ces limitations en permettant la synthése robuste a architecture fixe (Saussié et al.,
2011). De nombreux travaux ont été menés sur l'extension des méthodes H,, classiques au
probléme de synthese a architecture fixe. Ils aboutissent soit & la résolution de BMI (Safonov
et al., 1994), soit & une approche d’optimisation non lisse (Clarke et al., 2008; Clarke, 2013)
donnant lieu aux méthodes de synthese H,, structurées (Apkarian and Noll, 2006, 2007;
Burke et al., 2006; Gahinet and Apkarian, 2011).



2.1.1.2 Séquencement des gains

Les méthodes de synthese de controleurs LTI évoquées précédemment permettent de com-
mander un systéme non linéaire au voisinage d’un point d’équilibre donné. A cet effet, la
synthese est effectuée sur la dynamique linéarisée du systéme au point d’équilibre d’intérét.
Le controleur ainsi obtenu ne peut, en regle générale, assurer la stabilité et la performance du
systeme non linéaire qu’au voisinage du point d’équilibre considéré. Dans le cas d’un systeme
devant étre opéré sur un large domaine d’opération, une telle approche se révele en général

insuffisante.

L’approche classique consiste alors a procéder a un séquencement des gains, plus connu sous
le terme anglais de gain-scheduling. 11 s’agit d’actualiser la valeur des gains du controleur en
temps réel en fonction du point de fonctionnement courant du systéeme (Rugh and Shamma,
2000; Leith and Leithead, 2000a). A cette fin, des controleurs LTI sont synthétisés pour un
nombre fini de points de fonctionnement couvrant le domaine d’opération. Les gains ainsi
obtenus sont interpolés en fonction des variables dites de séquencement, celles-ci étant choisies
de maniere a étre représentatives du point d’opération courant. Des exemples typiques de
variables de séquencement dans le contexte aéronautique sont la vitesse, ’altitude, la pression
dynamique et 'angle d’attaque. La procédure usuellement employée pour le séquencement

des gains est la suivante :

1. Sélection d’un nombre fini de points d’opérations couvrant la plage de fonctionnement

du systeme.
2. Linéarisation de la dynamique du systeme en chacun de ces points d’opération.

3. Pour chaque modeéle linéaire ainsi obtenu, syntheése d’un controleur LTI pour une ar-

chitecture fixée a priori.

4. Obtention des gains du contrdleur séquencé en interpolant les gains des controleurs

précédemment synthétisés.

Bien que simple en apparence, la méthode du séquencement des gain souléve de nombreux
défis, notamment en regard des étapes 1 et 4. En effet, une sélection adéquate des points d’opé-
ration est nécessaire afin de capturer efficacement 1’évolution de la dynamique du systeme
sur I'intégralité du domaine d’opération. L’'une des tentatives les plus notables permettant
de formaliser un tel choix réside dans le recours a la gap metric qui permet de mesurer, en
un certain sens, la distance entre deux modeles LTI (Georgiou, 1988). Le recours a une telle
métrique dans 'aide a la sélection des points d’opération pour le séquencement des gains a
été reporté dans (Li and Zheng, 2008; Theodoulis and Duc, 2009). La phase d’interpolation
est également une phase délicate car ne fournissant généralement aucune garantie quant au

bon fonctionnement du systéme entre deux points de design (Stilwell and Rugh, 2000). Des



travaux ont néanmoins été entrepris de maniere a pouvoir fournir, sous certaines conditions,
de telles garanties (Stilwell and Rugh, 1999, 2000). Dans le cas ou la phase d’interpola-
tion aboutit a la stabilité du systeme bouclé en tout point de fonctionnement, la stabilité
du systeme d’origine placé en boucle fermée avec le controleur séquencé peut alors étre as-
surée pour des variations suffisamment lentes du point d’opération (Lawrence et al., 1990;
Shamma and Athans, 1991). Il s’agit donc de vérifier a posteriori que les variables de sé-
quencement employées varient suffisamment lentement pour préserver la stabilité du systeme

bouclé (Shamma and Athans, 1992).

Afin d’éviter une telle vérification a posteriori, des méthodes ont été développées pour tenter
de fournir des garanties a priori. Supposons que le systéeme non linéaire a commander peut
étre directement écrit sous une forme linear parameter-varying (LPV) avec un point d’opé-
ration dépendant exclusivement de variables exogenes. Dans ce cas, des approches basées sur
des fonctions de Lyapunov permettent 'obtention d’un controleur LPV assurant la stabilité
du systeme bouclé avec un niveau adéquat de performance pour une vitesse de variation
maximum prédéfinie des variables de séquencement (Biannic and Apkarian, 1999; Vesely and
Ilka, 2013; Wu et al., 1997). Cependant, I’écriture du systéme non linéaire d’origine sous
forme LPV n’est en général pas une tache aisée. En particulier, 'obtention d’'un modele LPV
basé sur la linéarisation de la dynamique du systeme en chaque point d’opération peut s’avé-
rer non représentative de la dynamique du systéme d’origine (Leith and Leithead, 2000Db).
Une approche systématique permettant d’obtenir une formulation quasi-LPV, ou le préfixe
« quasi » indique que le point d’opération dépend en partie de variables endogenes, réside
dans la velocity-based linearization (Leith and Leithead, 1998). Elle consiste a prendre la
dérivée temporelle des équations de la représentation d’état, donnant lieu a un modele quasi-
LPV dont I'entrée et la sortie sont respectivement les dérivées temporelles de ’entrée et de
la sortie du systeme d’origine. Cependant, une telle approche pose trois difficultés majeures.
La premiere réside dans le fait que le contréleur quasi-LPV prend comme entrée la dérivée
temporelle de la sortie du systeme qui n’est en général pas accessible pour une commande
temps réel. La deuxieme tient au fait que le modele quasi-LPV ainsi obtenu présente un
point d’opération qui dépend de I’état du systeme et qui doit donc étre mesuré afin d’étre
utilisé pour implémenter le controleur quasi-LPV. Finalement, la nature endogene du point
d’opération rend caduque les garanties quant a la stabilité du systeme quasi-LPV bouclé
pour une vitesse de variation maximum prédéfinie des variables de séquencement (Scorletti

et al., 2015).
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2.1.1.3 Problématique des termes de couplage cachés

Dans cette these, on s’intéresse de maniere spécifique a la problématique des TCC dans le
séquencement des gains. Leur origine provient de la transition entre les étapes 3 et 4 de
la procédure générale de synthese d'un contréleur séquencé tel qu’exposée précédemment.
En effet, alors que la synthese de la famille de controleurs LTT locaux est effectuée a point
d’opération constant, ce dernier est en réalité amené a évoluer dans le temps au niveau du
controleur séquencé final. Cette disparité de nature du point de fonctionnement entre la phase
de synthese et I'implémentation finale est la source méme de 'apparition des TCC (Rugh and
Shamma, 2000). Plus spécifiquement, les TCC font référence aux termes qui apparaissent lors
de la linéarisation de la dynamique du contréleur séquencé de par les variations induites par
le point d’opération ; termes qui n’étaient pas présent au moment de la synthese car effectuée

en supposant le point d’opération constant.

Dans le cas ou les variables de séquencement sont exogenes, les TCC ne donnent lieu qu’a
I’émergence d’une entrée de perturbation externe dans la dynamique du contrdleur. Ces
termes n’ont pas d’impact sur la stabilité locale du systeme car il y a préservation du pla-
cement de pole entre la phase de synthese et 'implémentation finale. La situation devient
plus complexe lorsqu’au moins 'une des variables de séquencement est endogene (sortie ou
variable d’état du systeme). Les TCC se traduisent alors par l'introduction de bouclages
internes cachés dans la dynamique du systeme en boucle fermée. S’ils ne sont pas considé-
rés adéquatement, ces termes sont alors a méme de modifier le positionnement des pdles
obtenu lors de la syntheése point a point. Cela induit en général une sévere dégradation des
performances, voire la déstabilisation du systéme bouclé (Rugh and Shamma, 2000; Leith
and Leithead, 2000a). Les solutions reportées dans la littérature afin de gérer I'impact de ces

TCC sont passées en revue ci-dessous.

La premiere famille de solutions vise a incorporer la contribution des TCC dans la phase de
synthese du contréleur. Une approche possible consiste en un choix adéquat de ’architecture
du controleur séquencé de maniere a annuler les TCC (Lawrence and Rugh, 1993; Rugh
and Shamma, 2000; Lawrence, 2001a). Cette approche a notamment été employée pour la
commande de la dynamique en tangage d’un missile (Nichols et al., 1993) ou le systeme dit
du ball and beam (Ignatov and Lawrence, 2001; Lawrence, 2001b; Lawrence and Sznaier,
2004; Wu et al., 2016). Une seconde approche, nommée le dynamical gain-scheduling (DGS),
consiste a procéder en une synthese classique et de n’intégrer I'impact des TCC qu’a posteriori
pour obtenir les gains du contrdleur séquencé (Yang et al., 2010, 2015). Comme exemples
d’applications, citons la commande de I’avion de combat américain F-16 (Yang et al., 2012) et

la commande d’une aile volante (Jones et al., 2006). Ces deux approches sont essentiellement
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basées sur la résolution d'un systéeme d’EDP impliquant les dérivées partielles des gains
du controleur relativement aux variables de séquencement. Cependant, la résolution de ces
EDP aboutit généralement a imposer de forte contraintes sur l'architecture du contrdleur
ou le choix des fonctions de séquencement. De plus, ce type de solution est mis en ceuvre
sur le modele nominal du systeme, induisant des problématiques de robustesse en présence

d’incertitudes paramétriques.

La seconde famille de solutions vise a fournir une implémentation générique des controleurs
séquencés qui évite de maniere structurelle 'apparition des TCC. De la sorte, la synthese
du controleur séquencé peut étre effectuée de maniere classique, sans avoir a se soucier de
la problématique des TCC. La solution existante pour résoudre ce probleme est connue sous
la dénomination de wvelocity-based algorithm (Kaminer et al., 1995) et a été appliquée dans
différentes configurations : contrdleurs proportionnel intégral dérivé (PID) en réseau (Rong
et al., 2002), véhicule & actionnement hydrostatique (Backas et al., 2017), véhicule sous-
marin (Upadhyay et al., 2015), hélicoptere (Paulino et al., 2006), dirigeable (do Valle et al.,
2014), etc. Afin d’étre mise en ceuvre, cette stratégie nécessite de disposer en temps réel de la
dérivée temporelle de la sortie du systeme. Un tel signal n’étant que rarement disponible en
pratique, la forme exacte du velocity-based algorithm ne peut généralement pas étre employée.
La solution usuelle consiste a recourir a une stratégie de pseudo-dérivation. Il a en particulier
été montré que 'implémentation ainsi obtenu permet de recouvrir de maniere asymptotique
les performances de la stratégie d’origine lorsque le parametre de pseudo-dérivation tend vers

zéro (Kaminer et al., 1995).

2.1.2 Commande des phénomeénes aéroélastiques

Depuis les origines de I'aéronautique, 'interaction entre les effets structurels, effets aérody-
namiques et la commande, résumée sous le terme aéroservoélasticité, est un probleme de
recherche majeur en aéroélasticité et en commande. L’étude des phénomenes aéroélastiques
traite de divers problemes tels que les vibrations, le flutter, la divergence, les cycles limites
d’oscillation, le phénomene de reversal, 'efficacité des surfaces de controle et I'impact des
turbulences atmosphériques (Dowell, 2005; Hodges and Pierce, 2011). Un historique complet
de ces phénomenes, autant au niveau expérimental que dans ses développements théoriques,
peut étre trouvé dans (Mukhopadhyay, 2003). Le premier incident impliquant les phénomeénes
aéroélastiques remonte probablement a 1903 avec la machine a voler congue par Langley. Lors
du second essai de catapultage de 'appareil, une défaillance technique, sans doute liée au
phénomene de divergence (instabilité résultant de la torsion de 'aile sous 'effet de ’écoule-

ment de I'air), provoqua le crash de I'appareil. Ce n’est que quelques semaines plus tard que
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les freres Wright réaliserent leur vol historique. Le contréle de 'appareil était assuré par un
systeme de cables permettant de déformer les ailes. Bien que 'aéronautique n’en était qu’a
ses balbutiements, les phénomenes aéroélastiques étaient déja mis a profit pour le controle

de 'appareil.

La difficulté inhérente a la modélisation et au controle des phénomenes aéroservoélastiques
tire son origine dans les interactions complexes qui existent entre la structure, ’aérodyna-
mique et les gouvernes. Un des aspects prépondérants de ces couplages réside dans les effets
rétroactifs, e.g., un effort aérodynamique qui amene une déformation de la structure, in-
duisant elle-méme une modification des efforts aérodynamiques s’exercant sur cette derniere.
Ces rétroactions expliquent en grande partie les difficultés rencontrées lors de la modélisation,
I’analyse et le controle de tels phénomenes. Ils impliquent en effet de combiner des théories
aussi diverses et variées que la mécanique du vol (Nelson, 1998; Stevens and Lewis, 2003),
I'aérodynamique stationnaire (Anderson, 2011; Bertin and Cummings, 2009) et instation-
naire (Giilgat, 2010), la théorie des structures déformables (Allen, 2012) et la théorie de la
commande (Dorf, 1995; Khalil and Grizzle, 2002; Rugh, 1996; Skogestad and Postlethwaite,
2007; Zhou et al., 1996).

Comme mentionné précédemment, les couplages aéroservoélastiques se manifestent a travers
une multitude de phénomenes. Ces derniers peuvent avoir des conséquences plus ou moins
importantes aussi bien sur le confort des passagers que sur les qualités de manoceuvrabilité,

le cycle de vie ou l'intégrité de I'appareil.

2.1.2.1 Phénomene de flutter et de cycles limites d’oscillation

Bien qu'une multitude de phénomenes aéroélastique soit répertoriée (Dowell, 2005; Hodges
and Pierce, 2011; Mukhopadhyay, 2003), la présente revue de littérature se focalise plus

spécifiquement sur les phénomenes de flutter et de cycles limites d’oscillation.

Flutter Le phénomene de battement, ou de flutter, tire son origine de l'interaction entre
les modes rigides de I'avion et les modes flexibles de la structure (Livne and Weisshaar, 2003;
Shearer and Cesnik, 2007; Su and Cesnik, 2011; Su and S. Cesnik, 2010). Pour des structures
suffisamment rigides, il existe un découplage naturel entre la bande de fréquences des modes
rigides de I'avion, située a basses fréquences, et les modes flexibles de la structure, situés a
plus hautes fréquences. Cette séparation s’amenuise des lors que la rigidité de la structure
se réduit, ce qui est par exemple le cas lorsque 1'on réduit sa masse. Lorsque les plages de
fréquences des modes rigides se recoupent avec les modes flexibles de plus basses fréquences,

un fort couplage se produit entre la dynamique de 'avion et celle de la structure. Dans ce
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contexte, les modes flexibles peuvent étre excités par la dynamique rigide de 'appareil et
inversement, causant une déstabilisation oscillatoire du systeme. Un tel couplage est connu
sous le terme de flutter. Cette situation peut étre aisément illustrée en considérant un modele
linéarisé du systeme (Beranek et al., 2010). Pour cela, notons respectivement xp et xp les

vecteurs d’état des modes rigides et des modes flexibles. La dynamique linéarisée de I'avion

Tr| _ Arr Agr| |xR
Ty Arr Aprp| |zF

— ARrp : dynamique des modes rigides en I'absence des modes flexibles ;

souple prend la forme :

u, (2.1)

— App : dynamique des modes flexibles en ’absence des modes rigides ;
— Arpg : couplage des modes flexibles sur les modes rigides ;

— ARrp : couplage des modes rigides sur les modes flexibles.

La configuration traditionnelle, qui se caractérise par un découplage des modes flexibles et
rigides, i.e., Apr =~ 0 et Agrp = 0, se retrouve dans les avions de ligne et les avions de com-
bat classiques tels que le F-16 Fighting Falcon. La configuration intermédiaire dans laquelle
modes flexibles et modes rigides se recoupent de manieére limitée est par exemple illustrée par
I’aile volante expérimentale et sans pilote Polcat développée par Lockheed Martin au milieu
des années 2000. La configuration critique pour laquelle modes flexibles et modes rigides
deviennent indissociables est associée a des avions dont les ailes sont hautement flexibles.
C’est particulierement le cas des aéronefs de type high altitude long endurance (HALE) qui
se caractérisent par une structure légere et une envergure importante (Patil et al., 2001a).
Un autre exemple de ce type est fourni via 1’étude menée par Lockheed Martin Aeronautics
au sein du Air Force Research Laboratory (Beranek et al., 2010). L’objectif du projet est
d’étudier la faisabilité pratique d’avions autonomes et volant a hautes altitudes a des fins de
surveillance et de reconnaissance (avions placés sous I'appellation SensorCraft). Ces études
aboutirent au design d’une aile volante dont le dimensionnement de la structure a été opti-
misé de maniere a la rendre aussi légere que possible. Ce dimensionnement agressif de par la
légereté de la structure et les contraintes en carburant ! rend les phénomenes aéroélastiques
prépondérants. En particulier, bien que le systéme soit stable pour de faibles vitesses de vol,
il devient instable aux alentours de 130 km/h. Cette déstabilisation du systeme est causée
par le couplage d’'un mode rigide de I'appareil (le mode Short Period) avec le premier mode

de flexion symétrique des ailes. Ce couplage se révele d’autant plus important que le moment

1. Au décollage, la masse de carburant représente environ 50% de la masse totale de I’appareil.
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d’inertie en tangage de la structure est faible (Gaukroger et al., 1950).

D’un point de vue énergétique, le flutter tire son origine de ’extraction de 1’énergie provenant
de I’écoulement de l'air le long des ailes. Le flutter se produit lorsque cette énergie extraite
dépasse un certain seuil limite au-dessus duquel ’amortissement naturel de la structure n’est
plus suffisant pour la dissiper. Pour une altitude de vol donnée, I’énergie extraite étant d’au-
tant plus élevée que la vitesse de vol de 'appareil est élevée, il existe une vitesse limite appelée
flutter speed a partir de laquelle on observe la déstabilisation de I'appareil. Cette vitesse se
définit comme la premiere vitesse a laquelle la matrice A de la représentation d’état du sys-
teme aéroélastique devient instable via la présence d'un couple de pdles complexes conjugués

imaginaires purs (Tuzcu, 2008).

Comme indiqué précédemment, le phénomene de flutter est fortement lié a la rigidité et a
I'inertie de la structure. Une solution dite passive consiste alors en la conception d’une struc-
ture plus rigide et avec une meilleure inertie, ce qui permet de rejeter la vitesse de flutter
au-dela de I’enveloppe de vol. Néanmoins, une telle solution conduit a augmenter significati-
vement la masse de I'appareil et donc a réduire son efficacité autant en terme d’autonomie
que de performances atteignables. A contrario, une structure légere amene non seulement
un faible amortissement des modes flexibles, mais également a un couplage accru des modes
rigides et élastiques. Le faible amortissement des modes flexibles a pour conséquence directe
des vibrations plus importantes de la structure, réduisant son cycle de vie en fatigue. Plus
problématiques encore, les phénomenes aéroélastiques peuvent déstabiliser ’appareil. Des
lors, tout effort aérodynamique induit par des turbulences atmosphériques ou par des rafales
de vent peut potentiellement amener I’avion a dépasser la vitesse de flutter et ainsi provoquer
sa déstabilisation. Dans un tel cas de figure, des solutions dites actives sont mises en place ;
le systeme est placé en boucle fermée avec un controleur de maniere a améliorer a la fois

I’amortissement du systeme et repousser la vitesse de flutter en dehors de ’enveloppe de vol.

Cycles limites d’oscillation La théorie des systemes linéaires prévoit que le systeme li-
néarisé est exponentiellement stable pour une vitesse d’écoulement de l'air inférieure a la
vitesse de flutter et diverge exponentiellement pour toute vitesse supérieure. Bien que per-
mettant de caractériser la nature de I'équilibre du systeme réel, les conclusions qui découlent
de 'analyse du modele linéarisé doivent étre affinées par I’étude de I'impact des non linéa-
rités présentes dans le systeme. Ce besoin d’affiner ’analyse des phénomenes aéroélastiques
a ¢été motivé par la volonté d’améliorer la compréhension des phénomenes observés expéri-
mentalement. En effet, des tests en vol effectués sur différents avions militaires tels que les
avions de combat F-16 et F/A-18 (Bunton and Denegri, 2000; Chen et al., 1998; Denegri,

2000), ainsi que pour le bombardier B-2 (Jacobson et al., 1998) ont montré I'existence de
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cycles limites d’oscillation, alors méme que ces derniers n’étaient initialement prévus théo-
riquement que pour des vitesses de vol bien supérieures a celles de I'enveloppe de vol. De
tels résultats sont également reportés dans le cas d’une aile flexible de grande envergure dans
(Patil et al., 2001b). Ces cycles limites se produisent autant pour un vol de type croisiere que
lors de manceuvres, et se caractérisent par des mouvements antisymétriques des ailes et par
des déplacements latéraux de l'appareil. Ils peuvent étre induits autant par des commandes
du pilote que par des perturbations atmosphériques ou de larges déviations relativement au
point d’équilibre (Bunton and Denegri, 2000). Ils sont néfastes car ils induisent des vibrations,
réduisent la durée de vie en fatigue de la structure, diminuent la manceuvrabilité de 'appareil
et rendent le travail du pilote plus difficile (Thompson and Strganac, 2000; Thompson Jr and
Strganac, 2005).

De maniere a élaborer des modeles reflétant fidelement la dynamique des systemes aéroé-
lastiques, les experts en aéronautique ont étudié les sources potentielles des non linéarités
pouvant induire les cycles limites d’oscillation. Dans ce cadre, il a été montré que la non
linéarité de la rigidité en torsion et en flexion de 'aile joue un réle crucial (Chen et al., 1998;
Berggren et al., 2004; O’Neil et al., 1996; Price et al., 1995). De plus, plusieurs séries de tests
ont montré le fort lien qu’il existe entre les caractéristiques du matériel placé sous les ailes
(masse, inertie, position du centre de gravité) et 'apparition des cycles limites d’oscillation et
leurs caractéristiques (fréquence et amplitude), résultats qui furent ultérieurement confirmés
par des études numériques (Abbas et al., 2008; Dawson and Maxwell, 2005; Dowell et al.,
2009; Fazelzadeh et al., 2009; Lee and Chen; Parker et al., 2007).

Les phénomeénes de cycles limites d’oscillation peuvent se produire aussi bien pour des vitesses
supérieures mais également inférieures a la vitesse de flutter. En effet, lorsque la vitesse de vol
est supérieure a la vitesse de flutter, I’étude du systeéme linéarisé laisse penser que le systeme
aura une divergence exponentielle. Néanmoins, une fois sortie du domaine de validité du
modele linéaire, la dynamique du systeme est alors dominée par les effets non linéaires qui
amenent le systeme aéroélastique dans un cycle limite d’oscillation. A contrario, pour une
vitesse de vol inférieure a la vitesse de flutter, bien que l'origine du systéme soit un point
d’équilibre stable, une large déformation de 'aile ou une forte perturbation peuvent amener
le systeme en dehors du domaine de stabilité de 'origine, amenant également le systeme dans
un cycle limite d’oscillation (Patil et al., 2001b; Block and Strganac, 1998). Dans ce cadre,
certaines études s’intéressent a déterminer le domaine de stabilité de I'origine (Gujjula et al.,
2004) et I'impact des limites en saturation de la gouverne sur le domaine de controlabilité

autour de l'origine (Goman and Demenkov, 2004).

Ces phénomenes de cycles limites d’oscillation peuvent étre observés sur l'aile seule sous les
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effets des phénomenes aéroélastiques. Le phénomene se complexifie lorsque 'on couple ces
phénomenes avec la dynamique du vol. Il en a effet été montré que la dynamique de ces
oscillations se couple avec la dynamique des modes rigides (Patil et al., 2000). En particulier,
I’amplitude des oscillations pour des vitesses supérieures a la vitesse de flutter sont limitées
par le phénomene de décrochage. De plus, le couplage entre ces cycles limites d’oscillation et
la dynamique du vol est d’autant plus important que la masse du fuselage est réduite. Dans
ce cadre, des études plus poussées ont montré que le flutter et les cycles limites d’oscillation
qu’il génere, entraine un accroissement de la trainée de 'appareil pouvant résulter en une

oscillation de la vitesse de vol de I'appareil autour de la vitesse de flutter (Patil, 2002, 2003).

2.1.2.2 Commande des phénomeénes aéroélastiques en dimension finie

Dans le but d’étudier les phénomenes aéroélastiques subsoniques et transsoniques, la Natio-
nal Aeronautics and Space Administration (NASA) a mis en place un programme d’étude
de modeles de référence de systemes aéroélastiques (Bennett et al., 1992). En particulier, le
projet benchmark active control technology (BACT) a permis de collecter des données aéro-
dynamiques expérimentales (Bennett et al., 2000; Scott et al., 2000) mettant en évidence les
phénomenes de flutter, d’instabilité en flexion et de décrochage. Il a également pour objectif
de démontrer I'applicabilité des lois de commande sur le systeme réel. Le dispositif expéri-
mental utilisé se compose de deux parties. La premiere est ’aile munie d’un aileron a des fins
de commande. La seconde est le support sur lequel est fixé I'aile qui a été congu de maniere

a permettre des mouvements en torsion/rotation et en flexion/déplacement vertical de 1'aile.

La mise en place de lois de commande pour un tel systeme nécessite de disposer d’un modele
de référence reproduisant fidelement le comportement du systéme réel. Le modele utilisé au
cours du projet, ainsi que dans la grande majorité des publications liées a ce dispositif, se
base sur le modele développé par la NASA (Waszak, 1996). Cette modélisation fait 1’hy-
pothese d’une section d’aile a deux dimensions et a deux degrés de liberté, i.e., 'angle de
torsion et le déplacement vertical. Les efforts aérodynamiques sont généralement modélisés
sous forme quasi-stationnaires. Certaines études prennent néanmoins en compte des phéno-
menes aérodynamiques instationnaires en augmentant le modele du systéme via la théorie
de Theodorsen (Theodorsen and Mutchler, 1935) portant sur les écoulement instationnaires
le long d'une aile. L’application de cette théorie au probléeme considéré conduit a 1’obten-
tion d’un systeme d’équations augmenté de plusieurs états liés aux effets aérodynamiques

instationnaires (Librescu et al., 2005).

Historiquement, les premieres techniques qui ont été employées dans le cadre du contréle

du BACT sont des techniques linéaires. En premier lieu, des approches basées sur le dia-
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gramme de Nyquist et le lieu des racines ont été expérimentées pour un modele tenant
compte des phénomenes aérodynamiques instationnaires (Mukhopadhyay, 2000). Ces straté-
gies, bien que particulierement simples, ont permis de démontrer expérimentalement qu’il est
possible de controler le BACT au-dela du flutter, avec une frontiere d’instabilité repoussée
de l'ordre de 50% en termes de pression dynamique a nombre de Mach fixé. Des méthodes
de commande classiques se basant sur la représentation d’état du systeme ont également été
investiguées. La synthese LQR (Linear Quadratic Regulator) a été mise en ceuvre, démon-
trant de meilleures performances en robustesse (Block and Strganac, 1998; Friedmann et al.,
1997; Mukhopadhyay, 2000). Des techniques de p-synthese (itérations D-K), et de synthese
H, ont été comparées en simulation et expérimentalement (Vipperman et al., 1999). Les ré-
sultats concluent sur la meilleure performance du contréleur obtenu par p-synthése en terme
d’augmentation de la vitesse en flutter et de rejet des perturbations. L’intérét de 1'utilisation
de plusieurs surfaces de controle et de plusieurs capteurs dans le cadre du contrdle MIMO
(Multi Input Multi Output) a été étudié via la synthese Hy, et la p-synthese (Waszak, 2001).
La comparaison avec les résultats obtenus dans la cadre des systémes SISO (Single Input
Single Output) démontre la meilleure efficacité des contréleurs MIMO autant en termes de
robustesse que de performance et de sollicitation des actionneurs (Mukhopadhyay, 2000). Les
contréleurs mentionnés jusqu’a présent ont été synthétisés pour une vitesse d’écoulement de
I’air donnée. De maniere a étendre la plage de fonctionnement de la stratégie de commande,
des approches tirant profit du séquencement des gains ont été reportées (Barker et al., 1999;
Barker and Balas, 2000).

Les techniques linéaires se montrent efficaces tant que le controle est activé lorsque le sys-
teme n’est pas entré en cycle limite d’oscillation. Dans le cas contraire, i.e., si le controle
est activé alors que le systeme est déja entré en cycle limite d’oscillation, les méthodes li-
néaires peuvent parfois se révéler insuffisantes pour faire sortir le systeme de ce mouvement
oscillatoire (Block and Strganac, 1998). Dans ces conditions, des méthodes de commande
non linéaires tenant compte de la nature non linéaire du phénomene de cycle limite ont été
considérées. La majorité des approches proposées reposent sur la technique de linéarisation
par retour de sortie (Strganac et al., 2000) avec composantes adaptatives pour gérer les in-
certitudes paramétriques (Ko et al., 1999; Strganac et al., 2000; Behal et al., 2006a; Lee and
Singh, 2009; Cassaro et al., 2014). D’autres approches incluant des aspects de commande
adaptative ont également été proposées parmi lesquelles la commande par méthode de glisse-
ment (Behal et al., 2006b; Lin and Chin, 2006), le backstepping (Xing and Singh, 2000; Singh
and Wang, 2002; Behal et al., 2006a; Reddy et al., 2007), le modular adaptive control (Bhoir
and Singh, 2004a; Singh and Brenner, 2003), le model reference adaptive control (Ioannou
and Sun, 2012), etc.
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L’une des difficultés majeures de ces approches basées sur la technique de linéarisation par
retour de sortie réside dans le fait que lorsque la sortie est choisie comme étant I'angle de
torsion ou le déplacement en flexion, la linéarisation du systéme n’est que partielle. De plus,
la dynamique des zéros ainsi obtenue voit ses propriétés de stabilité dépendre de la vitesse
d’écoulement de lair et de la position de I'axe d’élasticité de l'aile (Ko et al., 1997, 1998).
De maniere a contourner ce probleme, il a été proposé de recourir a l'utilisation de deux
gouvernes de contrdle, permettant alors de rendre le systéme (complétement) linéarisable par
retour de sortie (Ko et al., 1997; Platanitis and Strganac, 2004; Lee and Singh, 2015).

2.1.2.3 Approche par des systémes a parametres distribués

L’investigation intensive de la commande du BACT, autant en simulation qu’expérimen-
talement, a permis de démontrer la capacité des stratégies de commande a supprimer le
phénomene de flutter. Néanmoins, une telle approche en dimension finie ne peut capturer
qu’un nombre restreint des modes flexibles de I’aile. Dans le cas d’une aile dont la flexibilité
est accrue, une telle approche peut se révéler insuffisante, nécessitant de recourir a un modele
plus fidele des déplacement élastiques de la structure. En effet, de tels phénomenes sont plus

naturellement décrits en dimension infinie par un systéme a parametres distribués composé
d’EDP (Bialy et al., 2016; Zhang et al., 2005; Ziabari and Ghadiri, 2010).

Il existe deux approches afin de commander un tel systeme La premiére consiste en la discré-
tisation du probleme en un jeu d’EDO en utilisant par exemple les méthodes de Galerkin ou
de Rayleigh-Ritz (Christofides and Daoutidis, 1997; Baker and Christofides, 2000; Shawky
et al., 2002). Le systéme se décompose ainsi en un modele a dimension finie et un modele rési-
duel a dimension infinie qui est généralement négligé pour effectuer la synthese du contréleur.
Une telle approche présente ’avantage de pouvoir tirer profit du large éventail de méthodes
qu’offre la théorie de la commande en dimension finie. Néanmoins, il n’existe en général
aucune garantie que la transposition de la loi de contrdle ainsi obtenue fonctionne adéqua-
tement sur le systéme a parametres distribués d’origine (Bontsema and Curtain, 1988). Ce
phénomene, di au couplage entre le modele approché et le modele résiduel, est connu sous
le terme anglais de spillover (Balas, 1978; Meirovitch and Baruh, 1983; Hagen and Mezic,
2000). Cette problématique inhérente a la premiere approche pousse a adopter la seconde

approche qui consiste a procéder au design de la loi de commande directement sur le modele
EDP.

L’élaboration de lois de commande directement sur le systeme a parametres distribués a fait
I'objet de nombreuses travaux dans les années récentes. Parmi les plus notables, on trouve le

backstepping (Krstic and Smyshlyaev, 2008; Smyshlyaev et al., 2009), la méthode de Lyapunov
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(De Queiroz et al., 2012; Luo et al., 2012; Rahn and Rahn, 2001), la commande passive
(Henikl et al., 2016; Rahn and Rahn, 2001), 'approche par platitude (Aoustin et al., 1997;
Meurer, 2012), I’analyse spectrale (Curtain and Zwart, 2012; Luo et al., 2012) et la commande
optimale (Bensoussan et al., 1993; Curtain and Zwart, 2012; Lasiecka and Triggiani, 2000).
L’extension de ces méthodes au cas d’EDP couplées demeure un probleme épineux pour
lequel de récentes contributions ont été reportées (Di Meglio et al., 2013; Vazquez et al.,
2011; Vazquez and Krstic, 2014).

Dans ce contexte, des modeles distribués ont récemment été considérés pour la commande
d’une aile dont la dynamique est décrite par deux EDP couplées et avec des actionneurs de
type volets situés a son extrémité. Une approche de type commande adaptative a été présentée
dans (Bialy et al., 2016). Un probléme similaire dans le contexte de drones miniatures a
ailes battantes a été reportée dans (Paranjape et al., 2011a,b, 2013a,b) ou la technique
du backstepping a été employée de maniere a commander la force aérodynamique globale
s’exercant le long de l'aile. Le méme modele a été utilisé dans (He and Zhang, 2017) ol une
approche de type fonction de Lyapunov a été employée pour garantir que les déplacements

flexibles demeurent bornés en présence de perturbations aérodynamiques.

2.2 Objectifs et méthodologie

A la lumiére de la revue de littérature, deux principaux objectifs se dégagent, 1'un portant sur
la commande de systémes non linéaires en dimension finie par la méthode du séquencement
des gains, l'autre portant sur la commande d’une aile flexible modélisée par un systeme
a parametres distribués en dimension infinie. Ces deux objectifs principaux, ainsi que les

sous-objectifs sous-jacents et les contributions associées sont détaillées ci-apres.

2.2.1 Objectifs de la these

2.2.1.1 Objectifs pour la commande des systémes non linéaires par la méthode

du séquencement des gains
L’objectif principal de la premiere partie portant sur le séquencement des gains peut étre
résumé de la fagon suivante :

Objectif 1 : Développer des méthodes de synthése et/ou d’implémentation de
controleurs séquencés a architecture fixe en présence de termes de couplage ca-

chés.

Comme cela a été vu lors de la revue de littérature, il existe deux familles de solutions
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permettant de gérer I'impact des TCC. Le premiere vise a en tenir compte lors de la phase
de syntheése du controleur séquencé. La seconde vise quant a elle a proposer une stratégie
d’implémentation générique permettant d’éviter de maniere structurelle leur apparition. Dans
ce contexte, 'objectif principal tel qu’énoncé précédemment se scinde sous la forme de deux

sous-objectifs :

— La revue de littérature a mis en avant les difficultés des méthodes existantes quant a la
gestion des TCC dans le processus de synthese. En particulier, la résolution des EDP
sous-jacentes imposent des contraintes structurelles, aboutissant généralement a des archi-
tectures de contrdle et/ou des formules de séquencement complexes. Il est donc désirable
de disposer de nouvelles approches permettant de tenir compte de 'impact des TCC tout
en maintenant une architecture de controle pré-définie. Le premier sous-objectif prend la
forme suivante :

Sous-objectif 1.1 : Développer des méthodes de synthése de controleurs séquen-
cés a architecture fixe permettant d’inclure de maniére explicite 'impact des
termes de couplage cachés dans le processus de synthese.

— La seconde solution existante réside dans le recours en une stratégie d’implémentation des

controleurs séquencés qui évite 'apparition des TCC. La solution classique de ce probleme
est le wvelocity-based algorithm (Kaminer et al., 1995) mais nécessite de disposer de la
dérivée temporelle de la sortie du systéme pour étre implémentée. L’approche par pseudo-
dérivation permet de contourner le probléme mais n’est qu’une solution approchée du
probleme d’origine introduisant une dynamique parasitaire. Dans ce contexte, le second
sous-objectif est formulé de la fagon suivante :
Sous-objectif 1.2 : En supposant que seule la sortie du systeme est disponible
pour la commande, proposer une stratégie d’implémentation générique et sys-
tématique de contréleurs séquencés évitant de maniere structurelle I’émergence
des TCC.

2.2.1.2 Objectifs pour la commande d’une aile flexible modélisée en dimension

infinie

Dans les travaux reportés dans la revue de littérature portant sur la commande d’une aile
flexible modélisée par un systéme a parametres distribués, 'hypothese commune émise a
des fins de design du contrdleur est que : 1) Iénergie du systéme est bornée; 2) 'état du
systeme et ses dérivées partielles existent, sont suffisamment réguliers et sont uniformément
bornés jusqu’a un certain ordre. De telles hypotheses peuvent étre motivées sur la base
d’intuitions physiques (De Queiroz et al., 2012; De Queiroz and Rahn, 2002) et visent a
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simplifier I’analyse de la stabilité du systeme bouclé. Cependant, ces hypotheses ad hoc émises
a priori n’ont pas de fondement mathématiques rigoureux. En particulier, elles balayent la
question fondamentale de la well-posedness du probleme étudié telle que définie au sens de
Hadamard (Hadamard, 1902), i.e., la question de 1’étude de l'existence d’une solution, de
son unicité et de sa continuité vis-a-vis des conditions initiales. Or, I'analyse de tout systeme
démarre par 1’étude de cette question cruciale. Dans le cadre des systemes en dimension
infinie, la réponse a cette question s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs de Cp-
semi-groupe a travers les théoremes de Hille-Yosida et Lumer-Phillips (Curtain and Zwart,
2012; Luo et al., 2012) qui jouent un rdle analogue au théoreme de Cauchy-Lipschitz et ses
corollaires (Khalil and Grizzle, 2002; Perko, 2013) en dimension finie. Dans ce contexte, le

second objectif de cette these peut étre résumé de la fagon suivante :

Objectif 2 : Proposer et étudier dans le cadre de la théorie des Cj-semi-groupe
une stratégie de commande d’une aile flexible décrite par un systéme couplé de
deux EDP décrivant les déplacements en flexion et en torsion de ’aile sous 1’effet

d’efforts aérodynamiques instationnaires.

2.2.2 Meéthodologie et contributions
2.2.2.1 Meéthodologie et contributions a la gestion des termes de couplage cachés

Les contributions apportées au premier objectif sont décrites a travers celles apportées a ses

deux sous-objectifs.

Méthodologie et contribution au sous-objectif 1.1 (Chapitre 4) : La difficulté ma-
jeure dans la gestion des TCC par les méthodes de séquencement classiques réside dans le
fait que ces termes font généralement intervenir les dérivées partielles des gains séquencés
relativement aux variables de séquencement. Dés lors, une synthese point a point classique
des controleurs LTI locaux ne permet pas de tenir compte de I'impact de ces termes puisqu’ils
ne dépendent pas exclusivement de la valeur des gains du controleur au point de fonctionne-
ment courant, mais également de leur évolution dans un voisinage de ce dernier. De maniere a
contourner cette difficulté tout en évitant le recours a la résolution d’EDP, I'idée développée
dans cette these se base sur le recours a des méthodes de synthese de type autoséquence-
ment. L’autoséquencement consiste a éviter la phase d’interpolation a posteriori des gains des
contrdleurs LTT locaux par un choix a priori des formules de séquencement. En adoptant une
telle stratégie, il est possible de calculer de maniere explicite les dérivées partielles des gains
du contréleur relativement aux variables de séquencement, et donc de surcroit la contribution

des TCC. Ces dernier peuvent des lors étre intégrés dans le processus de synthese.
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Au-dela de l'idée générale du recours a des méthodes d’autoséquencement telle qu’énoncée
précédemment, la mise en ceuvre d'une telle stratégie requiert de disposer de méthodes de

synthese permettant de résoudre numériquement un tel probléme.

1. La premiere approche explorée repose sur les méthodes de synthese H,, structurée
(Apkarian and Noll, 2006, 2007; Burke et al., 2006; Gahinet and Apkarian, 2011) dont
les capacités de synthese multimodele peuvent étre mises a profit pour la synthese de
controleurs autoséquencés. L’extension de cette méthode de syntheése quant a I'inclusion

des TCC est développée dans cette these.

2. La seconde solution proposée est une approche modale tirant profit de la méthode
de placement de structures propres (Le Gorrec et al., 1998; Magni, 1999). Il est en
particulier montré que les capacités d’autoséquencement de cette méthode (Magni,

1999) peuvent étre mises a profit pour incorporer la contribution des TCC.

3. La derniere approche investiguée est une procédure de synthese générique de contréleurs
autoséquencés ne reposant pas sur une méthode de synthese spécifique contrairement
aux deux solutions précédentes. Elle consiste a venir ajuster de maniére successive les
degrés de liberté offerts par les formules de séquencement sélectionnées a priori. En
particulier, le résultat de synthese obtenu en un point d’opération donné du systeme
est préservé lors des itérations suivantes en choisissant les degrés de liberté ajustables

dans le noyau d’une application linéaire judicieusement sélectionnée.

Au détour de la mise en application de ces différentes approches s’est posé le probleme de
'extension de la premiere méthode de Lyapunov (Khalil and Grizzle, 2002) au cas de champs
de vecteurs qui ne sont pas contintiment différentiables. En effet, lorsque le champ de vecteur
est de classe C1, on sait que la stabilité locale d’un systéme est assurée si son linéarisé tangent
est exponentiellement stable. Or, certaines des formules de séquencement employées dans les
études de cas ne sont pas de classe C!, ce qui ne permet donc pas une application directe du

résultat précédent. L’étude de cette problématique est reportée en Annexe B.
Méthodologie et contribution au sous-objectif 1.2 (Chapitre 5) :

L’implémentation de controleurs séquencés introduite dans cette these permet d’éviter I’ap-
parition des TCC tout en présentant ’avantage majeur de ne pas recourir a la dérivée tem-
porelle du signal de sortie. L’approche proposée consiste au recours de stratégies de pré- et
post-filtrage. La composante de pré-filtrage est utilisée pour éviter I’émergence des TCC. La
composante de post-filtrage est quant a elle employée afin de préserver la dynamique entrée-
sortie du controleur a implémenter. En particulier, elle vise a incorporer la dynamique du
pré-filtrage au sein des modes cachés de maniere a éviter 'introduction d’une dynamique

parasitaire. Il est montré qu'une telle stratégie peut étre employée avec succes de maniere a
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remplir le sous-objectif 1.2.

2.2.2.2 Meéthodologie et contribution a la commande d’une aile flexible en di-

mension infinie

Le modele étudié ainsi que des rappels portant sur la théorie des Cp-semi-groupes sont pré-
sentés dans le Chapitre 6. Les contributions apportées au second objectif sont brievement

décrites ci-dessous.

Méthodologie et contribution a I’objectif 2 (Chapitres 7 et 8) : L’étude menée porte
sur une version linéaire des modeles utilisés dans (Bialy et al., 2016; He and Zhang, 2017).
L’aile est modélisée par un systeme a parametres distribués de deux EDP couplées décrivant
respectivement la dynamique en flexion et en torsion des déplacements flexibles. La loi de
commande proposée consiste en un retour de sortie se basant sur la position, la vitesse et
I’accélération des déplacements en flexion et en torsion a 'extrémité de laile. Il est a noter
qu’une telle loi de commande est similaire a celle proposée dans (He and Zhang, 2017) mais,
contrairement a cette derniere, présente ’avantage d’éviter I'implémentation d’un contréleur

dynamique nécessitant l'introduction de deux filtres d’ordre 1.

Dans un premier temps, la validité de la stratégie de commande proposée est évaluée pour
le cas particulier d’'une aile homogene. De maniere a s’assurer de l'existence et de I'unicité
des trajectoires du systemes bouclé, le probleme de sa well-posedness est investigué dans
le cadre de la théorie des Cy-semi-groupes. Une analyse de stabilité du systeme bouclé est
ensuite effectuée dans le cadre des méthodes des multiplicateurs d’énergie (Luo et al., 2012) &
travers la recherche d’une fonction de Lyapunov. Sous I’hypothese de contraintes structurelles
portant sur les parametres physiques du systeme (Bialy et al., 2016; He and Zhang, 2017),
cette analyse permet de garantir que l’énergie du systeme décroit exponentiellement vers zéro.
Des analyses complémentaires permettent alors de conclure que les déplacements en flexion
et en torsion de l'aile convergent uniformément le long de I’aile de maniére exponentielle vers

7éro.

Dans un second temps, I’extension des résultats précédents au cas plus réaliste d’une aile non
homogene en présence de perturbations en entrée de commande est étudiée. Il est montré
qu'un tel probléeme peut étre reformulé comme étant un probleme de commande a la fron-
tiere sous forme abstraite dont la well-posedness est analysée dans le cadre de la théorie des
Co-semi-groupes. En adoptant une démarche similaire a celle employée pour I'aile non homo-

gene, on retrouve en ’absence de perturbation en entrée les mémes propriétés de stabilité de

2. Plus communément connues dans la littérature sous le terme anglais de energy multiplier methods.
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I’énergie et des déplacements flexibles. En présence de perturbations bornées, il est montré

que 'énergie et les déplacements flexibles demeurent bornés.

2.2.3 Liste de publications
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CHAPITRE 3 PROBLEMATIQUE DES TERMES DE COUPLAGE
CACHES INTRODUITS PAR LE SEQUENCEMENT DES GAINS

Ce chapitre vise a rappeler les fondements du controle par séquencement des gains et a intro-
duire plus particulierement la problématique des TCC. Le séquencement des gains est une
méthode employée lorsqu’un systeme doit étre commandé sur un large domaine d’opération
et pour lequel un simple controleur LTI ne permet pas d’assurer la stabilité et le niveau de
performance requis, de par la forte dépendance de la dynamique du systéme vis-a-vis du
point d’opération. Un exemple typique d’un tel systeme est 'avion. En effet, un avion doit
étre opéré sur un large domaine de vol constitué des altitudes et vitesses de vol admissibles.
Ces parametres ayant un impact tres important sur la dynamique-méme de I’avion, un simple
controleur LTT se révele insuffisant. Dans ce cadre, 'approche par séquencement des gains
vise & synthétiser un controleur non linéaire permettant le controle du systeme sur l'intégra-
lité du domaine d’opération en tirant profit des méthodes de synthese de contrdleurs LTT.
Les gains du controéleurs sont alors amenés a varier en fonction du point d’opération courant

du systeme.

Dans le cadre général de la problématique du séquencement des gains, le probleme traité
dans la premiere partie de cette these concerne la problématique des TCC. Cette probléma-
tique surgit lorsque les gains du controleur sont séquencés par 'intermédiaire d’une variable
endogene du systeme, qui est typiquement une variable d’état ou une sortie du systeme a
commander. Dans cette configuration, le controleur voit ses gains varier en fonction d’une
grandeur qu’il cherche, directement ou indirectement, a contréler. Cette dualité entre variable
de séquencement et variable a contréler est a méme d’introduire des bouclages internes « ca-
chés » dans le systeme bouclé, pouvant parasiter, s’ils ne sont pas adéquatement considérés

lors de la phase de synthese, le comportement du systeme bouclé.

La Section 3.1 est consacrée a l'introduction et aux motivations de la méthode de séquence-
ment des gains. La Section 3.2 s’attache a mettre en exergue le phénomene des TCC dans le
cadre des controleurs séquencés. On s’attarde en particulier sur la raison de leur apparition et
leur impact sur la dynamique du systéme en boucle fermée. Les solutions développées dans la
littérature pour gérer I'émergence des TCC sont présentées dans la Section 3.3. Finalement,
tirant profit de I'une des méthodes existantes dans la littérature, la Section 3.4 introduit la
motivation qui ameénera aux solutions proposées dans la cadre de cette theése et qui seront

présentées dans le Chapite 4.
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3.1 Rappels généraux sur la méthode du séquencement des gains

Cette premiere section vise a effectuer des rappels généraux portant sur la synthese et I'im-
plémentation de controleurs LTT afin d’effectuer le contréle d’un systeme non linéaire. Dans
le cas plus complexe d'un systeme devant étre opéré pour un point de fonctionnement amené
a évoluer au cours du temps, on présente l'extension de ces approches a la méthode dite du

séquencement des gains.

3.1.1 Syntheése et implémentation d’un contrdleur LTI pour un systéme non

linéaire

On suppose que le systéeme a commander est sous la forme d’une représentation d’état dont

la dynamique est décrite par une EDO :

L= flz,u)
S= 3.1
{yzh(w,U) o

avec x(t) € R™ le vecteur d’état, u(t) € R™ le vecteur d’entrée et y(t) € RP le vecteur de
sortie. Le champ de vecteurs f : R™ x R™ — R"” représente la dynamique du systeme et la
fonction h : R® x R™ — RP génere le vecteur de sortie. On suppose par la suite que f et h

sont des fonctions de classe C!, i.e., contintiment différentiables.
Supposons que S admette un point d’équilibre (x., u.) € R" x R™ caractérisé par f(x., u.) =
0. Notons y, = h(x.,u.) € RP la sortie associée a cette condition d’équilibre. La dynamique

linéarisée du systeme en ce point d’équilibre est donnée par :

ox = g ox + ﬁ ou
52 I (3.2)
: oh oh ‘
oy = E ox Tu ou
T (@eue) Ul (ze,ue)

ou dx, du et dy s’interpretent comme étant les déviations des vecteurs @, u et y relative-
ment a leur valeur & I’équilibre. Sur la base de cette dynamique linéaire, il est possible de
synthétiser un contréleur LTT grace aux nombreuses méthodes disponibles dans la littérature

(e.g., placement de pdles, synthese H.,, LQR, ...). Supposons que 'on ait synthétisé, par
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I'une de ces méthodes, un contréleur sous la forme :

ox; = or — oy,
C =14 6k, = ASdx, + ASdx; + Bgéy (3.3)
du = C6x, + CSdox; + Dg5y

ou r(t) € RP' est un signal de référence que doit suivre y,(t) € RP* qui correspond a un
sous-vecteur de y(t). Dans cette configuration, la synthése consiste a choisir la structure
des matrices AS, ... ,Dg du contréleur ainsi que d’en ajuster (numériquement) les degrés de
liberté de maniere a ce que C;, une fois implémenté sur &;, soit stable et offre un niveau de

performance satisfaisant (temps de réponse, dépassement, etc).

Une fois le controleur C; synthétisé il faut 'implémenter sur le systeme non linéaire d’origine
S. Pour cela, la solution classique est de substituer dans (3.3) les symboles « d » par les
déviations des signaux du systéme non linéaire par rapport a leur valeur a I’équilibre!. Cela

donne lieu a 'implémentation suivante :

T, =T —1Y;
C2S i, = Az, + Alz, + BSly — y,] (3.4)
u=u, + Cx, + Clx; + Dg[y — Y.

Il s’agit a présent de vérifier que 'implémentation C ainsi proposée est conforme a la dyna-
mique LTT d’origine. Pour cela, le controleur C est placé en boucle fermée avec le systeme S.
A DPéquilibre du systéme, on obtient bien 7, = Y1, assurant ainsi le suivi de référence désiré
et

A AT @

1 =0. 3.5
CS Cf Lie ( )

)

Sous réserve que la matrice intervenant dans (3.5) est de colonne rang plein?, on obtient
Zee = 0 et x;, = 0. La linéarisation en ce point d’équilibre de C, caractérisé par (3.4),

redonne bien la dynamique LTI d’origine C; donnée par (3.3).

Une telle approche, a savoir synthétiser un controleur LTI sur la dynamique linéarisée pour

ensuite 'implémenter sur le systéme non linéaire d’origine, se justifie par deux théorémes au

1. Cette approche se justifie intuitivement par le fait que la dynamique linéarisée est obtenue en effectuant
un développement de Taylor a l'ordre 1 des fonctions f et h au voisinage du point d’équilibre étudié.
2. Cette hypothese sera largement reprise dans les prochains développements. Elle permet de garantir
I'unicité de la condition d’équilibre dTu controleur. En effet, si elle n’était pas vérifiée, le vecteur d’état a
T T

Péquilibre du controleur [z!. x|

o AC})
vectoriel Ker e L 2 {0}.
(ER-IE

serait libre de prendre n’importe quelle valeur dans le sous-espace
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fondement de I'étude de la dynamique des systémes non linéaires par leur linéarisé tangent.

En supposant que le champ de vecteurs est de classe C' :

— le théoreme dit de la premiére méthode de Lyapunov (Khalil, 1996) assure qu'un point
d’équilibre est localement exponentiellement stable si et seulement si la matrice jacobienne
du champs de vecteur évaluée au point d’équilibre est Hurwitz (cf. Théoreme B.5);

— si la matrice jacobienne évaluée au point d’équilibre étudié ne présente aucune valeur propre
a partie réelle nulle, le théoreme de Hartman-Grohman (Perko, 2013) assure l'existence d'un
homéomorphisme local (dans I'espace d’état et en temps) entre les trajectoires du systéeme

non linéaire et de son linéarisé tangent au voisinage du point d’équilibre.

3.1.2 Controleur séquencé

Dans de nombreuses applications, le controle du systeme au voisinage d’un point d’équilibre
unique s’avere souvent trop limité, voire insuffisant. C’est par exemple le cas de 'avion
qui doit étre opéré sur un large domaine de vol (i.e., 'ensemble des altitudes et des vitesses
atteignables par 1’avion). Dans ce type de configuration, un seul controleur LTI ne permet pas
d’assurer un niveau de performance adéquat du systeme bouclé sur I'intégralité du domaine
d’opération. On a alors recours a la méthode dite du séquencement des gains (gain-scheduling)

dont on présente ici les principales caractéristiques.

Supposons que le systeme a commander prend la forme de la représentation d’état paramé-

trique suivante :

T = f(a:,u,@)
S={ y=h(x,u,b) (3.6)
0co

ou, comparativement a la configuration (3.1) précédemment étudiée, on observe la présence
du terme supplémentaire 8(t), évoluant dans I'ensemble © C R® appelé domaine d’opération,
et qui intervient en argument des fonctions f et h. On suppose que ce parametre est exogene
et lentement variant dans le temps?®. Il permet ainsi de capturer des changements dans la
dynamique du systéme lors de son fonctionnement. On suppose que pour tout 8, € © fixé, en
prenant 0(t) = 8, pour t > 0, le systéme S décrit par (3.6) admet un unique point d’équilibre
caractérisé par (€.(0.),u.(0.)) € R* x R™ vérifiant f(x.(0.), u.(0.),0.) = 0. On introduit
la sortie a ’équilibre associée y,.(6.) € RP définie par y,.(0.) = h(x.(0.),u.(6.),0.).

Pour tout 0, fixé, on peut procéder similairement a la sous-section précédente. Dans un

premier temps on linéarise le systeme au voisinage du point d’équilibre associé au point

3. Lentement variant dans le temps signifie qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢ > 0, H(t)H < o.
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d’opération 6., donnant lieu a la dynamique LTI §;(6.). Dans un second temps on procede

a la syntheése d’un controleur LTI, par exemple sous la forme suivante :

ox; = 0r — dy,
Ci(0.) = § d&. = AS(0.)0x. + Af(6.)dx; + BS(6.)0y (3.7)
du = CS(0.)6x. + CY(0.)dz; + D(6.)dy

ot, dans la synthese, on impose que AS(0),. .. ,Dg(@) dépendent de manieére C' du point de

fonctionnement courant.

Selon les développements précédents, la famille de controleurs LTT ainsi synthétisée peut étre

implémentée sous la forme suivante :

Ty =T—Y
2 { &, — AC(O)w, + AL(O)a: + BE(O)[y — v.(6) (3.9)
u = u,(0) + C;(0)z. + C (8)z; + Dy (0)[y — y.(6)]

Comme précédemment 1’équilibre du controleur au point d’opération 6, € ©, lorsque placé
en boucle fermée avec le systeme S, est caractérisé par :

AS(Ge) AC<96) [wC,e(ee)] =0. (3.9)

)

C:(6.) Cf(0.)

Sous réserve que la matrice intervenant dans (3.9) est de colonne rang plein pour tout 8, € ©,
on obtient z..(0.) = 0 et x; .(6.) = 0. La linéarisation de C en un point d’opération 8, € ©
arbitraire redonne bien la dynamique LTI C;(6.) donnée par (3.7). Ainsi, C est bien une im-
plémentation adéquate de la famille de controleurs LTT précédemment synthétisée. Le contro-
leur obtenu est dit séquencé par rapport au point d’opération 6 et prend la dénomination de

controleur séquencé. On dit que @ est un parametre ou une variable de séquencement.

En placant le systéme S en boucle fermée avec le controleur séquencé C, on obtient un systeme

bouclé pouvant s’écrire sous la forme :

CL(S,C) (3.10)

T T
© est alors caractérisé par X.(0,) = {me(ee)T o’ OT} , Uc(6,) = [yl’e(ee)T 02} et
y.(0.) = h(X.(0.),U.(8.)). En supposant que la famille de controleurs LTT a 6té synthétisée

T T
ou X = {wT x, iBT} et U = {T‘T OT} . Le point d’équilibre au point d’opération 0, €
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de maniere & ce que pour tout point d’opération 6, € © le systéme bouclé composé de S;(6.)
et de C;(0.) est stable, alors le théoreme de la premiére méthode de Lyapunov permet de
garantir la stabilité exponentielle locale de CL(S,C) pour tout point de fonctionnement 6,
invariant dans le temps. La question est alors de savoir si, en un certain sens a définir, le
systéme CL(S, C) demeure stable pour de « lentes » variations du parametre de séquencement
0 et de I'entrée exogene de référence r. Une réponse positive peut, sous certaines hypotheses,

étre apportée par le résultat suivant.

Théoréme 3.1 (Lawrence et al. (1990)) Soit f : R" x R™ — R™ un champ de vecteurs

de classe C%. Fizons o € R" etty € R. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées.

— 1l existe un ensemble ouvert borné U C R™ et une fonction x, : U — R" de classe C' telle
que pour tout w € U, f(x.(u),u) = 0.

— 1l existe un nombre réel X > 0 tel que pour tout w € U, les valeurs propres de la matrice
jacobienne (Of /0x)(x.(u),u) ont toutes une partie réelle inférieure ou égale a —A\.

Alors, il existe o* > 0 tel que pour tout p € [0,0") et tout T > 0, on puisse trouver

61(0),02(0, T) > 0 de telle sorte que, pour toute fonction wu : [ty,+00) — U de classe C*

vérifiant :
1. o — we(ulto))[| < d1(0) ;

1
2. pour tout t > t, T HT ()| dr < 50, T),

la solution de 'EDO & = f(x,u) pour la condition initiale x(ty) = xo vérifie, pour tout
t>to, [le(t) — @ (u(t))] <o

De maniere intuitive, le théoreme précédent, appliqué au cas du séquencement de gain, éta-
blit que des variations suffisamment lentes du parametre de séquencement et de ’entrée de
référence permettent d’assurer que 1’état du systeme demeure proche de la valeur de I’état a

I’équilibre associé au point de fonctionnement courant.

3.2 Problématique des termes de couplage cachés

La problématique des TCC est intrinsequement liée a la nature instationnaire du parametre
de séquencement @. Plus précisément, cette problématique émerge lorsque le controleur est
séquencé par 'intermédiaire d’une variable endogene, typiquement une variable d’état ou un
signal de sortie du systeme a commander. Dans ce cas, le controleur présente des gains qui
varient en fonction d’une grandeur qu’il cherche, directement ou indirectement, a controler.
Cette dualité entre variable de séquencement et variable a controler est la source de l'intro-
duction de bouclages internes « cachés » dans le systeme en boucle fermée. Cette section vise

a identifier ces TCC et a évaluer leur impact sur la dynamique du systéeme en boucle fermée.
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3.2.1 Exemples illustratifs

De maniere a bien cerner la problématiques des TCC, on considere deux exemples acadé-
miques. Le premier traite du cas du controle d’un systéme dont la dynamique est non linéaire
par un retour d’état avec composante intégrale. Le second traite du controle par retour de
sortie avec composante intégrale d'un systéme dont la dynamique est linéaire mais I’équation

de sortie est non linéaire.

3.2.1.1 Exemple 1 - Non linéarité dans la dynamique du systéme

Soit le systeme non linéaire d’ordre 2 décrit par (Khalil, 1996) :

.i’l = tan Ty + X9
SE!{l iy =1 +u (3.11)
Y =22
ol u et y représentent respectivement ’entrée et la sortie du systeme. On suppose que les
variables d’état x; et xy sont utilisables pour procéder a un retour d’état. L’objectif de cet
exemple est de synthétiser un controleur séquencé permettant de garantir que la sortie y suit

le signal de référence r. Pour cela, le point d’équilibre du systéme (3.11) associé a y. = 0. € R

est caractérisé par :
T16(0e) = —tan~'4,, Toe(0e) = ye(be) = O, uc(be) = tan~!6,. (3.12)
La linéarisation du systeme S au point d’équilibre 6, est donnée par :

6$1 = (1 + 93)5331 + 5372
81(96) - 5$2 = 5.T1 + ou (313)
0y = g

ou dxy, dxa, 0y et du représentent les déviations de 1, x9, y et u relativement & z .(0.),
Tae(0e), ye(be) et ue(fe). Pour chaque point d’équilibre . € R donné, le controleur par retour

d’état avec composante intégrale C;(6.) donné ci-dessous est proposé (Khalil, 1996) :

0x; = or — oy

Cl(6)6> B { (SU = kz(ee)él'z + k1(06)5x1 + ]{?2(06>5CL’2 (314>
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ou d0r dénote la déviation du signal de référence r de la valeur d’équilibre r. = .. La fonction
de transfert du systeme bouclé liant I'entrée de référence or a la sortie dy est alors donnée

par :

T(Sl(‘ge)vcl(ee» (315)
_ ki(0e)(s — (14 62))
s3 — [ka(0c) + (14 62)]5* + [—k1(0e) + ka2 (6) (1 + 02) + ki(0c) — 1]s — ki(0) (1 4 62)

Les gains k;(0.), k1(0.) et ko(6,) sont calculés de maniere a placer les trois poles du systeme

en boucle fermée CL(S;(6,),C;(0,)) en —1 et —1/2 + j1/3/2. On obtient alors que :

BB = —— k(6 = —3— (1+62)(3+67)

_ _9_pn2
1+ 62 ko(0:) = —3—062.  (3.16)

1+62’
Ce choix de gains donne lieu a la fonction de transfert en boucle fermée :

—s/(146%)+1
T(Si(0e),C(0:)) = 3 _,_/(252 + 2)3 +1

(3.17)

L’architecture du systeéme linéaire bouclé CL(S;(0.),Ci(0.)) est illustrée a la Fig. 3.1(a).

I s’agit a présent de proposer un contrdleur (non linéaire) séquencé permettant d’implémenter
sur le systéme non linéaire d’origine S la famille de controleurs LTI C; = (Ci(6e))y, - Pour
cela, deux approches sont classiquement utilisées. La premiere consiste a substituer dans
(3.14) 6, par sa valeur courante y ainsi que de remplacer les déviations dz, dxz, dy et du par
21—216(Y), Ta—T2(Y), Y—Ye(y) et u—u,(y) respectivement. Néanmoins, cette approche n’est
ici clairement pas adéquate puisqu’elle aboutirait a remplacer 0xy par zo—22.(y) = y—y = 0,
amenant donc a annuler le retour de sortie de gain ky. La seconde approche consiste en

I'implémentation du controleur non linéaire donné par :

l"z‘ =T —
Cory — { y (3.18)
u=ki(y)x; + ki1(y)xr + k2 (y)y

L’architecture du systeme en boucle fermée consistant en 'interconnexion du systéme S et
du controleur séquencé Ceeq, notée CL(S, Cseq), est illustrée a la Fig. 3.1(b).

Afin de valider le choix du contréleur séquencé Cseq, on cherche a évaluer si le placement de

poles effectué lors de la synthese est bien satisfait. La linéarisation de la dynamique de Cseq
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00 1 k)
- N +5 oxy Oy
> k2<ee) _><><)—U,> Sl(@e) ]

+ 5$1

(a) Architecture du systéme linéaire en boucle fermée CL(S;(6e),Ci(6e))
au point d’opération . utilisé lors de la synthese.

iiiiiiii

+ i f
L S P
B 1 1_|_ + T Yy
| : Y U >
H Fa(y) X S
} o+ ] Z1
H k1 (y) 3

(b) Architecture du systéme non linéaire en boucle fermée CL(S, Cseq)
basée sur le séquencement des gains du contrdleur.

| kFCC(0,)
or+, de ox; + u
4’®—’ J ~ ki(0e) —’®
o + d0xy | Oy
al0) 0 i) '
+ 0x
— k1 (6e)

(c¢) Architecture du systéme linéarisé CL;(S, Cseq)(0e) résultant de la li-
néarisation du systéme bouclé CL(S, Cseq) au point d’opération 6.

Figure 3.1 Exemple 1 - lllustration de I'impact de 'implémentation d’un contréleur séquencé.
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au point d’opération 6. donne la dynamique linéarisée Cgeq,(6.) caractérisée par :

0x; = or — 0y
Cse l(ee) - (319)
Ry TCC
ou = ki(Qe)éxi + k1(0e)0xy + (k2(0.) + kg~ (0e))dy

ou, en introduisant x; (6.) = [ue(6e) —k1(0c) 21, (6e) — ka(0e)0.]/ki(6e) la condition d’équilibre

associée a la composante intégrale du controleur,

dhy
dy

dhy
dy

Ak

kgcc(eﬁ) dy

wi,e(ee) +
96

frl,e(ee) +
95

49 [96(7 4302y 4 20 ] tan=1(6,).

Oe (3.20)

Oe

4
_ 2
= 4(1+96)+1+93

14 62

e

Le controleur séquencé Cgoq présente donc une dynamique linéarisée Cgeq(6e) différente de
celle donnée par C;(0.) qui a été utilisée lors de la phase de synthese. En particulier, on
observe que le gain du retour portant sur la seconde variable d’état dxy est augmenté d’un
terme supplémentaire ki “¢(6,), référé sous la dénomination TCC. Ce terme fait intervenir
la dérivation des gains séquencés du controleur par rapport au signal de séquencement v,
ainsi que les conditions d’équilibre du systéme. Il introduit une boucle interne « cachée »
lors de la linéarisation du systéme bouclé au point d’opération 6., noté CL/(S, Cseq)(0e) =
CL(S1(6.), Cseqi(8e)), comme 'illustre la Fig. 3.1(c). On note en particulier que cette boucle n’a
pas été considérée lors de la phase de synthese, cette derniere étant basée sur CL(S;(6.), Ci(6.))

(comparaison des Figs. 3.1(a) et 3.1(c)).

Cette boucle « cachée » introduite par les TCC a un impact sur la dynamique du systeme
bouclé, et en particulier sur le placement de poles. Des lors, n’ayant pas tenu compte de sa
contribution lors de la synthese des gains du controleur, le placement précédent n’est plus
assuré par le controleur séquencé Csq. La Fig. 3.2 illustre la position des poles du systeme
bouclé CL(S, Cseq) apres linéarisation pour différentes valeurs d’équilibre du point d’opération
0. Le placement de poles désiré est uniquement satisfait pour 6, = 0 (pour lequel le TCC est
nul). De plus, il s’avere que le systéme est stable en boucle fermée uniquement pour |6, | < Oy,
ou Oy, ~ 0.417.

Ce premier exemple met en lumiere le probleme de I’émergence des TCC lors du design d'un

controleur séquencé et I’éventuelle perte de stabilité et de performance associée.
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Partie imaginaire
o

-2 0 2 4 6
Partie réelle

Figure 3.2 Exemple 1 - Evolution des valeurs propres du systéme bouclé CL(S,Cseq) apres
linéarisation pour différentes valeurs d’équilibre du point d’opération |6.| € [0, 1], en bleu pour
|0| proche de 0 et en jaune pour |6.| proche de 1. Les croix rouges indiquent le placement de
valeurs propres souhaité.

3.2.1.2 Exemple 2 - Non linéarité dans I’équation de sortie du systeme

Ce second exemple montre que le probleme des TCC peut également survenir quand la
non linéarité est présente uniquement dans I’équation de sortie. Soit le systéme non linéaire
d’ordre 1 décrit par (Rugh and Shamma, 2000) :

T=—-x+u

Sé{ (3.21)

y = tanh(x)

ol u et y représentent respectivement l’entrée et la sortie du systeme. L’objectif de cet exemple
est de synthétiser un contréleur séquencé par retour de sortie permettant de garantir que la
sortie y suive le signal de référence r. Pour cela, le point d’équilibre du systeme (3.21) associé

ay. =0, € (—1,1) est caractérisé par :
7e(0.) = uc(6.) = tanh ™" 0. (3.22)
La linéarisation du systeme S au point d’équilibre 6, est alors donnée par :

0r = —dx + du

Si(6.) = { Sy = (L— )62 (3.23)
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ou dx, 0y et du représentent les déviations de z, y et u relativement & x.(6.), ye(6e) et uc(6e).
Pour chaque point d’équilibre 6, € (—1,1) donné, le controleur proportionnel intégral (PI)

suivant est proposé (Rugh and Shamma, 2000) :

{ 8 = 0r — Oy
Ci(0e) = (3.24)
ou = ki(0e)ox; + ky(6e)(dr — oy)

ou dr dénote la déviation du signal de référence r de la valeur d’équilibre r, = 6.. Les gains
ki(0.) et k,(6.) sont donnés par :

ki(ee> = ! kpwe) = 3<1i02)7

(3.25)

et permettent d’assurer que la fonction de transfert du systeme bouclé est indépendante du

point d’opération courant 6., soit :

AY(s)  (1/3)s+1
AR(s) 82+ (4/3)s+1’

(3.26)

ou AR et AY dénotent respectivement les transformées de Laplace de dr et dy.

On cherche dés lors un contréleur (non linéaire) séquencé permettant d’implémenter sur le
systéme non linéaire d’origine S la famille de controleurs LTI C; = (Ci(6e))g (1 1)- Pour cela,

I'implémentation suivante est classiquement suggérée :

Coeq = { nere (3.27)
u = ki(y)zi + kp(y)(r —y)

La linéarisation de la dynamique du controleur Csq au point d’opération ¢, donne alors :

0x; = 0r — 0y
Cseq,l = TOC (328)
ou = ki(0c)ox; + ky(0c)(0r — dy) + k, =~ (6:)0y

o, en introduisant z; .(6.) = u.(6.)/k;(6.) la condition d’équilibre associée a la composante

intégrale du contréleur,

Ak
-3

20, tanh™1 6,
T e(ee) = 1_—02 (329)

Z’7
O

k’yTCC (96)

Le controleur séquencé linéarisé Cseq1 présente donc une dynamique différente de celle de C;.

En particulier, on observe que le gain du retour de sortie est augmenté d’un terme supplé-
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mentaire k:yTCC(Qe). Tout comme dans le cas de 'exemple précédent, ce terme additionnel
introduit une boucle interne « cachée » qui va venir perturber la dynamique du systeme
bouclé relativement a ce qui est attendu lors de la syntheése des gains. De maniere plus spé-

cifique, en tenant compte de I'impact du TCC, la fonction de transfert du systeme bouclé

CL(Si(0e),Cseqi(6e)) est donnée par :

AY(s) (1/3)s + 1

= . 3.30
AR(s) 82+ (4/3 —20,tanh™ ' 0,)s + 1 (3:30)

En comparant la fonction de transfert ainsi obtenue apres implémentation (3.30) a celle impo-
sée lors de la synthése (3.26), on note que la présence des TCC se traduit par I'introduction
d’un terme supplémentaire dans le coefficient de degré 1 au dénominateur de la fonction
de transfert (3.30). L’application du critere de Routh-Hurwitz garantit alors que (3.30) est
stable si et seulement si ,tanh™'6, < 2/3. Or, la fonction ¢ : (=1,1) — R définie par
©(f) = Otanh ™' (0) est paire, strictement croissante sur [0,1), admet un minimum global en

6 = 0 tel que ¢(0) = 0 et vérifie ¢(0) |9i> +00. Le théoreme des valeurs intermédiaires
IR

garantit alors l'existence d’'un unique 6y, € (0,1) tel que ¢(Om) = 2/3. On obtient numéri-
quement que Oy, ~ 0.725. Des lors, le systéme non linéaire bouclé composé de S et de Ceeq

est localement exponentiellement stable pour |0, < 6y, et instable pour |6.| > .

3.2.1.3 Analyse et bilan des deux exemples

Les deux exemples développés précédemment montrent I’émergence d’un probleme manifeste
lors de la synthese de contrdleurs séquencés. De maniere plus spécifique, la difficulté surgit

lors de la transition entre :

1. la famille de controleurs LTI C; = (C;(6e)),, o qui a été synthétisée pour chaque point

de fonctionnement 6. du domaine d’opération © ;

2. 'obtention d'un controleur non linéaire Cyq obtenu par le séquencement de C; avec une

variable endogene (variable d’état ou signal de sortie) .

Un séquencement non adéquat de C; donne lieu a un contrdleur non linéaire Cy, dont la
dynamique linéarisée Cgeq(fe) ne coincide généralement pas avec celle de C;(6.) a cause de
I’apparition des TCC. Cette différence provient du fait que lors de la synthese des gains du
controleur LTI Cy(0.), on suppose de maniére implicite que le point d’opération ne varie pas.
Or, le point d’opération étant fonction de certaines variables endogénes?, les gains du contrd-
leur séquencé sont amenés a évoluer en fonction de la valeur courante de certaines variables

internes du systeme bouclé; c’est la source méme des boucles internes « cachées » introduites

4. Pour les deux exemple développés, le point d’opération coincide avec le signal de sortie du systéme.
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par les TCC. Lorsqu’ils ne sont pas considérés adéquatement lors de la phase de synthese,
ils peuvent conduire a des résultats non conformes aux attentes dont, potentiellement, la

déstabilisation du systeme en boucle fermée.

3.2.2 Formulation générale du probléme

On s’attache a présent a introduire la problématique des TCC dans le cadre général d'un

controleur séquencé par retour de sortie.

3.2.2.1 Systeme non linéaire, systeme linéarisé et paramétrisation

On suppose que le systeme a commander est sous la forme de la représentation d’état sui-

vante :
T = f(r,u,w)

Sé{ (3.31)

y = h(z,u, w)

avec x(t) € R” le vecteur d’état, u(t) € R™ le vecteur d’entrée de commande, w(t) € R?
le vecteur d’entrée exogene et y(t) € R? le vecteur de sortie (ou n,m,p,q € N*). Le champ
de vecteurs f : R® x R”™ x RY — R” représente la dynamique du systeme et la fonction
h : R™ x R™ x R? — RP géneére les sorties du systeme. On suppose par la suite que f et h

sont des fonctions de classe C'.

On s’attache ici au probleme de suivi pour des signaux de référence lentement variant dans
le temps. On introduit alors 7(¢) € RP* le vecteur de référence et on suppose sans perte
de généralité que le vecteur de sortie s’écrit sous la forme y = {le yﬂT, ou y,(t) € R™
contient les sorties du systeme qui doivent suivre 7(t), et oul y,(t) € RP? contient les sorties
supplémentaires utilisables par la loi de commande avec p; + ps = p (ot p; € N* et p, € N).
Des lors, I’équation de sortie de (3.31) se scinde sous la forme y, = hy(x,u,w) et y, =
ho(x,u, w) de telle sorte que h = {th hy r. Le vecteur d’entrées exogenes est décomposé

T

.
m} ,oud(t) € R est le vecteur représentant les perturbations non

sous la forme w = [dT w
mesurables (e.g., bruit des capteurs), w,,(t) € R% le vecteur des entrées exogenes mesurables
(e.g, dans le contexte aéronautique, altitude, vitesse de vol, pression dynamique) avec ¢;+¢qo =

q (ou q1,q2 € N).

Dans la mesure ou l'objectif du contrdle est d’assurer que y, suive le signal de référence r, on
s'intéresse aux points d’équilibre tels que leur valeur a ’équilibre coincident. Cela se traduit
pas la contrainte y,, = r. € Q, ou Q est un sous-ensemble fermé et connexe par arc de
RP1 dans lequel on souhaite faire évoluer le signal de référence 7. De plus, on considere des

perturbations d de faible amplitude autour de leur valeur nominale d, € R?. Sans perte de
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généralité, on peut supposer que d. = 0. On considere alors la famille de points d’équilibres

définie par :

E 2 {(xe,ue, w,) €ER" x R™ x RY
(3.32)
f(we7’u’€7w€) - 07 hl(weauevwe) = Te, de - 07 r. € Q},

ou x., u. et w, représentent respectivement les valeurs prises a l’équilibre par @, u et
w. On suppose que &, peut étre paramétrisé de maniére C' par un vecteur, référé sous la
dénomination de « point d’opération », 8 € O, ou © est un sous-ensemble fermé connexe
par arc de R® (ou s € N¥), ie., il existe une fonction p : © — &, bijective, de classe
CH(O;R" x R™ x RY) et telle que :

(Te, Ue, w,) € E; < T0. € O & (., U, we) = 1(0,). (3.33)

De plus, on suppose que le point d’opération 8, = = (., u., w.) dépend uniquement de la
mesure de la sortie du systeme y, et des sorties exogenes mesurables w,, .. Cette hypothese
implique que pour tout vecteur admissible y, et w,y,, il existe un couple unique de vecteurs
(e, u) tel que (e, ue,w.) € &, et h(x.,u.,w.) = y,. De maniere plus spécifique, on

suppose qu’il existe une fonction v : R — © bijective, de classe C'(R,R®) avec
R ={(Yp; Wime) € RP X R® : h(xe, U, We) = Y, (Te, Ue, w,) € &}, (3.34)

et telle que
(Tey Ue,w,) = p(0:) < 0. = v(Y,, Wine). (3.35)

Par la suite, lorsque 'on considérera un point de fonctionnement @ € © donné, on notera
z.(0) € R", u(0) € R™, y,(0) = [4,.(0) 4,.(0)"]" € R, w,, .(0) € R® les grandeurs
associées au point d’équilibre p(8). Des lors, les grandeurs précédemment énumérées sont
assimilées a des fonctions de classe C! définies sur le domaine d’opération © (la régularité C*

provient du fait que p, hy et hy sont supposées continiiment différentiables).

Dans le cadre de la synthése d'un controleur séquencé, le systeme S est linéarisé pour chacun
des points d’opération 8, € © (i.e., autour du point d’équilibre associé (8. )). Introduisant
respectivement dx, du, dw et dy, les déviations de x, u, w et y relativement a la condition
d’équilibre x.(0.), u.(6.), w.(0.) et y.(0.), la linéarisation de S donne le systeme LTI

suivant :
dx = AS(0.)dx + B5(0.)6u + BS(0.)dw
5.(0,) 2 (0.) 2 (6c) w(6e) (3.36)
oy = C%(0.)0x + D3 (0,)6u + D (6.)dw
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ol
A%0) = 1 e BS0) = T emer B0 = DL R
Tl u0.) Ulneo) Wie.)
(3.37)
h h h
C5(0,) = g c R D3(0,) = g c RP*™ DS(0,) = g € RPX9,
Zlu0.) Uluo.) Wi,i6.)
(3.38)

On définit alors la famille de modeles LTT associée au systéeme S indexée par le point d’opé-
ration 8, € © comme suit :

S ={S(0.) : 6.<6}. (3.39)

3.2.2.2 Famille de contrdoleurs LTI

Dans le contexte d’une synthese de contréleur par séquencement des gains, le premier objectif
est de synthétiser, pour chaque modele §;(6.) € S;, un controleur C;(6.). Plusieurs méthodes
existent pour synthétiser une telle famille de controleurs, que ce soit par une approche de

synthese point a point classique ou par des méthodes modernes de type LPV.

Soit le contrdleur LTI C;(0.) illustré a la Fig. 3.3 et de la forme :

0x; = or — oy,
Ci(6.) = { . = AS(0.)dx. + AL(0.)dx; + BE(6.)r + B (6.)dy (3.40)
du = CS(0.)dx, + CF(6.)dx; + DE(6, )67 + DS(6.)dy

ou r, dy, et dy, désignent les déviations de r, y, et y, par rapport a leur valeur d’équilibre
Tc(0c), Y1 .(0c) et Y, .(0.), et ot le vecteur d’état du controleur est constitué de la composante

intégrale dx;(t) € RP* et du vecteur dx.(t) € R" (avec n. € N).

o0y,

9@ =V Y, Wne

| [acmeng] | 5
C¢ | [c¢DEDE

oy r’

Figure 3.3 Controleur linéaire C;(6.)

;\\)9 >

(=%}
ﬁ
+
|
W | =

On suppose que les entrées des matrices AS(0) € R™*" ... DS(0) € R™*P sont des fonc-

tions C' du parameétre de séquencement @ € ©. On suppose de plus que pour tout 8. € O,
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la matrice suivante est de colonne rang plein :

AC(0.) Af(6.)

BOI=cero,) o,

, (3.41)

c’est-a-dire, rg(E(6.)) = n. + p; pour tout 8, € ©. Cette hypothese implique en particulier
que m > pi, indiquant que le systeme présente un plus grand nombre d’entrées m que le
nombre de sorties impliquées dans le suivi de référence p;. Elle sera utilisée par la suite afin
de garantir I'unicité du vecteur d’état du contréleur a I’équilibre pour un point d’opération 8.
donné. On peut alors introduire la famille de controleurs LTT indexée par le point d’opération

6. € © comme suit :

G 2{c(.) : 0. c0O}. (3.42)
ow
|
'Sl(ee)
ou oy
Ci(6.) or

Figure 3.4 Systéme linéaire en boucle fermée CL(S;(6.),Ci(6.))

Dans ce contexte, 1'objectif est donc d’ajuster les gains du controleur a architecture fixe
de maniere a garantir qu’a chaque point d’opération 6, € O, le systeme en boucle fermée
dénoté CL(S5,(60.),Ci(0.)) (cf. Fig. 3.4) est asymptotiquement stable et présente un niveau de
performance qui rencontre les requis. Dans le cas d'un design basé sur une approche LPV,
on peut également chercher a garantir que la stabilité et les performances du systeme LPV
en boucle fermée soient satisfaites pour un niveau prédéfini de la vitesse de variation des

parametres a temps variant.

3.2.2.3 Controleur séquencé et émergence des termes de couplage cachés

Deux architectures de controleurs séquencés sont classiquement proposées pour implémenter
la famille de controleurs LTI C; précédemment synthétisée. La premiere s’inspire directe-
ment de la méthode d’implémentation d’un contrdleur LTI cong¢u pour fonctionner autour

d’un point de fonctionnement donné du systeme non linéaire. Pour cela, si 'on souhaite
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implémenter pour un point d’opération 6, fixé le contrdleur LTI C;(6.) sur le systéme non
linéaire S afin de le commander au voisinage du point d’équilibre p(8.), on aurait recours a

I'implémentation suivante :

T, =7r—1Y
. = AL (0.)x: + AF(0.)z; + B (0.)[r — y1.(6:)] +By(0.)[y — y.(6.)]

u = u.(0.)+ Cg(ee)mc + Cf(ee)mi + Dg(ee)[r - yl,e(06>] + Dg(ee)[y —y.(0.)]
(3.43)
En effet, une fois ce controleur placé en boucle fermée avec le systeme non linéaire S, son

point d’équilibre associé au point d’opération 6, est caractérisé par

T6<96) = y1,€(06>7 E(ee)

zéz;} ~0. (3.44)

Cela implique, puisque la matrice E(6.) est supposée de colonne rang plein, que x..(6.) = 0
et x;.(0.) = 0. Des lors, la linéarisation de (3.43) au point d’équilibre associé au point de
fonctionnement 6, permet bien de retrouver le controleur LTI C;(0.) d’origine donné par
(3.40). Néanmoins, I'implémentation (3.43) n’est valable que dans un voisinage du point
d’opération 8.. De maniere a ce que le stratégie de controle s’adapte aux variations du point
d’opération, une approche classique pour obtenir le controleur séquencé consiste a remplacer

0. par sa valeur courante dans (3.43) :

Ti=T—Y;
.= A(0)x, + A{(0)x; + B (6)[r —y, ()] + B (0)[y — y.(6)]

u = u.(8) + CS(0)x. + C{(8)x; + DI(0)[r —y,.(0)] + DS (0)[y — y.(0)]
0 =v(y,wy,)

A
Cseq,l -

(3.45)
Bien que Cseq,1 semble étre a premiere vue une simple extension de I'implémentation valable
autour d’un point de fonctionnement fixé tel que donnée en (3.43), le fait de remplacer 6,
par sa valeur courante 8 = v(y, w,,) introduit un couplage supplémentaire qui va modifier la
dynamique du contréleur. Pour le montrer, on caractérise dans un premier temps 1’équilibre de
Cseq,1 @ssocié au point de fonctionnement 6. lorsque placé en boucle fermée avec le systéme S.
La composante intégrale garantie que r.(0.) = y; .(6.). Comme précédemment, la présence
des conditions d’équilibre dans l'architecture du controleur séquencé Ceeq 1 et le fait que E(6.)

est supposé de colonne rang plein assure que z..(0.) = 0 et x;.(0.) = 0. La dynamique
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linéarisée de Ceeq 1, illustrée a la Fig. 3.5, est alors donnée par :

ox; = or — oy,
ok, = AS(6,)dx, + AS(6,)dx; + BE(,)dr + BE(0.)dy + BS(6.)d6
Cocqt(0c) = | Su = C%(6,)8x, + CC(8,)d; + DE(6,)5r + DE(0,)dy + DE(6,)56 (3-46)

B ov ov

00 = —
oy ow,,

ow,,

oy +
v=1(0e)

v1(0e)

ott B§(0,) € R™** et D§(0,) € RP** sont les TCC qui prennent la forme :

B} )
B§(6.) = ~BY(6.) | —BLO.) |
5 % . oy %o, 5 (3.47)
D§(6.) = ~¢| —DYO,) “ok| —DE(O,)
9( ) o0 . T‘( ) o0 0 y( ) 00 0
5y1 ee = V(yea wm,e)
or Ao L oz i
S
- | AL [Ag B¢ B Bﬂ Su
1| €¢ | [c¢ DS DS D]
oy v ) 50
Y|, 10, 5
1% e +
5wm ay
é}u}m ,,71(05,)

Figure 3.5 Dynamique linéarisée Cseq(0.) du controleur séquencé

On observe donc que I'implémentation Cseq,1 Ne permet pas de retrouver, apres linéarisation,
I'architecture du contréleur LTI C;(6.) donnée par (3.40) di a 1’émergence des TCC. Ces
termes de couplages sont ici la conséquence directe du recours aux conditions d’équilibre
du systeme S au sein du controleur séquencé et de leur évolution en fonction du point
d’opération courant 6. En effet, les TCC (3.47) dépendent ici des dérivées partielles des
conditions d’équilibre relativement au parametre de séquencement 8. Ces résultats tendraient
a indiquer que la problématique des TCC est conditionnée par 'utilisation des conditions
d’équilibre du systeme S dans I'architecture du controleur séquencé. On verra cependant que

ce n’est pas le cas a travers I’exemple d’'une seconde architecture.
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L’architecture Ceeq,1, au-dela de I'émergence des TCC, présente le défaut d’utiliser explicite-
ment les conditions d’équilibre du systeme S. De maniere a éviter cela, la seconde approche
classique consiste a directement utiliser I’architecture du contréleur LTI (3.40) en rempla-
cant simplement le point d’équilibre 8, par sa valeur courante 8 = v(y, w,,). Le contrdleur

séquencé ainsi obtenu prend la forme :

T, =T—1Y
&. = A%(0)x, + AS(0)x; + BE(8)r + BE(0)y
u = CS(8)z. + CE(8)x; + DE(0)r + DE(B)y

>

(3.48)

Cseq,Q

0=v(y wy)

Cette architecture présente 'avantage d’étre la plus simple possible, ne nécessitant que la
connaissance des gains du controleur a travers le domaine d’opération. De maniere a évaluer
sa dynamique linéarisée, on cherche a caractériser ’équilibre du controleur Cseq2 associé
au point d’opération 6. lorsque placé en boucle fermée avec le systéme non linéaire §. La
composante intégrale garantit que r.(6.) — vy, .(0.) = 0. De plus, 'équilibre du vecteur d’état

du controleur est caractérisé par ’équation :

—B¢(0.)r.(6.) — BS(6.)y.(6.)

06
E(6.) u.(0.) — DE(6,)r(6.) — DS(8.)y,(6.)

(3.49)

wc7e<06)]

= F(8,) £
wi,e(ee) ( ) |:

La matrice E(0,) étant supposée de colonne rang plein, E(0,)"E(0.) € GL,_ ,n(R). Ainsi,
sous I'hypothese que I’équation (3.49) admette une solution, celle-ci est unique et est donnée

par :

[‘T“(Oe) — E(0.)/F(6.), (3.50)

mi,e(ee)

ot (-)T correspond & la matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose qui, dans le cas présent, s’ex-
prime sous la forme E(0,)" = (E(6.) "E(0,))'E(0.)". Il est & noter que sous les hypothéses
actuelles, I'existence d'un tel point d’équilibre n’est pas assurée, dans la mesure ou (3.49) n’ad-
met pas nécessairement de solution lorsque m > p;. Ainsi, des lors que F(6.) ¢ Im(E(8.)),
le controleur, et donc a fortiori le systéeme en boule fermée, n’admet pas de point d’équilibre
pour le point d’opération 6.. Une condition nécessaire et suffisante garantissant 1’existence
dun point d’équilibre pour chacun des points de fonctionnement a travers le domaine d’opé-

ration est donnée par :

VO c ©, E(Q)E(0)'F(0) = F(0). (3.51)

Cette condition prend la forme d’une contrainte faisant intervenir les matrices de la représen-
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tation d’état de la famille de controleurs LTI C;(6.) et les conditions d’équilibre du systeme
en boucle ouverte S. En général, elle impose des contraintes sur le choix de I'architecture du
controleur. En supposant que la contrainte (3.51) est satisfaite, la dynamique linéarisée du
controleur séquencé Cyeq o coincide avec celle de (3.47) tel qu’illustré a la Fig 3.5. Cependant,
les TCC différent de ceux obtenus avec 'architecture de controle Ceeq1 (3.47) et prennent la

forme suivante :

OAC 0AS OB¢ OB¢
Bgl(ee) = 2 mc,e(ee) + - i,e(ee) + = re(0e) + z Y.(0.),
, o0 |, 9 |, % |, 0 |, -
oC¢ oC¢ oD¢ oD¢ '
Dc 06 = < c,e 06 : ie 06 - eae 4 067
00 = Tt | w00+ 5 w00+ G| ri00+ ) uio)

ot B§, et D§, correspondent respectivement & la [-iéme colonne des matrices B§ et D§, et

) représente la [-ieme composante du vecteur 6.

Il est & noter que les développements précédents se simplifient lorsque le nombre de sorties
impliquées dans le suivi de référence coincide avec la dimension du vecteur d’entrée, i.e.,
m = py. En effet, la matrice E(6,) est dans ce cas carrée et I'hypotheése de colonne rang plein
est alors équivalente a l'inversibilité de la matrice. La condition (3.51) est alors trivialement
vérifiée puisque pour tout @ € ©, E(0)! = E(0)~!. 1l en découle donc que 1'équation (3.49)
admet toujours une unique solution, permettant de caractériser le vecteur d’état du contréleur
a Déquilibre au point d’opération 6, par [x..(0.) z;.(0.)"]" = E(8.)"'F(0.).

Ainsi, bien que le controleur séquencé Ceeq 2 ne fasse pas intervenir les conditions d’équilibre
du systeme S, on observe tout de méme 'apparition de TCC. Contrairement au controleur
séquencé Ceeq 1 dont les TCC (3.47) font intervenir les dérivées partielles des conditions d’équi-
libre du systeme S, les TCC (3.52) engendrés par le controleur séquencé Ceeq 2 font intervenir

des dérivées partielles portant sur les matrices de la famille de controleurs LTI C;.

3.2.2.4 Bilan

L’étude de la dynamique linéarisée des deux controleurs séquencés précédemment introduits
indique que l'apparition des TCC est une problématique inhérente au séquencement des
gains et tire son origine de la nature instationnaire du point d’opération. En effet, lors de
la syntheése point a point des contréleurs LTI, on suppose de maniere implicite que le point
d’opération et les gains du contréleur sont statiques. Hors, ces hypothéses sont mises en
défaut lors de I’étape de séquencement des gains puisque le controleur séquencé voit alors son
point d’opération varier dans le temps. Cette dualité entre synthese sur un point d’opération

constant et implémentation pour un point d’opération variant dans le temps est la source
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méme de l'introduction des TCC (3.47) et (3.52).

ow
o) i oy
CENAT S
5’!/1

i dx; 1 .
S
AC| [ASBEBOBS] T I+ L ér
C¢ | |c¢DEDEDY] | |+
60 o ov
& Oy v=1(6.)
+ €
v ow,,
OWml,-16,)

Figure 3.6 Systeme linéarisé en boucle fermée CL;(S, Cseq)(6.)

De maniere & analyser I'impact des TCC, I'architecture CL;(S, Cseq)(6e) du systeme en boucle
fermée linéarisée au point de fonctionnement 6. est illustrée a la Fig. 3.6. Cette architecture
est & comparer a celle du systeéme linéaire CL(S,(0.),C(0.)) utilisée & des fins d’ajustement
des gains du controleur de la Fig. 3.4. On observe que le passage d’un point d’opération
invariant dans le temps 6. pour la famille de controleurs LTI C; vers un point d’opération
qui varie dans le temps 0(t) = v(y(t), w.,(t)) pour le controleur séquencé Cgq résulte en
I’apparition des TCC qui ont un double impact sur la dynamique du systeme bouclé. Le
premier consiste en une contribution de type perturbation externe induite par les variations
du signal de séquencement exogene w,,. Cette contribution correspond a la partie en bleu
sur le schéma bloc de la Fig. 3.6. La nature exogene de cette perturbation n’a alors pas
d’impact sur le positionnement des poles du systeme en boucle fermée et n’est donc pas de
nature a modifier les propriétés de stabilité locale du systeme non linéaire en boucle fermée.
Ce n’est pas le cas de la seconde contribution des TCC dont I'impact est illustré par la partie
en rouge sur le schéma bloc de la Fig. 3.6. En effet, la contribution des TCC est ici liée a
la variation du parametre de séquencement en fonction du signal endogene y. Il introduit
deés lors un bouclage interne qui impacte la position des poles du systeme linéarisé en boucle

fermée et modifie donc les propriétés de stabilité locale du systéme non linéaire en boucle
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fermée (confere les deux exemples de la Sous-Section 3.2.1). Il s’agit donc d’intégrer ou de

contrer I'impact des TCC lors de la synthése du controleur séquencé.

3.3 Solutions développées dans la littérature

L’objectif de cette sous-section est de passer en revue les méthodes reportées dans la litté-
rature permettant de traiter la problématique des TCC au niveau du design du contrdleur

séquencé.

3.3.1 Structure de contrdoleur séquencé s’affranchissant des termes de couplage

cachés

La premiere approche consiste a chercher une architecture de controle qui permet de garan-
tir 'annulation des TCC (Lawrence and Rugh, 1993; Rugh and Shamma, 2000; Lawrence,
2001a). Pour les controleurs séquencés Ceeqi €t Cseq2 donnés respectivement par (3.47) et

(3.52), il s’agit donc, au vu de la dynamique linéarisée Cgeq(6e) donnée par (3.46), d’assurer

que :
ov ov
v € ©, BS(0) S = 0,.xp, D5(0) S = 0yxp; (3.53)
Yy v=1(0,) Yy v=1(0.)
ov ov
Ve € ©, BS(0 = 0,.x0,, DS(O = Oyxas- 3.54
) 9( )awm 1(6.) cXq2 9( )a,wm (62} Xq2 ( )

La condition (3.53) vise a prévenir 'apparition d’un bouclage interne non désiré lié au séquen-
cement par des variables endogenes, tandis que (3.54) vise a annuler U'effet de perturbations
externes causées par les variables de séquencement exogenes. De par leur nature différente,
la satisfaction de la contrainte (3.53) revét un caracteére prioritaire comparativement a la
contrainte (3.54). Les contraintes (3.53) et (3.54) imposent des contraintes structurelles pour
les architectures des controleurs séquencés Ceeq1 €t Cseq2. Si l'on considere a titre d’exemple

le controleur séquencé Cyeq 1, la contrainte (3.53) revient & imposer ® que pour tout V0 € © :

Jy oy ov
C l,e C e v _
{Br(e) 26 |, B,) 29 9} 0Y|,-1 ) O
(3.55)
Qucl _peigy Mie| _peigy We| | ~0
00 |, 00 |, v 00, oyl T

5. La satisfaction de la contrainte (3.54) donne lieu a une contrainte similaire a (3.55) dans laquelle les
dérivée partielles de v relativement a y sont remplacées par les dérivée partielles de v relativement a w,,.
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Les conditions d’équilibre étant fixées par le systeme a commander S, les degrés de liberté
afin de satisfaire la contrainte précédente sont donc 1) le choix du séquencement v et 2)
la structure des matrices impliquées dans la famille de controleurs LTI C;, ainsi que leur
dépendance vis-a-vis du parametre de séquencement 6. Il est a noter que dans le cadre du
controleur séquencé Ceeq 1, les contraintes (3.53) et (3.54) impliquent uniquement les matrices
B¢, Bg, D¢ et D‘yz issues du controleur LTI C;(8,) (3.40). Ce constat ne s’applique pas dans
le cas de I'architecture de controleur séquencé Cgeq 2 pour laquelle les TCC donnés par (3.52)

impliquent I'ensemble des matrices de la représentation d’état du contrdleur LTT C;(6.).

Les conditions (3.53) et (3.54) s’averent tres restrictives, imposant de séveres contraintes sur
la structure des matrices impliquées dans le controleur séquencé. Plusieurs degrés de liberté
du contrdleur doivent étre fixés, généralement au détriment des criteres de stabilité et de
performance. De plus, la satisfaction de ces conditions d’annulation des TCC va a ’encontre
des méthodes traditionnelles de synthese de controleurs séquencés. En effet, la satisfaction
des conditions (3.53) et (3.54) nécessite, des la phase de synthese des gains, d’anticiper ce que
seront les TCC une fois le contréleur séquencé obtenu de maniere a identifier correctement les
contraintes structurelles sous-jacentes visant a leur annulation. Ces contraintes structurelles

devront alors étre intégrées dans le design des la phase de synthese point a point.

Une solution alternative consiste a annuler les TCC lors de I'implémentation de (3.40) grace

I'architecture suivante (Rugh and Shamma, 2000) :

T, =T —1Y
. =AL(0)[x — o(0)] + AT (0)[2; — T (0)]
+BL(0)[r — y,.(0)] + B;(0)[y — y.(0)]
u =u.(0) + C5(0) [z, — x..(0)] + CF(0)[x; — ;.(0)]
+D(0)[r —y,.(0)] +DJ(0)[y — y.(0)]
0 =v(y,w,)

A
Cseq,i’) =

(3.56)

oux.e : © - R"™ et ;. : © — R sont deux fonctions de classe C' dont le choix est
dicté par la volonté de prévenir I'apparition des TCC. La notation de ces fonctions tire son
origine du fait que pour tout point d’opération 8, € O, x..(0.) et x;.(0.) coincident, sous
I'hypotheése que E(6.) est de colonne rang plein, avec les conditions d’équilibre du vecteur
d’état du controleur Cseq3 (au point d’opération 6.) lorsque ce dernier est placé en boucle
fermée avec le systeme S. Il est a noter que Cgeq,1 est un cas particulier de Cseq3, Obtenu
lorsque I'on impose .. = 0 et x; = 0. La linéarisation de la dynamique du controleur

séquencé (3.56) au point d’opération 6, résulte une nouvelle fois en la dynamique Ceeq(6.)
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donnée par (3.46) mais dont les TCC prennent cette fois la forme suivante :

oz ox; dy dy
BS(0.) = —A%(0,) =) — ASB,) =) —BY(0.) = —BE(B.) =L
0( 5) c( 6) 06 0 % ( 6) 00 0 7“( 6) 06 0 y( 6) 00 0 )
ou ox ox; oy Jy
d . e e ce e i,e I Y4 le 1N e
D@(ee) - o0 o CC (06) 00 0 ) (96) o0 0 D?" (05> 00 0. Dy(ee) 00 o :
(3.57)

L’introduction des fonctions .. et z; . fait apparaitre dans I'expression des TCC deux termes
supplémentaires par rapport aux TCC résultant du controleur Cgeq1 donnés par (3.47). De
maniere a garantir 'annulation de ces TCC, les contraintes (3.53) et (3.54) doivent alors étre

satisfaites. En particulier, la condition (3.53) est équivalente & la contrainte® que pour tout

0co,
O ox; oy Jy ov
AC 0 “e ¢ g) ¢ BC 0 le BC 0 e e -0
{ (@) 98 1y 1 90 |, 0 90 |, o) 060 9} oy v=1(8) 7
ox ox 0y, oy ou ov
CE(0) 25| +CE(0) 25| +DS(O) k| +D5(0) =5 — =) L= =0
{ 90 |, 20 |, 20 |, Y 98 |, 90 |,) Oy|,-1
(3.58)

En comparant les contraintes (3.55) et (3.58), 'introduction des fonctions .. et ;. permet
de donner plus de degrés de liberté lors de I'implémentation du contréleur séquencé. Alors que
la condition (3.55) fait porter des contraintes uniquement sur l'architecture des matrices de
la famille de controleurs LTI C;, une partie de ces contraintes peut dans le cas du contréleur
Ceeq,3 €tre transférée sur le choix des fonctions @, et x; .. Dans une configuration idéale, on
peut alors envisager d’effectuer la synthese de la famille de contréleurs LTI C; indépendam-
ment de la problématique des TCC, et de n’intégrer cette problématique que dans la phase
d’implémentation de C; via le recours au controleur séquencé Cgeq 3 dont les composantes @ .
et x; . (ainsi qu’éventuellement le séquencement v) sont déterminées de maniere a satisfaire
les contraintes (3.58). Cependant, il n’existe pas de garantie quant a l'existence de fonctions
Z.. et ;. solutions de (3.58) pour une famille de contréleurs LTI C; donnée a priori. Il faut
donc en général recourir a une solution intermédiaire ou la contrainte (3.58) est satisfaite a
la fois par le choix des fonctions x.. et x; ., ainsi que par la restriction de certains degrés de

liberté dans la structure des matrices des controleurs LTT.

Remarquons pour conclure que dans le cas courant ou le nombre de composantes intégrales

6. La satisfaction de la contrainte (3.54) donne lieu & une contrainte similaire a (3.58) dans laquelle les
dérivée partielles de v relativement a y sont remplacées par les dérivée partielles de v relativement a w,,.
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coincide avec le nombre d’entrées du systeme, i.e., p; = m, et sous ’hypothese habituelle que
la matrice E(@) est de colonne rang plein pour tout € € O, la condition (3.58) se simplifie

en se réduisant pour tout @ € O a :

0:1307@ C ayl,e I aye

29 |,| ov » _{BT@ o0 | TBiO 5 v

oz..| | Oy = E(9) Ou oy, oy oy '
ie Yl,-1(0) el _pc Lel _ pc(g) L= Y109

26 |, {80 , ) 5 , T ,

(3.59)

Cette approche dans la gestion des TCC a notamment été employée pour la commande de
la dynamique en tangage d’un missile (Nichols et al., 1993) ou le systéme dit du ball and
beam (Ignatov and Lawrence, 2001; Lawrence, 2001b; Lawrence and Sznaier, 2004; Wu et al.,
2016).

3.3.2 Dynamical Gain Scheduling

La méthode du DGS consiste a effectuer une synthese point a point classique sans se soucier
des TCC puis a intégrer I'impact de ces derniers au niveau de la recherche d’un contréleur
séquencé (Yang et al., 2010, 2015). On ne cherche donc pas & imposer a priori de contrainte sur
I’architecture des contréleurs LTI C; mais de faire directement peser ’ensemble des contraintes
sur le choix de I'architecture du controleur séquencé. Pour illustrer le concept, considérons a
nouveau la famille de controleurs LTI C; dont I'architecture est donnée par (3.40). On cherche

alors a implémenter cette derniere via le recours a un controleur séquencé du type :

T, =r—1Y,

A | Te=AL(O)x.+ Aj(0)x; + B (0)r + B (0)y
Csequ = (3.60)
u = C}(0)xz. + C;(0)z; + D;(6)r + D;(0)y

0=v(y wy)

ou les matrices A%(0) € R Af(f) € R, ... . D;(0) € R™P sont a spécifier de
maniere a garantir pour chaque point d’opération 8, € © 1) 'existence et 'unicité d’un
point d’équilibre pour le contréleur séquencé Ceeq 4 lorsque placé en boucle fermée avec S'; 2)
la dynamique linéarisée du controleur séquencé Cseq 4 coincide avec C;(6.) donnée par (3.40).
En procédant de maniere analogue aux développements menés lors de I’étude du contréleur
Cseq2, On montre que cela revient a imposer AX = AS, A7 = AY, B; = B¢, C: = C¢,

C; = C¢ D = B¢

T

et que les matrices B;(0) et D; (@) doivent satisfaire les contraintes
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suivantes :
. . ov c . . v c
0 €O, B;(6)+Bj6) - = B(6). D;(6)+D;(0) 5 —DY(B), (3.61)
Yy v=1(0,) Yy v=1(6.)
0 c 0, B (6)+Bi6) 2 —0,...,, D'(0)+D5(6) 2 Oy, (3.62)
) y (4 awm -1(8.) — YneXq2 Yy 4 awm 1(68.) — Umxgqa- .

Les l-ietme colonnes de Bj(0) € R"*° et Dj(0) € R™*® s’expriment respectivement en

fonction des fonctions dérivées partielles de B} (6) et D;(0) par rapport a 6 sous la forme :

OAC OA¢ 0B¢ 0B:
B (0) = —¢| @ce(0) + 25| @ie(0) + —T| 1e(0) + —F| y.(0),
’ 391 0 881 0 895 0 891 P (3 63)
. OC¢ OC§ oDn¢ oD; ‘
DG,Z<9> - 8€l o wC,B(O) + ael . 331",3(0) + a‘gl o T€(0> + 801 o ye(0)7

o, sous couvert que E(6.) est de colonne rang plein et que (3.51) est satisfaite, les x..(0)

et x; .(0) sont donnés par :

[www)] ~E(0)' [ (_BE(O)TQ(O) o bio (3.64

z..(0) 0) — DE(0)r.(0) — D;(0)y,(8)

La condition (3.61) est liée a la partie endogene du séquencement et vise a contrer 'introduc-
tion d’une boucle interne cachée. A contrario, la condition (3.62) vise a supprimer 'effet de la
perturbation externe introduit par la nature temps variant du signal de séquencement exogene
w,y,. Les contraintes ainsi obtenues conduisent a un systeme d’EDP couplées en By et Dj.
Comme précédemment, il n’existe pas de garantie a priori qu’un tel systéme de contraintes
admette une solution. Comme exemples d’applications reportés dans la littérature, citons la
commande de l'avion de combat américain F-16 (Yang et al., 2012) et la commande d'une
aile volante (Jones et al., 2006).

3.3.3 Bilan des méthodes proposées dans la littérature

La comparaison des contraintes (3.53-3.54) avec (3.61-3.62) fait clairement apparaitre la dif-
férence d’approche entre les deux méthodes proposées dans la littérature pour gérer les TCC.
La premiere méthode consiste a choisir une architecture annulant les TCC. Au contraire,
la seconde tire profit de leur apparition afin de les contraindre. Les deux méthodes menent
cependant a des contraintes formulées sous la forme de systemes d’EDP couplées a résoudre.

Il n’existe pas a priori de garantie d’existence d’une solution pour un tel jeu de contraintes
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pour tout systeme a commander S et pour une structure de controleur LTI arbitraire. Qui
plus est, méme en cas d’existence, la mise en ceuvre pratique de telles méthodes peut s’avé-
rer difficile. Premierement, les solutions peuvent étre complexes, rendant leur implémentation
temps réel difficile. Secondement, la grande majorité des systemes présentent des incertitudes
paramétriques. Or, les contraintes (3.53-3.54) et (3.61-3.62) sont formulées pour le modele
nominal du systeme. En présence d’incertitudes paramétriques, les conditions d’équilibre im-
pliquées dans ces contraintes sont alors fonction de la configuration incertaine, ce qui n’est
pas le cas des gains du controleur. Ainsi, en régle générale, les contraintes (3.53-3.54) et
(3.61-3.62) ne pourront étre vérifiées que sur le seul modele nominal mais pas sur le domaine
de variation des parametres incertains. Des TCC sont donc sujet a émerger des lors que la
configuration incertaine ne coincide pas avec la configuration nominale. Cette problématique

sera plus amplement abordée dans la Sous-Section 4.1.3.

3.4 Motivation pour le recours a des méthodes d’autoséquencement

Les solutions développées dans le Chapitre 4 tireront profit de méthodes d’autoséquencement.
L’avantage essentiel de ces méthodes réside dans le fait qu'un choix a priori des formules de
séquencement rend possible un calcul a priori des dérivées partielles des gains séquencés (cf.
(3.52)), permettant leur inclusion directe dans le processus de synthése. De la sorte, on évite
la nécessité de devoir résoudre de maniere explicite des systemes d’EDP. Dans cette section,
nous allons montrer comment les solutions présentées précédemment peuvent venir légitimer

le recours a de telles méthodes d’autoséquencement.

3.4.1 Critéres de stabilité/performance

7 . .
, ainsi que

Dans cette section, on se fixe © C R*® un ensemble compact et connexe par arc
K C R™ un ensemble ouvert et connexe par arc. Pour ces deux ensembles, on définit la

notion de critere de performance comme suit.

Définition 3.1 Soit une fonction continue f, : © x K — R. On dit qu'un parameétre k € K
satisfait le critére de performance f, au point d’opération @ € © si l'inégalité f,(0,k) < 0

est vérifiée.

7. L’hypothese de connexité par arc n’est pas essentielle dans les développements présentés ici. Elle vise
simplement & contraindre le domaine d’opération a étre en "un seul morceau" en garantissant que ’on puisse
joindre deux points d’opération quelconques par un chemin continu demeurant au sein du domaine d’opéra-
tion.
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Dans le cadre du controle par séquencement de gain, @ représente le point d’opération du
systeme évoluant dans le domaine d’opération © et kK un choix particulier des parametres
du contréleur dans I’ensemble des valeurs admissibles de K. Dans ce contexte, considérons
pour n,m,p € N* fixés les fonctions matricielles A : © x K — R, B : © x  — R"™™,
C:OxK—=RP" D:O x K — RP" Une liste non exhaustive de criteres de performance
au sens de la Définition 3.1 pour le modele d’état (A(6,k),B(0,k),C(0,k),D(0,k)) dont

la fonction de transfert est donnée par
G0, k)(s) £ C(0,k)[s] — A(0,Kk)] 'B(6,k) +D(0, k) (3.65)

est proposée ci-dessous.

~ Stabilité Hurwitz si et seulement si f,(0, k) < 0 avec®

(0, k) = max {Re(\), X € spc(A(0,k))}. (3.66)

— Taux de croissance exponentiel au point d’opération @ strictement inférieur a «(6) ou
a € C°(6;R) si et seulement si f,(0, k) < 0 avec

fp(0, k) =max {Re(N), A € spc(A(0,k))} — a(6). (3.67)

— Amortissement des poles au point d’opération @ strictement supérieur a £(0) ou & €
C°(©;10,1]) si et seulement si f,(0, k) < 0 avec

£5(0, k) = max {Re (A exp |i(7/2 — cos ™ (£(6))]) , A € spc(A(8, k) } - (3.68)

~ Gain H,, inférieur a v(0) ot v € C°(6;R,). Supposons que pour tout @ € © et Kk € K,
R(0,Kk) £ ~(0)1,,—D(0,k)'D(0, k) € Gl,,(R). Alors, ||G[0, k]|, < 7(0) si et seulement
si f,(0,k) = max {f,1(0,K), f,2(0,K)} <0 avec (Zhou et al., 1996)

[1(0,Kk) =a(D(0,k)) —7(0), (3.69a)
fp2(0,k) = —min{|Re(N)|, X € spc(H(0,k))}, (3.69b)

ou, en omettant la dépendance des matrices vis-a-vis de 0 et K :

. A+BR'D'C BR'B"
H2 . (3.70)
~C" (I, +DR™'DT)C - (A+BR'D'C)

8. La continuité de la fonction f, repose ici sur le fait que les racines d’un polynéme dépendent continument
des coefficients du dit polynéme (Ortega, 1990).
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Le critere de performance en termes de gain H,, est ici présenté pour le modele d’état
(A(0,k),B(0,k),C(0,k),D(0,k)) dans sa globalité. Il est néanmoins possible, en mo-
difiant les matrices d’entrée et de sortie du modele, de considérer certains jeux d’entrées
et de sorties spécifiques d’intérét. Il est également possible d’augmenter le modele d’état
d’origine pour tenir compte de fonctions de transfert utilisées en tant que pondération.

— Gain H, inférieur a v(0) ot v € C°(©; R, ). Supposons que pour tout 8 € O et k € K,
A(0, k) est Hurwitz, ce qui implique que G[0, k] € RHE ™. Alors, ||G[O, K]||, < 7(0) si
et seulement si f,(0, k) < 0 avec (Zhou et al., 1996)

(0, k) = \/Tr [C(0,k)L.(0,k)C(0,k)T| —~v(0), (3.71)

ou L.(0, k) représente le grammien de controlabilité. Une remarque similaire a celle pré-

sentée en conclusion de l'introduction du critere H,, s’applique également au critere Ho.
— Contrainte sur le signe des composantes de k. Soit, kg € {1,...,n;} fixé. Le kp-ieme

coefficient de K, noté ky,, est au point d’opération @ strictement supérieur a Ky, int(6) olt

Kot € CO(O;R) si et seulement si f,(0, k) < 0 avec
fp(O, I{) = Iﬂ',k()7inf(0) — K- (372)

On définit de maniére analogue une contrainte sur la borne supérieure des coefficients du
vecteur K.
Dans le cas de multiples criteres de performance f,1, ..., f,r devant étre considérés simulta-
nément, il est toujours possible de se ramener a la Définition 3.1 en introduisant la fonction
fp définie par

V(0,k) € © x K, [,(0,k) = max (f,:(0,K)). (3.73)

le{lvvk}

Il est alors trivial de vérifier que 7p est une fonction continue telle que ?p(e, k) < 0siet
seulement si, pour tout i € {1,... k}, 7m(9, k) < 0. Ainsi, quitte & fusionner de la sorte les
criteres de performances, on considérera par la suite une unique fonction f, comme critére

de performance.

3.4.2 Passage d’un séquencement continu vers un séquencement polynomial

Pour un critere de performance f, : © X — R donné, on cherche dans le cadre de la méthode
du séquencement des gains a trouver une fonction g : © — K continue telle que pour tout
0 € O, £,(0,9(0)) < 0. En supposant qu'un tel séquencement existe, on s’intéresse a la

possibilité d’en obtenir un dont chacune des composantes est polynomiale. Pour un vecteur
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x = (21,...,2,) € R" on note ||z|| . £ max }|xz| Pour une fonction f € C°(X;R™) avec
1€1,...,
X compact, on introduit la norme de la convergence uniforme |||l y £ max max|f;(z)|
’ i€{l,...,m} zeX
ou fi,..., fm € C°(X;R) représentent les m composantes de f.

Lemme 3.2 Soient © C R® un compact et K C R™ un ouvert. Soient f, : © x K — R et
g : © — K deuz fonctions continues telles que V0 € O, f,(0,9(0)) < 0. On a alors le résultat

sutvant :

dn>0/v6 €O, VpeR™ |pll,<n=90)+peK, f,(6,90)+p)<0. (3.74)

Démonstration : Puisque ¢ est continue et définie sur © compact, g(0) est compact. Or
g(©) C K avec K ouvert de R™. Donc K¢ = R™\K est un fermé tel que g(©) N K¢ = ). On
en déduit donc que d(g(0),K¢) £ inf {||g(8) — x|, : 8 € ©, & € K¢} > 0. Dés lors, pour
tout @ € O et p € R™, ||p||,, < d(9(©), K°) = g(0) + p € K. Supposons a présent que la
propriété a démontrer n’est pas vérifiée. On peut alors construire deux suites (0,,),, .. € O et
(Pn)pene € KN telles que pour tout n > 1, ||p, ||, < d(9(©), K°)/n et f,(0n,9(0,)+p,) > 0.
Puisque © est compact, on peut, quitte a extraire une sous suite convergente, supposer qu’il
existe 8; € © tel que 0, el 0,. Par continuité de f et g, avec ||p, ||, < d(9(©), K¢)/n —

n—-+0o00
0, on en déduit que f,(6;,9(0,)) > 0, aboutissant ainsi a une contradiction. O

Corollaire 3.3 En reprenant [’énoncé du Lemme 3.2, si [’on suppose de plus qu’il existe une
suite de fonctions (gn)nen qui converge uniformément sur © vers la fonction g, alors il existe
N € N tel que pour tout n > N, et pour tout @ € O, f,(0,9,(0)) < 0.

Démonstration. On fixe une valeur de 7 telle que fournie par le Lemme 3.2. Par convergence
uniforme de (g,)nen vers g, il existe N € N tel que pour tout n > N et tout 8 € O,
|g,(0) — g(0)| < n. La conclusion provient alors de 'application du Lemme 3.2. O

Lemme 3.4 Soient © C R® un compact et K C R™ un ouvert. Soient f, : © x K — R
et g : © — K deuz fonctions continues telles que V0 € O, f,(0,9(0)) < 0. Il existe alors

une fonction h : © — K dont les composantes h; : © — R sont polynomiales qui vérifie

VO € O, £,(6,h(8)) < 0.

Démonstration. On fixe une valeur de 7 telle que fournie par le Lemme 3.2. Ainsi pour
tout @ € © et tout p € R™ tel que ||p||l,, < n, 9(0) +p € K et f,(0,9(0) +p) < 0.
On introduit les notations g = [gl gnk} ol par définition g; € C°(O;R). L’ensemble
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© étant compact, il existe par le théoréeme de Stone-Weierstrass” une fonction polynomiale

hi : © — R telle que |[g; — hil| o < 7. Ainsi, en posant h = [hl hnkrv h:0 —K
est une fonction telle que [|g — hl|, o < 7. On en déduit que pour tout 6 € ©, f,(6,1(8)) =
fp(0,9(0) + (h(8) — g(0))) < 0. O

Le Lemme 3.4 assure donc qu’en cas d’existence d’un séquencement continu vérifiant un
critere de performance f, donné, il est possible de construire un séquencement polynomial

satisfaisant le méme critere f,,.

3.4.3 Probleme de retour de sortie avec composante intégrale en présence de

termes de couplages cachés
3.4.3.1 Position du probleme

Considérons le systeme S donné par (3.31) dans le cas d’une entrée u scalaire (I’extension
des résultats obtenus au cas du controle des systemes multi-entrées sera discutée en fin de
la Sous-Section 3.4.4). On suppose que le domaine d’opération associé peut étre ramené a
I’hypercube © = [—1,1]°. On considére la famille de contréleurs LTI par retour de sortie

donnée pour 8, € © par :

0x; =01 — Yk,
p (3.75)
u =K} (0.)ox; + Z K;-‘(He)dyj
j=1
-
ouy = |y ... yp} et ko € {1,...,p} est un entier tel que la sortie yy, (t) doive suivre le

signal de référence r(t) € R. On suppose que les p+ 1 gains séquencés ont été préalablement
synthétisés et qu’ils sont donnés par des fonctions K}, K7,..., K} € C°(O;R) assurant la
stabilité et les performances du systeme en boucle fermée, i.e., tels que pour tout 8 € O,
f,(0,k*(0)) < 0 avec k* = {Ki* K ... KzﬂT € C°(O;RP™1). On suppose de plus que K

ne s’annule pas sur ©.

Sous ces hypotheses on peut, quitte a substituer les gains précédents sur la base du Lemme 3.4,
les supposer polynomiaux et donc de classe C*°. De plus, de maniere a conserver via ce
procédé 'hypothese que le gain intégral ne s’annule pas sur O, il suffit d’augmenter le critere
de performance f, avec une contrainte sur le signe des gains du type (3.72). Ainsi, on suppose
pour la suite que les fonctions K7, K7,..., K} € C°(©;K) N C>®(O;R™) sont polynomiales

avec K ne s’annulant pas.

9. Le théoréme de Stone-Weierstrass assure que 1’ensemble fonctions polynomiales définies sur un compact
X est dense dans l'espace des fonctions de classe C°(X,R) muni de la norme uniforme (Rudin, 1991).
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L’objectif est de réaliser un séquencement des gains de la famille de controleurs (3.75) lors-
qu’'un signal endogene scalaire est utilisé comme parametre de séquencement. Sans perte de
généralité, on suppose que le controleur est séquencé avec yi(t) € R. On cherche alors a

trouver un contréleur séquencé par retour de sortie sous la forme :

Ty =T — Yk

p
C2{ u=Ki(0)z +> K;j0)y; (3.76)
=1
9 :(yb wm)
ou Ky, Ky, ..., K, € C'(6,R) et avec un gain intégral K; ne s’annulant pas'®. On a également

y1 € [-1,1] et w,, € O, = [—1,1]%. L'objectif est de déterminer des fonctions K;, K1, ..., K,
de telle sorte a ce que la linéarisation de la dynamique du contréleur séquencé C (3.76) coincide

avec la famille de controleurs (3.75).

3.4.3.2 Résolution du probleme

Pour résoudre ce probleme, I'approche adoptée consiste a recourir a la méthode du DGS
telle qu’exposée dans la Sous-Section 3.3. Pour cela, on caractérise dans un premier temps

'équilibre du controleur séquencé C au point d’opération 6. € O par yy .(6.) = r. et

1

xi,e(ee) = Kz(ee) ue(ee) _jzi:lKj(06>yj,e<06) : (377)

La linéarisation du controleur séquencé C au point d’opération 6. donne alors lieu a la

dynamique suivante ! :

0&; =0r — 0y,
P
Ci(0.) = { du=Ki(0.)0x; + [Ki(6.) + KI°(6.)] oys + 22 K;(6.)dy; (3.78)
]:
06 :(yl,e7 we)

10. Permet de garantir I'unicité de la condition d’équilibre de la composante intégrale x;
11. On considére ici uniquement la contribution du TCC lié a la variable endogene y; .



29

avec
0K;
KTCC 66 - l‘ze e
1) =50 Zayle% 0.
0K
:yl,e 871 - a(ee)yl,eKl(ee) + ¢(06)7 (379)
U1 0.
ou pour tout 8 € ©
1 0K;
a(0) = , 3.80a
©) K;(0) oy 0 ( )
1 0K; 1 0K;| & P O0K;
o(0) = ue(0) — K;(0)y;.( — 3.80b
On suppose pour la suite que e, Yae, - - -, Ype € C1(O;R), donnant lieu a la régularité o, ¢ €

C'(©;R). En tenant compte de I'impact des TCC, le critére de performance est donné par :
T
voceo, <9, [K,(8) FKi(6) + KI°O(8) Ky(6) ... K,(6)] ) <0, (381)

Sur la base de la famille de controleurs séquencé point-a-point (3.75), on choisit d’opter
pour les gains séquencés : K; = K et pour j € {2,...,p}, K; = K;. Il ne reste ainsi
plus qu’a trouver un gain séquencé K; permettant de rencontrer le critere de performance.
Pour cela, comme proposé dans le cadre du DGS, on cherche un gain séquencé K; tel que
K, + K = K} ou KTC est donné par (3.79). En introduisant f(y;,w) = K;(0), on

cherche donc a résoudre ’équation différentielle suivante :

af

m) € O,
v(3/171'0 )E yl ayl

+ [1 = a(yr, wn)yi] [y, wm) = (Y1, W), (3.82)

(thm)

ol ¢ = Ki — ¢ € C}(©;R). Un calcul direct montre que la fonction f définie par

Y w,) € V(O x 1), Flmwn) = K nwa) [ a8

(& wm)
vérifie Péquation (3.82) sur ©\ ({0} x ©,,). De plus, il est montré en Annexe A que f définie
par (3.83) peut étre prolongée par continuité en y; = 0 par f(0,wo) = ¥(0,wy). On obtient
alors une fonction f € CY(©;R) qui 1) admet une dérivée partielle df/dy; € C°(O;R) et
2) vérifie (3.82) sur ©. En prenant K; = f, le probleme de I'implémentation du contréleur

séquencé est ainsi résolu.
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3.4.4 De l’approximation polynomiale vers ’autoséquencement

L’approche DGS a permis pour I'architecture de contrdle (3.76) de tenir compte de I'impact
des TCC liés au séquencement endogene lors du choix des gains du contréleur séquencé. De
plus, les gains K;, K», ..., K, ont été obtenus sous forme polynomiale. Cependant, tel n’est
pas le cas du gain séquencé K, dont la structure est relativement complexe. On montre dans
cette sous-section comment il est possible d’obtenir un gain K; sous forme polynomiale tout

en préservant le critere de performance f,.

Puisque 0f /0y, € C°(O;R) avec © compact, il existe par application du théoréme de Stone-
Weierstrass une suite de fonctions polynomiales (gfb 10 — R)neN qui converge uniformément
sur © vers 0f/Oy;. De méme, puisque f(0,-) € C°(O,;R), il existe une suite de fonctions
polynomiales (g9 : ©,, — R), . qui converge uniformément sur ©,, vers f(0,-). On introduit

pour tout n € N la fonction polynomiale g, : © — R définie par
Y1
Yy wn) € O, galynwn) = gh(wn) + [ gh(g wa)ds (3.84)
Puisque 9f /0y, € C°(O;R), on a que

af

By dé. (3.85)

U1
Yy wn) € 0, f(nwn) = F0,w,) + [
(E?wm)

Ainsi, en notant que pour tout (y;,w,,) € © on a |y;| < 1, on obtient que

of
n = <||gn — (0, 4 — 0. 3.86
Hg fHOO’@ - Hgn f( )Hoo7ew gn &Ul 00,0 nteo ( )
Ainsi (gn)nen converge uniformément vers f sur ©. De plus, puisque dg,/dy; = g2, on

a également la converge uniforme de (9g,/0y1),cy vers 0f /0y, sur ©. En se basant sur
I'équation différentielle (3.82) vérifiée par la fonction f, on en déduit que la suite de fonctions
(h,:©® —R)

définie par

neN
Ogn
Y(y1, wm) € O, hy(y1, wm) = 11 0 + [1 = ayr, wm)y1] gayr, wm) + G(y1, W)
(ylwal)
(3.87)
converge uniformément sur © vers Kj car :
dg,  Of H
hy = Killoo < ||l5— — 5— + (14 ||o] gn — flls
o= Killeo <G =g+ (G lale)ln e
— 0.

n——4o00
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Puisque pour tout 6 € ©,

f, (0, [K(0) K:(0) Kx6) ... Kp(e)f)<o, (3.89)

on déduit du Corollaire 3.3 qu’il existe N € N tel que pour tout 8 € O,

5, (0, [K,(8) hn(8) Kr(6) ... Kp(e)f)<o. (3.90)

On prend donc K; = gy, aboutissant a des gains séquencés K;, Ki,..., K, polynomiaux

permettant au controleur séquencé C de satisfaire le critere de performance f,.

Au bilan, on a donc démontré que s’il existe une famille de contrdleurs LTI C; (3.75) dont les
gains dépendent continument du point d’opération 0 et permettent de satisfaire un critere
de performance f, donné, alors il existe un séquencement polynomial des gains du controleur
séquencé C (3.76) permettant, en présence des TCC liés au séquencement endogene, de vérifier

le critére de performance f,.

Bien qu’ayant été établi pour des controleurs mono-sortie, ce résultat peut étre directement

étendu au cas du controleur MIMO suivant :

O0x; =0r — 0y,

) . . p . (3.91)
Su =diag [K;y(0c), ..., K,,(0.)] 6z + Y K;(6.)dy;

j=1
ot du(t),dr(t),dx;(t), oy, (t) € R™. En effet, la structure diagonale de la matrice de gain
intégral permet d’appliquer de maniere directe le résultat précédemment établi en considérant

m équations d’approximation indépendantes du type (3.88) simultanément.

Ces résultats viennent légitimiter, en présence d'un séquencement endogene, la recherche d'un
séquencement des gains du controleur sous forme de fonctions polynomiales. Bien qu’il serait
possible pour une application donnée de passer au travers des étapes précédentes, les degrés
des polyndémes obtenus seraient en général relativement élevés di a ’étape d’approximation.
De maniere a éviter cet écueil, les méthodes développées dans le Chapitre 4 tirent profit de

méthodes d’autoséquencement pour des polynéomes dont l'ordre est fixé a priori.
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CHAPITRE 4 GESTION DES TERMES DE COUPLAGE CACHES PAR
DES METHODES D’AUTOSEQUENCEMENT

Suite a I'introduction de la problématique des TCC lors du Chapitre 3, les solutions proposées
dans le cadre de cette these sont présentées dans ce chapitre. Les conclusions du chapitre
précédent motivent le recours a un séquencement sous forme polynomiale ; nous aborderons
ainsi les méthodes d’autoséquencement ou 1’on choisit a priori les fonctions de séquencement,
ce qui permet d’inclure de maniere explicite la problématique des TCC. D’une part, on
évite ainsi d’imposer a priori des contraintes structurelles trop fortes sur l'architecture du
controleur séquencé (cf. Sous-Section 3.3.1). D’autre part, il n’est plus nécessaire d’intégrer

a posteriori I'impact des TCC via la résolution explicite d'EDP (cf. Sous-Section 3.3.2).

La premiere approche proposée est basée sur la synthese H,, structurée. Cette approche
tire profit des récents développements dans le domaine de 'optimisation non lisse et non
convexe, et permet de synthétiser des controleurs LTI a architecture fixe satisfaisant des
criteres de performance de type H.,, Hs, placement de poles, etc. Ces méthodes ayant des
capacités de synthese multimodele, i.e., de synthétiser un controleur LTI en considérant
plusieurs modeles simultanément, elles peuvent étre employées dans le cadre de la synthese
robuste ou/et 'autoséquencement de gains. Ces caractéristiques seront mises a profit dans la

Section 4.1 pour effectuer la synthese de controleurs séquencés en présence de TCC.

Une solution alternative a la synthese H,, structurée est proposée dans la Section 4.2. L’ap-
proche développée se base sur les méthodes de placement de structure propre qui permettent
d’effectuer a la fois un placement de poles et de vecteurs propres associés. L’idée est une
nouvelle fois de tirer profit des capacités d’autoséquencement de la méthode de maniere a

pouvoir inclure, de maniere explicite, I'impact des TCC dans la synthese.

Une derniere approche, de type itérative et pouvant se baser sur n’importe quelle méthode

de synthese de controleurs LTI (e.g., LQR, LMI, etc.), est proposée dans la Section 4.3.

4.1 Approche par la synthése H,, structurée

On s’attaque dans un premier temps au probleme des TCC dans le cadre de la synthese H,
structurée. Pour cela, on présente dans la Sous-Section 4.1.1 les fondements des méthodes
H, classiques et ensuite, dans la Sous-Section 4.1.2; leur extension a la problématique de
controleurs a architecture fixée. Il est ensuite montré dans la Sous-Section 4.1.3 comment les

capacités de synthese multimodele des méthodes H,, structurées permettent de procéder a
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de l'autoséquencement de gains en présence de TCC. Finalement, deux applications de la

méthode sont développées dans la Sous-Section 4.1.4.

4.1.1 Rappels sur la synthese H,

Cette sous-section est consacrée a des rappels sur les fondements et la mise en ceuvre de la

synthese H.

4.1.1.1 Fondements théoriques

Considérons un systeme linéaire temps invariant caractérisé par la représentation d’état mi-
nimale (A, B, C) € R™" x R™™ x RP*™. On suppose le systeme stable, i.e., que la matrice A
est Hurwitz. On note G : L*(R,) — L?(R,) 'opérateur qui a une entrée u € L*(R) associe

la sortie ¥y = Gu du systeme donnée par
t
y(t) = / CeAIBu(r)dr = (g% u) (1), (4.1)
0

oil g(t) = Ce”'B est la réponse impulsionnelle du systéme et * le produit de convolution. Le
produit de convolution ainsi posé est bien défini car u € L?(R,) et, puisque A est Hurwitz,
g € L*(R,). Ainsi, l'inégalité de Holder garantit que pour tout ¢ > 0, ||g(t — Dl <
191l 220y 1ull 220,y < ©0. De maniére analogue, puisque A Hurwitz implique que g € L'(R,),
on en déduit par I'inégalité de Young pour la convolution (Castillo and Rafeiro, 2016, page
294) que ||y||L2(R+) < ||g||L1(]R+) ||u||L2(R+) < o0, ie, y € L*(Ry).

Soit u € L*(R,) N L*(R, ). De par lapplication directe du théoréme de Fubini-Tonelli pour
g,u€ LY(R,),onay=g*ue€ L'(R,). En rappelant que la transformée de Fourier d’une

fonction f € L'(R,) est définie par
VweR,  flw)= / f(r)e=7dr, (4.2)
R4

les transformées de Fourier des fonctions u et y sont alors bien définies et sont notées, respec-
tivement, 4 et §j. Le recours aux théoremes de Fubini-Tonelli et de Fubini-Lebesgue montrent
alors que § = § - 4. De plus, le théoreme de Parseval-Plancherel (Stein and Weiss, 2016,
Chapitre 1, Théoréme 2.1) garantit que pour toute fonction f € L'(R.)NL2(R,), f € L*(R)
et [[fllew,) = Hf )/\/ﬁ On obtient alors que

L2(R

2 1 ~112 1 ~ * A 1 ~ * A * A ~
9y = o 1y = o [ 90 B = - [ () 0) s, (13)
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ol pour une matrice a coefficients complexes M de dimensions quelconques, M* = M’ (trans-
position hermitienne). En particulier, une matrice M est dite hermitienne lorsque M* = M.
Une telle matrice n’a que des valeurs propres réelles et est diagonalisable par I'intermédiaire
d’une matrice de passage unitaire a coefficients complexes U, i.e., vérifiant U*U = UU* = I.
Ainsi, pour tout w € R, §(w)*g(w) € CP*P est une matrice hermitienne et 'on vérifie aisément
que pour tout ¢ € CP, 0 < z*g(w)*j(w)z < A (G(w)*§(w)) z*x ot A (§(w)*g(w)) désigne la

plus grande valeur propre de §(w)*§(w). On en déduit ainsi que

ooy = 5= [, )" 3(6)"5()ieo) o
< 5 R ()W) - [ i) i) de
< sup X (9() 9 e (1.4

La quantité sup A (§(w)*g(w)) vient donc majorer 'amplification maximale, en norme L2
entre le signgleRd’entrée u et le signal de sortie y. Plus précisément, pour une matrice a
coefficients complexes N € C?*", la matrice N*N étant hermitienne, on peut définir la plus
grande valeur singuli¢re de la matrice N comme étant a(N) £ +/X(N*N). En particulier, &

coincide avec la norme matricielle induite par la norme-2 usuelle. En d’autres termes,

[N,

VN e C77, o(N)= sup . (4.5)
zecn\ o) |2l
Avec cette notation, on en déduit que
Vue LRINPR),  y=0u = [yl <57 (W) lull e (00)

On cherche & présent a étendre I'inégalité (4.6) & toute fonction u € L*(R,). Pour cela on
recourt & un argument de densité en notant que L*(R, )N L*(R, ) est un sous-ensemble dense
de L*(Ry) muni de la norme ||-[| >, usuelle. Pour u € L*(Ry) fixé, on pose pour tout
n € N, u, = 1p ) - u. On vérifie alors que u,, € L*(Ry) puisque lunllzem,) < llullpzg,) < o0
et que u,, € L*(R,) car, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, Junll e,y < Villull 2, ) < oo
De plus, puisque |u, —u|® < 4|ul®, u € L*(R,) et |u, — u| converge simplement vers 0, le
théoreme de convergence dominé garantit que |lu, — ul|,» — 0. Des lors, en posant
L2(R+) n—+o0
Yn = Gu, = hxu, et y = Gu = h * u, I'inégalité de Young pour la convolution montre que

pour tout n > 0,

1Y — y||L2(R+) = (| (un — U)HLQ(R+) < ||h||L1(]R+) [tn — u||L2(R+) -0 (4.7)

n—-+o0o
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Ainsi, en appliquant I'inégalité (4.6) a u,, € L*(R,) pour tout n € N et en passant a la limite

lorsque n — 400, on obtient, en notant que g est indépendant de n,

Vue LXRy),  y=Gu = |yll@ < Sup @ (G(w) lull g2 g - (4.8)

I est possible de montrer que la constante obtenue dans l'inégalité (4.8) est la meilleure

possible. Cette constante est appelée le gain H,, de 'opérateur G et est notée comme suit :
9] 2 sup7 (3(w) (1.9

Ce gain caractérise ainsi 'amplification maximale du signal de sortie y = Gu en fonction
du signal d’entrée u relativement & la norme L?(R,). En notant que §(w ) correspond a
I’évaluation de la fonction de transfert du systéme donnée par G(s) = C(sI, — A)~'B en
s = jw, on obtient que :

Gl = 19l = sup 7 (G(jw)) (4.10)

Dans ce contexte, il peut étre montré que |||, définie une norme sur RH,, l'espace des
fonctions de transfert matricielles rationnelles et propres a coefficients réels et dont les poles

sont a partie réelle strictement négative.

4.1.1.2 Forme standard et probleme H_

Tel que initié par (Zames, 1981) puis développé par (Doyle, 1982), le probléme de synthese
H,, est un probleme de stabilisation et de rejet de perturbations tirant profit de la relation
(4.8). 1l repose sur la traduction des contraintes de design sous le formalisme de la forme

standard illustrée a la Fig. 4.1.

u P(s) Yy

Figure 4.1 Forme standard pour la synthese H,

Dans cette représentation, le systéme augmenté est noté P(s). Les entrées se répartissent
alors entre l'entrée de commande du systéeme u et les entrées exogenes w comportant les
consignes et/ou les perturbations. Les sorties se répartissent également en deux catégories,
les sorties de mesure y disponibles pour la loi de contrdle et les sorties régulées z qui ont été

introduites a travers les branches de performances. Le systéeme augmenté P(s) est obtenu a
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partir du systéme a controler G(s) de par I’ajout de canaux de performances qui traduisent

le cahier des charges via I'introduction de filtres de pondération.

L’objectif du probléme de synthése H., consiste alors & trouver un controleur K (s) rebou-
clant la sortie y sur Uentrée u (Fig. 4.2) permettant de stabiliser internement le systéeme
et minimisant 'impact des perturbations w sur les sorties régulées z. Pour cela, le systeme

augmenté est écrit de la fagon suivante :

Z()| _ pgy W] _ |Puls) Puals)] [W(s) (4.11)
Y (s) U(s) Pai(s) Pa(s)| |U(s)
.| P |y

Figure 4.2 Probleme H,, standard

La fonction de transfert reliant les entrées exogénes w aux sorties régulées z est alors donnée

sous la forme d'une Linear Fractionnal Transformation (LFT) inférieure :

T.o(P,K)(s) = F (P(s), K(s)) = P11(s) + Pia(s)K(s) (I — 1322(5)K(5)f1 Py(s). (4.12)

Probléme 4.1 Le probléme H., optimal consiste alors da trouver un contréleur K(s)

stabilisant internement le systéme en boucle fermée et minimisant ||T..,(P, K)|| .

On s’assure ainsi, de par l'inégalité (4.8), de minimiser I'impact des perturbations w sur
les sorties régulées z via la minimisation de 'amplification maximale de I'énergie du signal
z relativement a I’ensemble des entrées w d’énergie finie. La norme H., optimale est alors
notée Yopt €t permet de mesurer les limites de performance atteignables du systeme bouclé.

En pratique, on s’intéresse généralement a résoudre le probléme sous-optimal suivant.

Probleme 4.2 Le probléme H., sous-optimal consiste, pour v > ~opi, 4 trouver un

controleur K (s) stabilisant internement le systéme et tel que ||T..,(P, K)|| . < 7.

oo
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4.1.1.3 Résolution classique du probleme H., et limitations

Plusieurs solutions existent pour résoudre le probleme H,, sous-optimal. Celle qui demeure,
a I'heure actuelle, la plus populaire a été proposée par Doyle et al. (1989). Cette solution
s’appuie sur le formalisme de la représentation d’état en introduisant une représentation

minimale du systéme augmenté P(s) :

T A ‘ Bl B2 xr
z| = | C; | D Dy w (4.13)
Y C; | Dy Dy u

avec (t) € R™, w(t) € R™ u(t) € R™, z(t) € R”, y(t) € RP?, m = my+mgy et p = p1+po.
De manieére a résoudre le probléeme H,, sous-optimal par la méthode de Doyle et al. (1989),
les hypotheses suivantes doivent étre vérifiées.
(H1) La représentation (A, By, Cs) est stabilisable et détectable.
(H2) Les matrices D15 et Dg; sont de rang plein.

w—A —By

(H3) Pour tout w € R,
rang J =n-+my rang
G Dy ’

(H4) D{,[Dyy Cy] = [I,,, 0] et Dy [Dy; By] = [I,,, 0]
(H5) Das = 0.

En particulier, I'hypothese (H1) garantit 'existence d’un controleur stabilisant internement

jw —A _Bl
C2 DQl

) =n+p. (4.14)

le systeme. L’hypothese (H3) implique que la représentation d’état (A, By, Cq, D1s), respec-
tivement (A, Bj, Cy,Dy), n'admet pas de zéro invariant sur 'axe des imaginaires purs et
donc que Pya(s), respectivement Po(s), n’admet pas de zéro de transmission sur 'axe des
imaginaires purs. L’hypothese (H4) implique que p; > my et m; > po. Sous ces hypotheses,

on a le résultat suivant.

Théoréme 4.1 (Doyle et al., 1989) Sous les hypothéses (H1)-(H5), il existe un contréleur
K (s) rationnel a coefficients réels stabilisant internement P(s) avec || Ty, (P, K)|, < si et
seulement s’il existe X, Y € ST(R) tels que p(XY) < +* et vérifient, respectivement, les

équations de Riccati suivantes :

ATX + XA +X(v?*B;B] - B;B,)X +C/C, =0, (4.15a)
AY +YAT +Y(y2C/C, - C,Cy)Y + BB/ =0. (4.15b)
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Une solution particuliére du probleme, dit contréleur central, est alors donné par K(s) =

CK(SIn — AK>_1BK o

Ag =A+ (v?B,B] —B;B; )X — (I, —72YX)"'YC, C,, (4.16a)
Bx = (I, —7YX)'YC,, (4.16D)
Cx =-B,X. (4.16¢)

Au-dela du controleur central, ’ensemble des controleurs peut étre obtenu sous la forme d’une
paramétrisation (Zhou et al., 1996, Théoreme 17.1). Afin de relaxer les hypotheses (H1)-(H5),
I'approche par résolution de LMI proposée par Gahinet and P (1994) demeure 1'une des plus

couramment employées.

Les méthodes H,, classiques présentent, en dépit de leurs qualités, un certain nombre d’incon-
vénients limitant leur mise en ceuvre pratique. Il faut tout d’abord souligner qu’elles donnent
lieu a des controleurs K (s) dont 'ordre est aussi élevé que celui du systeme augmenté P(s)
utilisé pour la synthese (cf. (4.16a)). Il est alors en général nécessaire de réduire a poste-
riori I'ordre du contréleur tout en tentant de limiter la perte de performance associée. En
outre, I'architecture des contréleurs ainsi obtenus est généralement complexe, ne permettant
pas de dégager d’intuition physique simple de son comportement. Finalement, les approches
classiques s’attaquent au probleme de la minimisation de la norme H,, de la fonction de
transfert 7., (P, K) liant I'ensemble des entrées exogeénes a ’ensemble des sorties régulées.
Or, en général, seul un nombre limité de fonctions de transfert scalaires au sein de T, (P, K)
correspondant a des jeux d’entrées/sorties spécifiques présentent un intérét au regard des
criteres de performances a optimiser. Ainsi, les fonctions de transfert correspondant a des
termes croisés sont a méme de venir limiter 'optimisation des canaux qui présentent un réel

intérét.

4.1.2 De la syntheése H,, structurée vers I’autoséquencement des gains

De maniere a s’affranchir des limitations inhérentes aux méthodes de synthese H,, classiques,
des méthodes de synthese dites H,, structurées ont fait I’objet de nombreuses investigations.
Ces méthodes visent essentiellement 1'optimisation de criteres H,, sur la base d'une archi-
tecture de controleur fixée a priori. L’extension des méthodes H, classiques au probleme de
synthese de contréleurs dont 'architecture est fixée a priori conduit généralement a devoir
résoudre un probléme non convexe bien plus complexe que le probleme H,, originel sous la
forme de BMI (Safonov et al., 1994). Cette complexité accrue dans la résolution analytique

du probleme de synthese H,, structurée a conduit a le reformuler sous la forme d’un pro-
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bléeme d’optimisation visant a minimiser des contraintes H, en ajustant directement les gains
du contréleur dont ’architecture est définie a priori. Cette approche par optimisation d’une
fonction cofit a fait 'objet d’avancées tres significatives au cours des deux derniere décennies ;
elles ont abouti, parmi les contributions les plus notables, a I’émergence de la toolbox HIFOO
(Burke et al., 2006) ainsi que des fonctions hinfstruct, systune et looptune intégrées dans
la Robust Control Toolbox de MATLAB (Gahinet and Apkarian, 2011). Ces méthodes de
syntheése H,, structurée sont basées sur des méthodes d’optimisation non lisse (Apkarian and
Noll, 2006, 2007) permettant d’ajuster de maniére itérative les gains du controleur afin de
stabiliser internement le systeme en boucle fermée et de minimiser des contraintes H.,. Ces
dernieres évolutions permettent de tenir compte de criteres de synthese additionnels tels que

le confinement de poles, la norme Hs, le suivi de référence, etc.

4.1.2.1 Synthese H,, structurée

Soit une famille de contréleurs (K(k,s)),.cc € (R(s)™? p2)X paramétrisée par le vecteur de
parametres ajustables k évoluant dans I'espace des vecteurs admissibles K C R, ou ny est
le nombre de composantes du vecteur k. Des exemples typiques dans le cas de controleurs
SISO sont donnés ci-dessous :

— Controleur PID :

K;
K(k,s) =K, + — + Kys, k= (K,,K;, K;) € R*. (4.17)
S

— Fonction de transfert stable d’ordre 2 :

w2

K(k,s) = = +2§wns+w2’ k= (&wy) €0,1] x RT, (4.18)

— Controéleur SISO quelconque :

bm8m++b0

s+ a,_1s" 1+ ... +ag

K(k,s) = , k= (ag,...,by) € R (4.19)

Bien évidemment, ces exemples s’étendent aisément au cas des controleurs MIMO. Le pro-

bleme H,, structuré est alors formulé comme suit.

Probléeme 4.3 Soit un systéme P(s) € R(s)™*? propre donné dans le formalisme de la
forme standard. Pour une famille de controleurs donnée (K(k,s)),.cc € (R(s)m=2xe2)* e

gain optimal est donné par

Yopt = _inf || T (P, K (k)]

K'EK:stab

(4.20)

0 !
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ot Kgtar, C K est l'ensemble des vecteurs k € IC stabilisant internement le systéme bouclé. Le
probleme Ho, structuré consiste alors a trouver, pour v > Yopt, un vecteur de parametres K* &

IC tel que K (Kk*, s) stabilise internement le systéme bouclé et telle que || T, (P, K (k")) < -

La résolution du Probleme 4.3 permet de s’affranchir du manque de structuration du cor-
recteur, une des deux principales limitations de la synthese H., classique. De maniere a
s’affranchir de la seconde, on souhaiterait pouvoir, non pas minimiser la norme H,, de la
fonction de transfert matricielle globale T, (P, K(k)), mais de minimiser uniquement la

norme H,, de canaux de performance d’'intérét liant des entrées et des sorties spécifiques.

Probléme 4.4 Soient un systeme P(s) € R(s)™*P propre donné dans le formalisme de la
forme standard et une famille de controleurs (K(k,s)),cc € (R(s)™*22)* " Sur la base de
Uinterconnexion du systéme P(s) avec le controleur K(k,s), soient des critéres de perfor-
mances 1) a optimiser A : KK — Ry et 2) d contrainte sous le seuil unitaire p : K — R,.
Ces critéres sont la concaténation® de critéres Ho, sur des jeux d’entrées/sorties spécifiques,
mais peuvent également étre étendus a des criteres de type contraintes sur le placement de

poles, norme Hsy, etc. Le gain optimal est donné par

= inf k). (4.21)

'YOpt
KELstab t.q. p(k)<1

ot Keapr C K est l'ensemble des vecteurs k € K stabilisant internement le systéeme bouclé.
Le probleme H, structuré consiste alors a trouver, pour v > “Yopt, un vecteur de parametres
K* € K tel que K (K*,s) stabilise internement le systéme bouclé avec p(k*) < 1 et telle que

AK") < 7.

Le Probleme 4.4 de synthese a architecture de contrdleur fixe est un probleme d’optimisation
non lisse et non convexe, le rendant non solvable par des méthodes d’optimisation convention-
nel de type descente de gradient. L’outil qui semble a I’heure actuelle le plus efficace pour
résoudre le Probleme 4.4 est la fonction systune intégrée dans la Robust Control Toolbox
de MATLAB (Gahinet and Apkarian, 2011). Cette fonction s’appuie sur des outils avancés
d’analyse non lisse. La raison principale de la nécessité de recourir a I’analyse non lisse découle
du fait que l'on cherche ici a résoudre un probléeme de type min-max. En effet, on cherche
a trouver la valeur des gains du controleur qui permettent de minimiser une norme H., qui
s’exprime elle-méme comme étant un supremum (Eq. 4.10). Or les fonctions min et max (ou

inf et sup) ne permettent pas de conserver les propriétés de dérivabilité des fonctions, et ce

1. La concaténation est réalisée par I'intermédiaire de la fonction maximum.
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méme pour des probleme élémentaires. Pour s’en convaincre, considérons la fonction suivante
de classe C* (Lhachemi, 2013) :

2

P FlR) + 1 o), (1.22)

T 1tu?

ou les fonctions f; et fy sont données pour tout x € R par

4 4
S P — R Q. — 4.23
filx) 1+ (k—2)% fa(x) 1+ (k+2)? (4.23)
On cherche alors a résoudre le probléeme min-max suivant :
arg inf sup |F(k,w)| = arg inf max (fi(k), f2(K)), (4.24)
rER UJER+ KER

ou l'égalité se démontre de maniere directe a partir de I'expression de la fonction F'. Les
fonctions f1, fo et max(fi, f2) ainsi obtenues sont tracées a la Fig. 4.3. On observe ainsi que
la fonction max(fi, f2) n’est pas dérivable au point en lequel elle admet un minimum global.
La solution du probléeme min-max ainsi considéré ne peut donc pas étre caractérisée par les
valeurs annulant le gradient de la fonction max(f1, f2), ce dernier pouvant ne pas exister aux

points d’intérét, et cela quand bien méme la fonction d’origine F' est de classe C*°.

5
4t
u—_: 3t
P
= L
f
1} —,
max(fl,fz)
O 1
-10 -5 0 5 10

K

Figure 4.3 Illustration du caractere non lisse des probléemes min-max

Afin de palier a ce probleme de non dérivabilité, la solution adoptée pour systune est le
recours au concept de dérivée de Clarke, notée J,.f (Clarke et al., 2008; Clarke, 2013), qui
étend, en un certain sens, la notion de dérivée a des fonctions qui ne le sont pas. Pour

introduire cette notion, rappelons préalablement le théoreme de Rademacher :

Théoréme 4.2 (Theoréme de Rademacher) Soit une fonction f : U — R lipschitzienne
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sur un ouvert U de R™. La fonction f est alors différentiable presque partout® sur U.

Ce résultat permet d’introduire la caractérisation de la dérivée de Clarke pour les fonctions

localement lipschitziennes.

Théoréme 4.3 (Dérivée de Clarke) (Clarke, 2013, Théoréeme 10.27) Soit x € R", et soit
f : R™ — R une fonction localement lipschitzienne au voisinage de x. Soit E un sous-ensemble
de mesure nulle de R" et soit E; l’ensemble des points en lesquels f n’est pas différentiable.

On a alors :
O.f(z) = Co{li)m Vi(x):z—x, x,;¢EUEf} , (4.25)
ou, dans le cadre R-espace vectoriel E, Co(A) représente la fermeture convexe d’'un sous-

ensemble ACFE qui est définie par :

Co(A) = {Zaﬂ?z creN, . €A o, >0, ) = 1}. (4.26)

i=1 i=1
Dans le cas ou la fonction f est contintiment différentiable en un point x, la notion de dérivée
de Clarke coincide avec la notion usuelle de différentiation puisque dans ce cas 9.f(z) =
{Vf(x)}. L'utilité de la dérivée de Clarke dans le cadre de l’analyse non lisse réside dans le

résultat énoncé ci-dessous.
Lemme 4.4 Soit f : R" — R une fonction localement lipschitzienne. Alors,

x* € R" minimise localement f = 0¢€ 0.f(z"). (4.27)

Ainsi, pour I'exemple (4.24) précédemment développé, un calcul direct montre que 0,.f(0) =
[—16/25,16/25] et donc que l'on a bien 0 € J.f(0).

Dans le cadre du probléeme de syntheése H,, structurée, les méthodes numériques telles que
systune vont chercher de maniére itérative a trouver un point x* tel que 0 € 0.f(z*) (Apka-
rian et al. (2009)) en recourant a des approximations de la fonction a minimiser. Pour cela,
a partir d'un point z; donné (condition initiale ou calculé lors d'une itération précédente),
la méthode va dans un premier temps localement approximer la fonction f au voisinage de
xr par une fonction ®, dont la complexité est réduite. L’algorithme de minimisation est
alors appliqué a cette approximation dans un certain voisinage de x. Si le point ainsi ob-

tenu engendre une décroissance suffisante de f par rapport a sa valeur en zy, le point est

2. Au sens de la mesure de Lebesgue.
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alors conservé en tant que xp.1. Si le résultat n’est pas satisfaisant, I’approximation &, est

améliorée de maniere a approximer plus fidelement le comportement de f au voisinage de z,.

Comme mentionné précédemment, les méthodes de synthese H,, structurée ainsi développées

présentent de nombreux avantages parmi lesquels :

— la synthese a architecture fixe;

— la considération uniquement des canaux de performance d’intérét (i.e., des jeux d’en-
trées/sorties spécifiques) lors du calcul des normes Ho ;

— la prise en compte d’autres criteres de type confinement des poles, norme Hs, etc;

— la synthese multimodele (décrite ultérieurement a la Sous-Section 4.1.2.2).

Cependant, ces méthodes présentent également deux principales limitations. La premiere li-

mitation réside dans le fait que, contrairement aux méthodes H., classiques, les méthodes de

type H,, structurée n’offrent aucune garantie quant a la stabilisation du systéme en boucle

fermée. Cette non garantie provient de la liberté offerte dans le choix a priori de I'architec-

ture du controleur. En effet, il est vain de vouloir stabiliser un systeme en boucle fermée avec

une méthode H,, structurée si I’architecture adoptée pour le controleur ne le permet pas

de maniere intrinseque. Un choix judicieux de ’architecture du contréleur se basant sur la

connaissance préalable du systéme a controler est donc indispensable. La seconde limitation

réside dans la non convexité du probleme d’optimisation, ce qui confere une importance capi-

tale quant au choix de la condition initiale vis-a-vis de la solution renvoyée par ’algorithme.

En effet, une mauvaise initialisation peut conduire a ne pas trouver de solution stabilisant le

systeme, alors qu’une condition initiale choisie plus adéquatement pourrait le permettre.

4.1.2.2 Synthese robuste et autoséquencement des gains dans le cadre de la

synthese H., structurée

L’un des avantages majeurs de la synthese H., structurée, au-dela de la possibilité d’effectuer
une synthese de controleur a architecture fixe pour la minimisation de criteres H,,, réside
dans sa capacité de synthese multimodele. Cela signifie que la méthode permet d’ajuster les
gains d'un contréleur a architecture fixe en considérant plusieurs modeles simultanément.
Pour expliquer cela, revenons au Probléme 4.4 de synthese H,, structurée. Dans celui-ci, sur
la base d’un unique systeme LTI sous forme standard P(s) et une famille de contrdleurs
LTI (K(K,$)),.cx € (R(s)™*P2)* on définissait pour le systéme en boucle fermée des cri-
teres de performances 1) a optimiser A : K — R et 2) a contrainte sous le seuil unitaire
p: KK — R, donnant lieu au probleme d’optimisation (4.21). Ce probléme d’optimisation
est dit mono-modele car basé sur un unique systéme standard P(s). L’approche multimodele

permet de considérer dans la synthése un nombre fini N de modeles sous forme standard
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Pi(s),..., Py(s). Chaque modele P(s), est placé en boucle fermée avec la famille de contrd-
leurs LTT & architecture fixe (K(K,$)).cc € (R(s)m2%P2)" ot des critéres de performances
associés A\;, p; - K — R, Les critéres de performances peuvent différer d’'un modele P(s) a

I’autre. Le gain optimal du probléme d’optimisation multimodele est alors donné par

Yopt = KEKstab t.q. iniax p() <1 el A(R); (4.28)

ie{l,...,N}
ou Kgiap C K est 'ensemble des vecteurs k € K stabilisant internement les NV systémes bouclés
composés de P;(s) et de K(k,s). Le probleme H,, structuré consiste alors a trouver, pour
v > Yopt, Ul vecteur de parametres k* € K tel que K (Kk*, s) stabilise internement le systeme
bouclé avec, pour tout ¢ € {1,..., N}, pu;(k*) < 1 et telle que, pour tout j € {1,..., N},

Ai(KY) <.

La premiere application possible de la synthese multimodele est la synthése robuste a archi-
tecture fixe. En effet, supposons que le systeme a controler est sujet a des incertitudes pa-
ramétriques d € A ou A C R™ représente ’ensemble des valeurs admissibles du parametre
incertain 8. Le probléme sous forme standard prend alors la forme P(4, s). Ainsi, en plagant
le systeme en boucle fermée avec la famille de controleurs LTI (K (&, 5)),.oc € (R(s)™? xp2)f
les criteres de performances associés dépendent des lors du vecteur de parametres ajustables
Kk € K, mais également de la configuration incertaine d € A, i.e., A\, u: Kx A — R,. Le gain

optimal du probleme de synthese robuste est alors donné par

Yopt = inf sup A(k, 9), (4.29)

KEKstab t.q. supu(k,0)<1 seA
seA

ol Kgap C K est 'ensemble des vecteurs k € K stabilisant internement pour tout 4 € A
les systémes bouclés composés de P(4,s) et de K(k,s). En pratique, on résout la version
discrétisée du probleme d’optimisation (4.29). Pour cela, on procede a la discrétisation du
domaine incertain sous la forme d’un ensemble fini de configurations incertaines, i.e., on
sélectionne Ay C A avec Card(A,) < co. Une telle discrétisation permet alors de se ramener
a la configuration (4.28), rendant possible la résolution numérique de ce probleme de synthese

robuste.

La seconde application possible est le probleme d’autoséquencement des gains. Pour cela,
supposons que le systéeme a controler dépende d'un parametre de séquencement 6. € ©
faisant évoluer la dynamique du systeme, i.e., le systeme sous forme standard s’écrit sous la
forme P(8.,s). Contrairement a la synthese robuste ou l'on cherchait a trouver un unique

controleur permettant de rencontrer les criteres de performance sur I’ensemble du domaine
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incertain, on suppose ici que le parametre de séquencement @, est mesuré ou estimé afin
d’étre utilisé par le controleur. Dans ce cadre, on souhaite faire évoluer le vecteur de gains
K du controleur LTT & architecture fixe K (k, s). En d’autres termes, on cherche les gains du
controleur sous la forme d'une fonction x : © — K de telle sorte que pour tout 6. € O, le
systéme bouclé composé de P(8,, s) et de K(k(8.), s) rencontre les critéres de performances.

Pour cela, on choisit a priori la structure de séquencement des gains du controleur sous la

forme .
V0. € O, k(0.) => K;p:(0.), (4.30)

i=1
ou pour ¢ € {1,...,7}, kK; € R" représente les parametres ajustables lors de la synthese et

¢; - © — R est une fonction de séquencement choisie a priori. En regle générale, les fonctions
¢; sont choisies la forme de polyndémes de la variable de séquencement 6. Néanmoins, tout
autre type de fonction, préférablement continue, est admissible. De maniere a faire ressortir
explicitement les parametres ajustables dans la synthese, le controleur K (k, s), incluant les
formules d’autoséquencement des gains du controleur via k(6.), peut se réécrire sous la forme
K (R,0.,s) ou K € K concaténe les r paramétres ajustables k;. Les critéres de performances
associés dépendent dés lors du vecteur de parametres ajustables & € K, mais également de
la variable de séquencement 6, € O, i.e., A, : K x © — R, Le gain optimal du probléme

d’autoséquencement est alors donné par

Yopt = inf sup A(R,0.), (4.31)
RELstab t-q. Bsupeu(k,@e)ﬁl 0.€0
e€

ot Kgstap C K est Iensemble des vecteurs & € K stabilisant internement pour tout 6, € O les
systémes bouclés composés de P(0.,s) et de K (&, 0., s). Comme dans le cas de la synthese
robuste, on résout la version discrétisée du probléme d’optimisation (4.31). Pour cela, on
procede a la discrétisation du domaine d’opération sous la forme d’'un ensemble fini de points
d’opération. Une telle discrétisation permet une nouvelle fois de se ramener a la configuration
(4.28), rendant ainsi possible la résolution numérique de ce probleme d’autoséquencement des

gains par des routines de synthese H., structurée.

Il est évidemment possible de combiner les approches de synthese robuste et d’autoséquence-
ment des gains de maniere a synthétiser, en un seul processus d’optimisation, un contréleur
robuste et autoséquencé. Une telle stratégie a été appliquée pour la commande de la dyna-
mique longitudinale de 'avion de combat américain F-16 (Lhachemi et al., 2014a,b) et d'un
dirigeable (do Valle et al., 2014). Elle a été étendue au cas du codesign permettant d’ajuster
simultanément les gains du controleur et certains des parametres physiques du systeme. Ce

travail est reporté dans un article scientifique publié dans Aerospace Science and Technology
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(Lhachemi et al., 2015).

4.1.3 Inclusion de 'impact des termes de couplage cachés dans la synthese H,,

structurée

La sous-section précédente a montré comment tirer profit des capacités multimodele des
méthodes de synthese H,, structurée pour la synthese de contrdleurs autoséquencés. On
s'attache a présent a expliciter la démarche permettant d’y inclure, de maniere explicite, la
contribution des TCC. L’idée originelle de recourir a des méthodes d’autoséquencement dans
la gestion des TCC a été initialement présentée dans un article de conférence (Lhachemi et al.,
2016a). Sa formalisation a été présentée dans un article scientifique publié dans Journal of
Guidance, Control, and Dynamics (Lhachemi et al., 2016b) et dont les principaux éléments

d’explications sont repris dans cette sous-section.

4.1.3.1 Incertitudes paramétriques : modele non linéaire, modele linéarisé et

paramétrisation

Reprenons la configuration initialement étudiée dans le Chapitre 3 en incluant I'impact d’in-
certitudes paramétriques. Pour cela, on suppose que le systéme a controler est sous la forme

de la représentation d’état suivante :

z = f(x,u,w,d)

S(6) £ 4.32
) {y:h(m,u,w,d) ( )

Une nouvelle fois, on a x(t) € R" le vecteur d’état, u(t) € R™ le vecteur d’entrée de com-
mande, w(t) € RY le vecteur d’entrées exogenes et y(t) € RP le vecteur de sortie (ou
n,m,p,q € N*). Le vecteur § € A C R" représente les incertitudes paramétriques qui
portent sur le systéme et est supposé statique, i.e., indépendant du temps. On suppose que
A est fermé et connexe par arc. Le champ de vecteurs f : R” x R™ x R? x A — R” représente
la dynamique du systéme et la fonction h : R” x R™ x R? x A — RP génere les sorties du
systéme. On suppose par la suite que f et h sont des fonctions de classe C'. Comme pour le
Chapitre 3, on cherche a caractériser les points d’équilibre du systeme par I'intermédiaire d’un
point d’opération 6. La construction de ce point d’opération differe néanmoins légerement

de la précédente construction dii & la présence du terme incertain 6.

On introduit alors r(t) € RP* le vecteur de référence et on suppose que le vecteur de sortie
T
s’écrit sous la forme y = {le yﬂ , ou y,(t) € RP contient les sorties du systeme qui

doivent suivre r(t), et ol y,(t) € RP? contient les sorties supplémentaires utilisables par la
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loi de commande et p;+py = p (ot p; € N*| p, € N). En adéquation avec cette décomposition,
I’équation de sortie de (4.32) se scinde sous la forme y, = hy(x, u, w, d) et y, = ho(x, u, w, J)

-
de telle sorte que h = [hfhﬂ . Le vecteur d’entrées exogenes est décomposé sous la forme

T
w = [dT w;} , ou d(t) € R est le vecteur représentant les perturbations non mesurables
(e.g., bruit des capteurs), w,,(t) € R% le vecteur des entrées exogenes mesurables (e.g, dans
le contexte aéronautique, altitude, vitesse de vol, pression dynamique) et ¢; + ¢ = ¢ (ou

¢1,q2 € N).

De maniere similaire aux développements du Chapitre 3, on s’intéresse a la famille de points

d’équilibres donnée par :

E 2 {(ze, ue, w,,6) ER® X R™ x R x A

(4.33)
f(meaueaw&(s) - 07 hl(meaueawea 6) = Te, de = 07 r. € Q}a

ou x., u. et w, représentent respectivement les valeurs prises a 1’équilibre par le veteur
d’état x, le vecteur de sortie u et le vecteur d’entrée exogene w. On suppose que &, peut
étre paramétrisé par l'intermédiaire de la configuration incertaine & et d’un vecteur, référé
sous la dénomination de « point d’opération », 8 € O, ou O est un sous-ensemble fermé
connexe par arc de R® (ot s € N*). En d’autres termes, on suppose l'existence d’une fonction
p: O x A— &, quiest bijective, de classe C1(O x A;R™ x R™ x R? x A) et telle que :

(Tey Ue, e, 0) € E, < T0,. € O & (x, U, W, 0) = (0., 9). (4.34)

De plus, on suppose que le point d’opération 6, = p~!(x., u., w., d) dépend uniquement de
la mesure de la sortie du systeme y, , et des entrées exogenes mesurables w,, .. En particulier
0. est indépendant de la configuration incertaine 9§, rendant possible la caractérisation de
sorties d’intérét du systeme par l'intermédiaire du point d’opération 6, sans connaitre la
configuration incertaine & € A. De maniere plus spécifique, on suppose qu’il existe une

fonction v : R — © qui est bijective, de classe C'(R,R?) ou :
R = {(yl,e,wm,e) € R X R® & hy(xe, Ue, We, 6) = Yy, (Te, Ue, We, §) € Eq}, (4.35)
et telle que pour tout § € A,
(T, Ue, We, 0) = 1(0c,0) & O = V(Y) o, Wine). (4.36)

Par la suite, lorsque 'on considérera un point de fonctionnement @ € © donné, on no-

tera, pour une configuration incertaine & fixée, x.(0,9) € R", u.(6,d) € R™, y.(0,9) =
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[9,.(0)'y,.(0,8)"]" € R, w,.(0) € R® les grandeurs associées au point d’équilibre
1(0,9). Des lors, les grandeurs précédemment énumérées sont assimilées a des fonctions
de classe C! définies, suivant les cas, sur © x A ou O (la régularité C! provient du fait que p,

hy et hy sont supposées de classe C').

Une nouvelle fois, de maniére a procéder a la synthése d’un controleur séquencé, le systeme
S(6) est linéarisé pour chacun des points d’opération 8, € © et configurations incertaines
d € A (i.e., autour du point d’équilibre associé (0., d)). Introduisant respectivement dx,
du, dw et dy, les déviations de x, u, w et y relativement a la condition d’équilibre x. (6., d),
u.(0.,6), w.(0.) et y.(0.,9), la linéarisation de S(&) donne le systeme LTI suivant :

ox = AS(0,,6)dx + B (0,,8)6u + BS(6,,8)dw

Si(0.,6) = (4.37)
oy = C°(0.,6)0x + D (0,,8)0u +D3(6,,8)dw

ou
as.0 =21 B =21 B 0L)
6.0 “lucoen) o) (4.38)
Ccs(0.,,8) = Oh , D3(6.,9) = O , D3 (6.,0) = oh :
o 11(6e.6) du 11(6.,0) ow 1(6e,0)

On définit alors la famille de modeles LTI associée au systeme S(8) indexée par le point

d’opération 8, € O et le parametre incertain d € A comme suit :

S £ {81(96,5) : 0, € @, 0c A} . (439)

4.1.3.2 TCC en présence d’incertitudes paramétriques

Comme cela a été illustré au Chapitre 3, 'une des difficultés inhérentes aux TCC réside dans
le fait qu’ils font émerger des termes supplémentaires impliquant des dérivées partielles des
gains séquencés et/ou des conditions d’équilibre du systéme. Les solutions développées dans
la littérature, telles que détaillées dans la Section 3.3, se basent sur la résolution a posteriori
d’EDP pour absorber ou rejeter I'impact des TCC. La solution ici proposée, au contraire de
ces méthodes, vise a inclure a priori 'impact des TCC dans la synthése, de maniere a en
tenir compte directement dans ’ajustement des gains. Pour cela, étant donné que les TCC
dépendent en partie des dérivées partielles des gains séquencés, I'idée développée dans cette
section tire profit des capacités d’autoséquencement des méthodes H,., structurées. En effet,
un choix a priori des formules de séquencement permet de calculer explicitement les TCC et

de les intégrer directement dans la phase d’ajustement des gains du contrdleur.
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Afin d’illustrer le principe de la méthode, reprenons I'architecture du contrdleur (3.48) dont
on suppose 'architecture fixée a priori. Conformément a ’approche expliquée précédemment,
on choisit a priori une structure de séquencement pour les gains ajustables du controleur en
faisant apparaitre les parametres devant étre ajustés lors de la phase de syntheése. De maniere
plus spécifique, prenons le cas de la matrice AS du contrdleur (3.48). Cette matrice contient,
en regle générale, des gains que 'on cherche a ajuster en fonction du point d’opération. Pour

cela, on propose de séquencer a priori la matrice AS sous la forme :

N
AS(O) = Ag,o + Z Ag,k¢k(0)v (4-40)
k=1
ol les ¢ : © — R sont des fonctions continues sélectionnée a priori. Dans cette configuration,
les gains ajustables lors de la synthese sont une partie des coefficients des matrices Agk. En
particulier ces gains sont statiques, i.e., indépendant du point d’opération courant. A titre
d’exemple, supposons que pour un probleme donné avec ©® C R, on considere une architecture
de controleur fixée a priori qui donne lieu, apres réécriture sous la forme (3.48), & une matrice
AS prenant la forme suivante :

VO € O, AS(9) = [/ﬁ?e) ki@)} : (4.41)

ou ki et ko sont deux gains a séquencer sur le domaine d’opération ©. Selon la procédure
précédemment décrite, on choisit a priori une forme de séquencement pour les gains k; et
ko, e.g.,

Vi€ {1,2}, VO € O, k;i(0) = ki + ki + k6. (4.42)

On obtient alors la forme générale (4.40) puisque :

0 1 0 O 0 O

Vo € O, AS(9) = + 0 + 0> . (4.43)
klO k20 kll k'21 ?/(/0) k12 k22 :?2/(/0)
:AS,O :AS,I :AS,Z

En particulier, les parametres ajustables pour la phase de synthese sont les coefficients £y,
k11, k12, kog, ko1 et koo. A contrario les coefficients 0 et 1 qui apparaissent pour cet exemple
sur la premiére ligne des matrices AS; sont constants, i.e., ne peuvent étre modifiés lors de

la synthese.

En appliquant la procédure de séquencement a priori a I’ensemble des matrices de ’architec-

ture de controleur (3.48), on peut alors stocker 1’ensemble des gains ajustables intervenant
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dans les formules de séquencement dans le vecteur de parametres & € K C R™. Sur la base
de l'architecture de controle d’origine (3.48), on est alors amené a considérer I’architecture

de controle suivante :

T, =7r—1Y

.= AS(k,0)x. + AS(k,0)x; + BS(k,0)r + BS(k,0
Cautoseq,2(’</> é ( ) ( ) ( ) y( )y (444)
u=C¢(k,0)x, + C¢(k,0)x; + D¢(k,0)r + DS(H,, 0)y

0 - V(ylvwm)

De la sorte, le probleme originel de séquencement des gains se transforme en un probleme
de synthese multimodele. En effet, en intégrant a priori la structure de séquencement dans
I'architecture de controle (3.48), on obtient I'architecture de controle Cyytoseq2() pour la-
quelle le design consiste a trouver une unique valeur du vecteur de parametres ajustables &
de maniéere a assurer la stabilité et la performance du systeme bouclé composé de S(d) et de

Cautoseq,2(K) sur 'ensemble du domaine d’opération © et pour toute configuration incertaine
d €A

Afin de procéder a la synthese du controleur séquencé, on se doit de linéariser la dynamique de
Cautoseq,2(K). De maniere analogue a la Section 3.2, le séquencement endogene du contrdleur
provoque 1'émergence des TCC. Cependant, on étudie ici le cas d'un systeme S(d) dont
la dynamique dépend d’un vecteur de parametres incertains & € A. D a la présence des
ces incertitudes, la dynamique linéarisée de Cyutoseq,2(K) au point d’opération 6. et pour la

configuration incertaine d (i.e., au point d’équilibre caractérisé par (6., d)) est donnée par :

55E1 =0r — (5y1
oz, :AS(K,, 0.)0x. + Af(ﬁ;, 0.)dx;
+B¢(k,0,)dr + Bg(n, 0.)0y + B (k, 0,,5)60

Cantoseq (K, 0, 8) £ 3 5y =C%k,0.)0x,. + C¢(k,0.)dx; (4.45)
+ D{(k, 6.)0r + DS(k,0.)6y + D§(k, 0., )60
50— OV sy, + Sw,,
ayl V—l(ge) a'Lvm ,/71(96)
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ou les TCC s’expriment sous la forme :
DAL
00, (k.602)
OBC
00,
e
00, (k.60)
aDC
00,

Bgl(n,Oe,é) = Zee(k,0.,0)+ L

+ 7.(0.) + Y

(r6c) (4.46)

Dgl(n,Oe,é) = Teo(K,00,8) +

+ r.(0.) +

(k.0¢)

ot f; représente la [-iétme composante du vecteur 8, alors que B§, et DS, correspondent
respectivement & la [-iéme colonne des matrices B§ et D§. Les conditions d’équilibre du

controleur, intervenant dans les TCC (4.46), sont caractérisés par :

6.9
Zee(R:00:0)| B 0.V F(5.0,.6). (4.47)
mi,e(ﬁ"aeeud
ou
Al(k,0,) AS(k,0
E(x,0,) = |20 Ailx0)) (4.48)
C’(k,0.) CY(k,0.)
—-B¢(k,0 0.) —B¢(k,0 0.9
F(I§70676>: r(K/’ 6)r€( 6) y(K’v e)ye( € ) ’ (449)
u€(087 6) - D?("‘"? 96)T8(08> - DS(F'"? ee)y(i(eev 5)

sous réserve des conditions d’existence de ’équilibre du contrdleur telles que discutées dans
la Section 3.2.

Il est intéressant de noter ici la dépendance de la dynamique linéarisée Cautoseq,i(K, e, ) du
controleur séquencé vis-a-vis de la configuration incertaine 8. En effet, bien que la dynamique
du controleur séquencé Caytoseq2(K, 8.) donnée par (4.44) ne dépende pas de la configuration
incertaine 8, cette dépendance apparait lors de la linéarisation en un point d’opération 6,
donné de par la présence d’un séquencement des gains. En effet, ce séquencement introduit,
lors de la linéarisation, les TCC. Or, ces termes dépendent des conditions d’équilibre du
systeme a controler S(d). Le systeme étant incertain, cette incertitude se retrouve donc au
niveau de la condition d’équilibre du systeme associée au point d’opération 8.. On obtient

des lors des TCC qui sont bien dépendants du parametre incertain 9.

De maniére a mieux identifier le probleme de synthese ainsi formulé, il est utile de reformuler le

probléme sous la forme standard illustrée a la Fig. 4.4. Pour cela, en un point d’opération 8, €
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w; Z]
P(0.,4,s)
Uy Y
K(k,s) |«

Figure 4.4 Reformulation sous forme standard du probleme d’autoséquencement en présence
de TCC

© donné, on réécrit la dynamique linéarisée du systéme en boule fermée composé de S;(6., 9)
et de Cautoseqi(K, Oc,d), sous la forme de la LFT inférieure F;(P(0.,9,s), K(k,s)). Cette
représentation inclut les éventuelles composantes additionnelles (e.g., modele de référence et
pondérations) inhérentes aux méthodes de synthese H,, aboutissant a 1’écriture d’un systeme
sous forme augmentée. Dans cette configuration, P(6.,d, s) représente le systéme augmenté
et inclut 'ensemble des composantes liées a la variable de séquencement 6, et le vecteur
de parametres incertains d. Le vecteur de parametres ajustables k est quant a lui inclus
dans la dynamique du contréleur K (k, s). Avec cette représentation, il est aisé de noter que
le probleme de synthese du contréleur séquencé d’origine devient un probleme de synthese
multimodele. En effet, pour un niveau de performance v > 0 souhaité, la synthese consiste
a trouver un unique vecteur k* € K permettant pour tout point d’opération 8, € O et
toute configuration incertaine § € A, de stabiliser internement F;(P(6.,d,s), K(k, s)) tout
en garantissant ||F;(P(0.,d,s), K(k,s))|l. <.

oo

L’architecture de controleur (4.44) précédemment étudiée présente I'avantage de ne pas né-
cessiter de recourir aux conditions d’équilibre du systeme. Cependant, la démarche précé-
demment développée ne se limite pas a cette architecture de contrdle et peut étre généralisée
a d’autres configurations, incluant celles qui ont recours dans leur implémentation aux condi-
tions d’équilibre du systeme. En particulier, il a été vu dans le Chapitre 3 que I'architecture
de contrdleur séquencé (3.45) faisant explicitement intervenir les conditions d’équilibre du
systeme présente ’avantage de se rapprocher dans sa structure de I'implémentation d’un
simple contréleur LTT au voisinage d’un point d’équilibre donné. De plus, l'intérét de cette
implémentation réside dans le fait qu’en l'absence d’incertitudes paramétriques, les TCC
qu’il engendre (3.47) ne font pas intervenir de dérivées partielles des gains du contrdleur,
mais uniquement des dérivées partielles des conditions d’équilibre du systéme a controéler.
Cependant, cette conclusion ne tient plus en présence d’incertitudes paramétriques, faisant

perdre a cette implémentation son principal avantage. Pour s’en convaincre, reprenons 1’ar-
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chitecture de controle (4.44) en tenant compte de I'aspect incertain du systéme a controler
S(6). Pour cela, notons dy € A la configuration nominale du systéeme pour laquelle on choisit

d’implémenter le controleur autoséquencé sous la forme suivante :

Ly =T —1Y
i, =AS(k,0)x. + AS (k,0)x; + BE(k,0)[r — Y1.(0)]
Conen 1 () & + B (k,0)[y) — y1.(0)] + B 5(k, 0) [y, — y5..(6, )] (450)
u =u.(6,8) + C.(k, 0)x. + C (K, 0)x; + D (k,0)[r — y, ()]
+ D1 (K, 0)[y1 — Y1..(0)] + Dy ok, 0)[ys — ¥s..(6, 80)]

0 :V(yla wm)

Il a été vu qu’en I'absence d’incertitudes (cf. Chapitre 3), cette implémentation permet de
garantir, sous ’hypothese usuelle que la matrice F(k, 8.) définie similairement a (3.41) est de
colonne rang plein, que I’état du contréleur est identiquement nul a 1’équilibre pour tout point
d’opération 8, € ©. Cette propriété permettait alors d’assurer que les dérivées partielles des
gains du controleur n’apparaissaient pas dans la dynamique linéarisée du contréleur séquenceé.
Cependant, ce résultat ne tient plus en présence d’incertitudes. En effet, I’équilibre de (4.50)

associé au point d’opération 8. € © est caractérisé par :

w07€(0€7 6) _Bg,2<ﬁ'v 06) [y2,e<9’ 6) - y2,e(07 60)]

;e (O, 5)] - [[ue(Ge, 8) — u(6,00)] — D 5(k,0.)[y,.(0,8) — ys.(6,)]
(4.51)

et est donc en général non nul des que la configuration incertaine réelle du systeme 9 differe

E(k,6.) {

de la configuration nominale &y. Dés lors, la linéarisation de la dynamique (4.50) au voisi-
nage d’un point de fonctionnement 6, donne une nouvelle fois lieu a la dynamique linéarisée
(4.45) mais avec des TCC ayant une complexité accrue. Ces derniers font a présent intervenir
a la fois des dérivées partielles 1) des matrices du controleur et 2) des conditions d’équi-
libre du systeme. On perd ainsi, de par la présence d’incertitudes paramétriques, l'intérét
fondamental de cette implémentation. Ainsi, bien que la stratégie d’autoséquencement pré-
sentée précédemment peut s’appliquer au controleur séquencé (4.50), on se focalisera, pour

les applications, sur I'architecture (4.44).

4.1.4 Applications

La méthode de gestion des TCC est a présent mise en ceuvre sur deux applications dans
le domaine aéronautique. La premiere application est celle du controle de la dynamique en

tangage d’un missile, alors que la seconde porte sur le contréle de la dynamique flexible d'une
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section d’aile.

Dans le cadre de ces deux applications, les formules de séquencement employées font inter-
venir la fonction valeur absolue. Cette utilisation est motivée par les propriétés de symétrie
des systemes étudiés. Cependant, elle rend le champ de vecteur du systeme bouclé non conti-
ntiment différentiable, ne permettant pas une application directe de la premiere méthode
de Lyapunov pour assurer la stabilité du systeme non linéaire a partir du linéarisé tangent
(cf. Théoreme B.5). Cette problématique est investiguée en Annexe B dans un cadre général
et a fait ’'objet d’une publication dans le journal IEEE Control Systems Letters (Lhachemi
et al., 2017a). Les résultats obtenus, notamment au regard du Théoréeme B.13, permettent de
garantir que pour les différentes applications traitées ici, la stabilité obtenue sur le linéarisé

tangent induit bien la stabilité exponentielle locale du systeme non linéaire d’origine.

4.1.4.1 Controle de la dynamique en tangage d’un missile

Cette section traite du controle de la dynamique en tangage d’un missile par le recours a la
méthode du séquencement des gains en présence de TCC. Les résultats présentés sont issus
de l'article de conférence (Lhachemi et al., 2016a) et de l'article de journal (Lhachemi et al.,
2016b).

Modele de la dynamique en tangage d’un missile et critéres de performance. La

dynamique en tangage d’'un missile est donnée par (Reichert, 1992) :

{a = KiM(1+0,)Cy (o, 6, M) cos(a) + g (4.52)

G = KoM?*(1+6,,)Ch (v, 0y, M)

ou « représente 'angle d’attaque, ¢ la vitesse en tangage et §; I'angle de la gouverne. Le
vecteur § = (9,,,d,,) € A représente les incertitudes aérodynamiques. Les coefficients aéro-

dynamiques liés a la portance C,, et le moment en tangage C,, sont donnés par :

Cou (0,0, M) = sgn(a) [an|af* + bulaf* + ¢u(2 = M/3)a]] + dnd,

(4.53)
Chn (0, 0¢, M) = sgn(a) [am|a|3 + byl 4 e (—T + 8M/3)|Oz” + dpm 6t

Le braquage de la gouverne est liée a sa position commandée par 'intermédiaire d'un systeme

du second ordre : 5 )
t w

— = a ) 4.54

Oe 24 26,was + w? ( )
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La sortie a controler est ’accélération normale 1 du missile qui est caractérisée par :
n = KsM?*(1+6,)C, (o, 8, M) . (4.55)

Les grandeurs mesurées utilisables pour la stratégie de contrdle sont 7 et g. L’angle d’attaque
a (variable endogene) et le nombre de Mach M (variable exogeéne) sont utilisés en tant que
variables de séquencement. L’entrée de commande du systéme est le braquage commandé

de la gouverne J.. Les détails de ce modele, incluant les valeurs numériques utilisées, sont
extraits de (Reichert, 1992).

La dynamique du systeme, composée des équations (4.52), (4.53), (4.54) et (4.55), est réécrite
sous la forme d'une représentation d’état donnée par (4.32) et notée S(8). En particulier,
le vecteur d’état est choisi comme étant x = [Oé q O 54 . L’entrée de commande et 'entrée
exogene sont respectivement u = 6. et w,, = M. La sortie du systeme est quant a elle donnée
pary = [nag]’.

En ce qui concerne les requis de performance, le controle de la dynamique en tangage du

missile doit étre garanti sur le domaine d’opération défini par (Reichert, 1992) :
0={0=(a,M) : a€[-20°,20°], M € [1.5, 4]}, (4.56)

de maniere a assurer :

— la stabilité robuste du systeme bouclé a travers le domaine d’opération © en dépit des
incertitudes aérodynamiques caractérisées par des variations indépendantes des coefficients
aérodynamiques allant jusqu’a +25%, i.e., pour § = (8,,0,,) € [—0.25, 0.25)%;

— assurer la poursuite d'un signal de référence 7, de type échelon pour 'accélération normale
7 avec une constante de temps 7, inférieure a 0.35s, un dépassement maximal inférieur a
10% et une erreur en régime permanent inférieure a 1% ;

— la vitesse de braquage de la gouverne ne doit pas excéder, en valeur absolue, 25°/s (avec

quelques tolérances pour M < 2) pour une entrée de référence 7. fixée a 1¢g (Wu et al.,

1995).

Architecture de contréleur séquencé et TCC La stratégie de controle adoptée étant
celle du séquencement des gains, la dynamique du systéme S(4) est mise a ’équilibre puis
linéarisée au point de fonctionnement 6. = (., M.) pour la configuration incertaine § € A.
En particulier, la mise a I’équilibre donne lieu & un vecteur d’état a I’équilibre x.(6.,d) =
(e qe(0c, ) 01c(0,6) O]T, ainsi qu'une entrée de commande (6., ) = 0.(0.) = 01.(0., )
et une entrée exogene wy,, (0.) = M., vérifiant f(x.(0.,d), u.(0.,6), w.(0.,d),d) = 0. Au



86

point d’équilibre ainsi obtenu, la dynamique du systeme non linéaire S(d) est linéarisée,

donnant lieu a la dynamique LTI notée S;(0., d).

Sur la base d’architectures classiquement utilisées pour ce probleme de controle, I'architec-
ture adoptée ici est celle illustrée a la Fig. 4.5. Elle est composée de deux boucles de controle
internes et d’un bouclage intégral externe portant sur '’erreur entre la référence 7. et 'accé-

lération effective 7). Les trois gains associés, K, K, et K; sont séquencés en fonction de « et
M.

M
A v
TR 1 Ko) | T
—1 T+6 ! o
K +

e ¥ = - = Y - — - — —
&
<
b.
=)

Figure 4.5 Missile en boucle fermée avec I'architecture de controleur séquencé proposée

Ainsi, l'architecture de contrdle considérée est donnée par la dynamique suivante :

i‘i =Me — 1
C(k) =1 6. =K;(0)z; + K, (0)n + Kq(0)q (4.57)
0 =(a, M)

ol Kk est un vecteur rassemblant les parametres ajustables du controleur séquencé et qui sera
précisé par la suite. Il est a noter que d’un point de vue applicatif, il aurait été plus judicieux
de séquencer les gains relativement a l'accélération normale 7 plutét que 'angle d’attaque a.
En effet, la premiere variable est facilement mesurable par I'intermédiaire d'un accélérometre.
A contrario, la seconde est plus difficile & mesurer de maniere précise. Cependant, la majorité
des travaux reportés dans la littérature sont basés sur un séquencement en «. Il a donc été

choisi, a des fins de comparaison, de conserver ce choix de séquencement.

Le controleur séquencé C (k) induit 'émergence des TCC?®. En effet, I’équilibre du controleur

C(k) au point d’opération 0, = (., M.,), lorsque place en boucle fermée avec le systéme

3. Il en aurait été de méme si i avait été choisi en lieu et place de @ comme variable de séquencement.
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S(9), est caractérisé par 7., = 1.(0.) ainsi que
01e(0c,0) = Ki(0)x;c(0c,0) + K, (0:)n(0.,0) + K,(0.)q.(6.,6). (4.58)

En supposant que le gain K; ne s’annule pas sur le domaine d’opération ©, on obtient que
I’équilibre du contrdleur est donnée par :

1 K,(6.)

Tie(Be,0) = m@,e(ee,é) - Ki(6 )776

Kq(6e)
Ki(06>

(367 5) - qe(gea 6) (459)

On en déduit que la dynamique linéarisée du controleur au point d’opération 6, prend la

forme :

51'1, = 5770 - 577

Su = K,(0.)67; + K, (0.)6n + K,(0.)5q + KT°°(0,,8)5a + KT°C(0,, 8)5M
(4.60)

Cl(K’a 087 6) é {

ot les TCC sont donnés par :

K, C(6.,6) = %’;@ ” Tie(Be, 6) + 88};77 . Ne(0e, ) + aaloiq . qe(0, 0)
_Ki(lé’e) %[j . 0r.e(8c,8) + [5577 - f{nég)) 3;;2‘ ej 0.(0..8)  (4.61a)
LG K0 7a |00
K3 ©(6.,8) = gl]\j . Tie(Be,0) + (Z\? . 1e(0e, 8) + ‘3}]\2{1 . q.(6.,8)
) O 0,0+ [l A0 T ) oy
S, e o, oo

De maniére a tenir compte de maniere explicite des TCC conformément a la stratégie de la
sous-section 4.1.3, on introduit une structure de séquencement pour les gains du contréleur.
Dans cette étude, on opte pour un séquencement sous forme de polyndémes quadratiques des
variables de séquencement. En d’autres termes, pour tout gain K € {K;, K,, K,}, on impose

a priovy :

VO = <Oé, M) € @, K(H) = KOO -+ KlOM + K01|Oé| + K20M2 + KllM‘Oél + KOQ‘Oé‘27 (462)
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ou Ky, Kig, ..., Ky constituent les parametres ajustables du contréleur séquencé. De la
sorte, 'ensemble des 18 parametres ajustables liés aux trois gains séquencés K;, K, et K,
sont réunis dans le vecteur de parameétres ajustables k € R'8. Le recours a la valeur absolue
de I'angle d’attaque « dans la formule de séquencement se justifie de par les propriétés de

symétrie du systeme. Ce point sera plus amplement détaillé par la suite.

Il est a présent possible de calculer explicitement les dérivées partielles des gains séquencés
intervenant dans les TCC (4.61a) et (4.61b). En effet, pour K € {K;, K,, K,} on a:

oK
e sign(a) (Ko1 + K11 M + 2Kps|a|), lorsque a # 0
¥(a, M) €O, § [O(‘ (4.63)
oM Ko + Knla| + 2Ky M
Le choix de la formule de séquencement (4.62) implique que la dérivée partielle 0K /0«
n’existe pas en o = 0. Néanmoins, étant donné que les dérivées partielles a gauche et a droite
existent en a = 0, et puisque 8, = (0, M,) implique 0;(0¢,0) = (¢, 0) = 1.(0.,6) = 0,
la dynamique linéarisée donnée par (4.60) demeure valide avec KI°C((0,M,),d8) = 0. Ce

résultat est compatible avec (4.63) en adoptant la convention sign(0) = 0.

De par les propriétés de symétrie du systeme non linéaire S(d), le design peut étre res-
treint aux points d’opération 8, = (., M.) tels que a, > 0. En effet, étant donné un
profil de Mach ¢t — M(t), t — (a(t),q(t),n(t)) est une solution de (4.52) si et seule-
ment si t — (—a(t),—q(t), —n(t)) est également une solution. Puisque l'architecture du
controleur séquencé a été choisie de telle sorte que pour chaque gain K € {K;, K,, K,}
on ait K(a, M) = K(—a, M), cela garantit que KI“((a, M),8) = KI“((—a, M), d) et
KIF(a, M), 8) = =K1 C((—a, M), d). Ce résultat est bien compatible avec la symétrie du

systeme.

En un point de fonctionnement 6, € © donné, 'interconnexion des dynamiques linéarisées
S5(0.,9) et C(k,0.,68) employée a des fins de design est illustrée a la Fig. 4.6. Dans le cas
d’un design classique faisant fi des TCC, le systeéme linéaire utilisé dans la synthese est celui
de la Fig. 4.6 dont on retirerait les composantes en rouge. En particulier, cela revient a ne
pas considérer le bouclage interne introduit par le séquencement de la variable endogene
a. On s’attend donc a obtenir des résultats significativement différents entre une approche
classique ne considérant pas les TCC dans la synthese et 'approche ici développée tenant

explicitement compte des TCC.

Comme décrit dans la Sous-Section 4.1.3.2; le probléeme de synthese consiste a trouver un
ajustement statique du vecteur de parametres Kk de maniere a obtenir un comportement adé-

quat du systeme bouclé pour tout point d’opération 8, € © et toute configuration incertaine
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Figure 4.6 Dynamique linéarisée du missile en boucle fermée utilisée a des fins de synthese

d € A. On retrouve ainsi la configuration de synthese robuste et multimodele telle qu’illustrée

par la Fig. 4.4 lorsque le probleme est réarrangé sous la forme d’'une LF'T inférieure du type
Fi(P(8,9,5), K(k, s)).

Synthése du contrdleur séquencé La méthode employée est celle de la synthese H
structurée, ce qui nécessite de traduire les critéres de performances sous la forme de contraintes
H_, et de placement de podles.

— Pour garantir un niveau adéquat du taux de convergence et du facteur d’amortissement, des
contraintes de type confinement des poles sont introduites. On note A(k, 8., d) la matrice
d’état d’une représentation minimale du systeme en boucle fermée composé de S;(6., d) et
de Ci(k, B., d). Une premiére fonction cofit vise a garantir un taux de convergence minimal
de o, = —5 du systeme en boucle fermée : \i(k,0.,0) = a,/a(A(k, 0., 6)), avec a(.) la
fonction abscisse spectrale*. Une seconde fonction cofit assure un taux d’amortissement
minimal £, = 0.5 au systeme bouclé : \y(k,8.,6) = &,/E(A(k, 0., 0)), ou &(.) représente
I'amortissement minimal des valeurs propres de la matrice carrée en argument ®.

— La performance en suivi de référence quant a ’accélération normale est spécifiée en contrai-
gnant la fonction de transfert T, _,.(k, 8., d) liant 'entrée de référence 7. a l'erreur en suivi
e = 1. — 1. Le suivi de référence étant désiré aux basses et moyennes fréquences, on intro-
duit la contrainte A\3(k, 0,8) = ||T,.5c(k, 6., 8)Ws||  ou la pondération est sélectionnée

comme étant W5 = 3(0.07s +1)/(s + ¢). Le parametre € > 0 est introduit afin de garantir

4. Pour une matrice carrée a coefficients complexes M, a(M) = max{Re(A) : det(M — \I;) = 0}.
5. Pour une valeur propre A € C* donnée, 'amortissement est défini par —Re(\)/|A|.
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la stabilité de W et est ici fixé & ¢ = 1076,

— Pour limiter 'entrée de signaux hautes fréquences dans ’actionneur, on considere la fonc-
tion cotlit A\y(k, 0., 8) = ||T},.—s.(K, 0, 8)Wy|| avec la pondération W, = 30s/(s + 10).

— De maniere analogue, afin d’éviter des vitesses excessives de la gouverne, on introduit la
fonction cotlit A\;(k, 6.,0) = HTWC_@(KJ, 06’6)W5Hoo ou W5 =1.25s/(s + 1).

— Finalement, pour rejeter les perturbations introduites par le signal exogene M, on considere
la fonction colit A¢(k, 0c,0) = ||Thi—n(K, O, 8)Ws|| . avec la pondération Wi = 0.4/((s +
g)(s+1)?).

De maniere a rendre le probleme de synthese numériquement solvable par les méthodes de

synthese H,, structurée (cf. Sous-Section 4.1.2.2), on proceéde en une discrétisation finie du

domaine d’opération ©, C © ainsi que du domaine incertain Ay C A telles qu’illustrées, res-
pectivement, par les Figs. 4.7(a) et 4.7(b). Puisque le domaine d’incertitudes est relativement
large, 'objectif du design est de synthétiser un controleur assurant la stabilité robuste mais
présentant des performances dégradées pour les configurations incertaines extrémes. Plus
précisément, on souhaite rencontrer le niveau de performance requis pour des incertitudes
allant jusqu’a £10%, tout en garantissant la stabilité pour des incertitudes allant jusqu’a
+25%. Pour cela, au regard de la Fig. 4.7(b), les contraintes de performances sont unique-
ment appliquées pour les configurations incertaines marquées d’une croix (“x”), i.e., pour des
incertitudes aérodynamiques allant jusqu’a +10%. Des contraintes de stabilité sont ajoutées
pour les configurations incertaines marquées par un cercle (“o”), i.e., pour des incertitudes

aérodynamiques allant jusque 25%.

25 T T T T T T 30 T T T T T
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20r 7N 7SN 707875757K 27 T
XAXXXXXXXX
15t XXX XXX XXX 107r
. XAXXXXXXXX S
3510 KAXAXXXXXXX = or X
XAXXXXXXXX ©
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XAXXXXXXXX
ol ] 20 f ]
G D
5 ; ; ; ; ; ; -30 : : : : :
1 15 2 25 3 35 4 45 30 20 -10 O 10 20 30
Nombre de Mach g, (%)
(a) Domaine d’opération ©4 C © (b) Domaine incertain Ay C A

Figure 4.7 Domaine d’opération du missile et domaine des incertitudes aérodynamiques
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La nature non lisse et non convexe du probléme nécessite un choix adéquat de la condition
initiale donnée en entrée de la fonction d’optimisation. Celle-ci a été obtenue sur la base d’un
design point a point préliminaire et le recours a une méthode de type moindres carrés. De plus,
une normalisation des fonctions cofit a été effectuée a travers les différents point d’opérations
de maniere a assurer un effort d’optimisation adéquatement distribué au travers du domaine
d’opération (Lhachemi, 2013; Lhachemi et al., 2014b). Plus précisément, chaque fonction
colit liée a un point d’opération 6, € © spécifique a été normalisée avec le gain v(8.) obtenu
sur la base du design préliminaire considérant I'unique point d’opération .. Cependant, afin
de garantir un taux de convergence et un amortissement adéquat sur I’ensemble du domaine
d’opération O, le processus de normalisation n’a pas été appliqué aux fonctions cofits A g, 5, ,

et Agg,.5.. Le probleme de synthese du controleur autoséquencé prend alors la forme suivante :

: f )\Z ,96,5 i 06 , 4.64

“Gllrclstab 0666,1,533?2@{1”“,6} <K' )/7( ) ( )

ot %(0.) = 1 pour 1 < i < 2, %(0,) = v(6:) pour 3 < i < 6 et Kgap, C K représente
I'ensemble des vecteurs k € K stabilisant internement pour tout 8, € O, et § € Ay le

systeme bouclé au point d’opération 8. et pour la configuration incertaine 9.

A des fins de comparaison, deux synthéses des gains du controleur autoséquencé ont été effec-
tuées. La premiere, qualifiée de synthese « classique », a été effectuée en négligeant la contri-
bution des TCC. Au niveau de la dynamique linéarisée du controleur séquencé C(k, 6., d)
caractérisée par (4.60), cela revient a supposer que K¢ = KT1CC = 0. L’architecture de la
dynamique linéaire du systeéme bouclé utilisée a des fins de synthese correspond alors a celle
de la Fig. 4.6 dont on aurait supprimé les composantes en rouge. A contrario, la seconde
synthese, dite « avec TCC », considere I'impact des TCC donnés par (4.61a) et (4.61b). L’ar-
chitecture de controle utilisée a des fins de synthese est alors exactement celle de la Fig. 4.6.

Les résultats ainsi obtenus sont résumés dans le Tab. 4.1°9.

Tableau 4.1 Résultats de la synthese H,, structurée sur le missile

Synthese ‘ Norme H, initiale Norme H,, finale Itérations Temps de calcul
Classique 5.09 1.11 31 4 min 12 s
Avec TCC 25.9 1.09 78 40 min 24 s

L’intégration des TCC donne lieu a un temps de calcul accru d’un facteur 10. Cela s’explique
par la complexité relative des TCC tels qu’exprimés par (4.61a) et (4.61b), ces derniers

dépendant de maniere non linéaire des parametres ajustables lors de la synthese. Pour les

6. Résultats obtenus avec un ordinateur présentant un quad-core intel i7-3630QM cadencé a 2.40GHz avec
16.00GB RAM et MATLAB 2014b.
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deux syntheses, le gain final est approximativement de 1.1, indiquant que les contraintes
imposées par les fonctions cotit sont en grande partie rencontrées. Cependant, si ’on integre a
posteriori 'impact des TCC dans I’évaluation du résultat obtenu via la synthese « classique »,
on observe une sévere dégradation du gain H,, ce dernier passant de 1.11 a 6.04. Cette sévere
dégradation imputable aux TCC est plus amplement illustrée a la section suivante sur la base

de simulations sur le modele non linéaire.

Evaluation comparative du comportement du systéme non linéaire en boule fer-
mée Le controleur autoséquencé C(k) précédemment synthétisé est implémenté sur le sys-
téme non linéaire d’origine S(4) tel qu’illustré a la Fig. 4.5. Pour la simulation, le profil du

nombre de Mach est généré par (Reichert, 1992) :

. 1 : 2 cos(a
M = ;S (_|7]|g sin(|af) + A. M ( )) (4.65)

M(0) = 3.0

La réponse du systéme nominal (i.e., pour § = 0) en boucle fermée en réponse a une série
d’échelons de commande 7, est illustrée a la Fig. 4.8 pour les gains obtenus par les approches
avec et sans l'inclusion des TCC dans la phase de synthese. La réponse en suivi de référence
de l'accélération normale du missile est montrée a la Fig. 4.8(a). Ce choix de sortie donne
lieu a un systéme en boucle ouverte qui est & non minimum de phase (Nichols et al., 1993),
raison pour laquelle on observe au niveau des réponses temporelles de ’accélération normale
un dépassement initial allant dans le sens contraire de 1’échelon injecté en référence. En
comparant les résultats, on observe que le controleur synthétisé en négligeant I'impact des
TCC introduit de larges dépassements, ce qui n’est pas le cas des gains obtenus en tenant
compte des TCC. Ces dépassements excessifs induisent une trainée importante du missile,
débouchant sur une plus grande perte de vitesse au cours de la manceuvre (Fig. 4.8(b)). Ils
induisent également des oscillations au niveau de 'angle d’attaque « (Fig. 4.8(c)) ainsi que
de la vitesse en tangage ¢ (Fig. 4.8(d)). De plus, U'effort de commande illustré par I’évolution
de la position de la gouverne &, (Fig. 4.8(e)) et de sa vitesse 0, (Fig. 4.8(f)) est analogue
a ce qui a été obtenu dans les différents travaux publiés (Wu et al., 1995). Néanmoins, une

réduction significative est observée lorsque les TCC sont inclus dans le processus de synthese.

L’évolution temporelle des gains du controleur est illustrée a la Fig. 4.9. On observe que la
meilleure performance obtenue en tenant compte des TCC dans la syntheése n’aboutit pas a
des gains plus forts. En effet, I'amplitude des gains K; et K, est significativement réduite com-

parativement a I’approche négligeant les TCC, alors que K, présente une amplitude similaire.
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Figure 4.8 Réponse temporelle du missile en boucle fermée pour une série d’échelons de

référence
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La meilleure performance obtenue en incluant les TCC dans le processus de synthese n’est
donc pas nécessairement au prix d'un effort de commande plus fort et/ou d'une amplitude

des gains plus élevée.

0.4 : : : : 0
Classique
035 B TCC b '001 B
0.3F -0.02
¥~ 025} v -0.03
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(c) Gain K,

Figure 4.9 Evolution des gains du controleur lorsque placé en boucle fermée avec le missile

pour une série d’échelons de référence

La performance du systéme bouclé est évaluée a la Fig. 4.10 pour des coefficients aérodyna-
miques perturbés d'une amplitude maximale de £25%. Les Figs. 4.10(a) et 4.10(b) indiquent
que la stabilité du systeme bouclé est préservée pour les deux approches testées. Néanmoins,
le controleur synthétisé en négligeant les TCC présente des dépassements tres importants.

A contrario, en dépit de 'amplitude importante des incertitudes, le controleur synthétisé en
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Figure 4.10 Réponse du missile en boucle fermée avec des coefficients aérodynamiques per-
turbés avec une amplitude maximale de +25%
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incorporant 'impact des TCC présente un niveau de performance satisfaisant, autant pour
le temps de réponse que le dépassement. Qui plus est, le systeme est opéré avec un effort de
commande moins excessif comme cela est illustré par les Figs. 4.10(c) et 4.10(f). Ces résul-
tats tendent a démontrer les bénéfices de l'intégration des TCC dans le design du controleur

séquenceé.

4.1.4.2 Suppression active du flutter pour le BACT

Les phénomenes aéroélastiques, introduits par 'interaction des forces structurelles, inertielles
et aérodynamiques (Mukhopadhyay, 2003), sont & méme de dégrader de maniere dramatique
les performances d’'un avion et de compromettre I'intégrité de sa structure. L’'un des phéno-
menes aéroélastiques les plus critiques pour les avions conventionnels est le flutter (Shearer
and Cesnik, 2007; Su and S. Cesnik, 2010). Ce dernier est une instabilité aéroélastique de
type oscillatoire caractérisée par une sévere dégradation de I'amortissement de la structure
résultant de la présence d’efforts aérodynamiques instationnaires. Il en résulte de maniere gé-
nérale I’émergence d’'un cycle limite d’oscillations (Dowell et al., 2004) causant la dégradation
de la manceuvrabilité de I'appareil et la réduction de sa durée de vie en fatigue di aux cycles
de contraintes sous-jacents. Avec 'allégement des structures des avions modernes découlant
de la volonté des avionneurs d’offrir des avions toujours plus performants et économes en
carburant, les phénomenes aéroélastiques deviennent de plus en plus prépondérants, requé-
rant des stratégies de commande dites actives”. Dans ce cadre, le modele dit BACT a été
développé par le Langley Research Center de la NASA afin de reproduire en soufflerie les phé-
nomenes aéroélastiques notamment observés sur 'avion de combat américain F-16 (Bennett
et al., 2000; Scott et al., 2000; Waszak, 2001). Le BACT consiste en une section d’aile a deux
degrés de liberté capturant le premier mode en flexion et le premier mode en torsion d’une
aile flexible. Ce modele fournit une base pour analyser théoriquement et expérimentale un
certain nombre de phénomeénes aérolastiques tels que le décrochage, le flutter et 1’émergence
de cycles limites d’oscillation. Dans cette sous-section, on se focalise sur le phénomene du
flutter et sa suppression par le moyen d’une stratégie de contrélede type séquencement des

gains. Les résultats présentés sont issus de 'article de conférence (Lhachemi et al., 2017b).

Modele du BACT et mise en évidence du phénomeéne de flutter. Le BACT, tel
qu’illustré a la Fig. 4.11, est une section d’aile aéroélastique a deux degrés de liberté que sont
le déplacement en flexion h et celui en torsion «. La section d’aile est supposée actionnée

par I'intermédiaire d'une gouverne unique située a Uarriere de 'aile (on parle de trailing edge

7. En opposition aux solutions passives consistant en 1’accroissement de la rigidité de sa structure, géné-
ralement accompagné d’un accroissement de la masse de I'appareil.
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Figure 4.11 Modele aéroélastique du BACT

flap). Les équations de la dynamique du BACT, capturant le premier mode en flexion et le

premier mode en torsion du systéme, sont données par (Strganac et al., 2000) :

mr mwﬂiab h I Cp, 0 h I kh 0 h -
My Tab 1, o 0 cof | 0 (1+0)ko(a)| | B

Les parametres du modele sont la masse totale du dispositif ms, la masse de 'aile myy, la

—L (4.66)

demi-corde de l'aile b, le moment d’inertie I, et la distance adimensionnée® entre le centre
de masse et I'axe d’élasticité. Les coefficients d’amortissement en torsion et en flexion sont
respectivement donnés par ¢, et ¢;,. Le coefficient d’élasticité structurel en flexion k;, est une
constante, tandis que le coefficient d’élasticité structurel en torsion k, est, sur la base de

mesures expérimentales, modélisé par un polynéme d’ordre 4 de I’angle de torsion :
ko) 2 koo + ka1 + koo 4 kosa® 4 kg™, (4.67)

Etant donné que le modele de k, résulte d’une modélisation ad hoc obtenue sur la base de
résultats expérimentaux, on introduit le parametre incertain § € A = [—0.1,0.1] portant sur
Iamplitude de k,. Les efforts aérodynamiques sont modélisés sous forme quasi-stationnaire

comme suit :
2 h a 2
L = pU%bq, |a+ i + (0.5 — a)bﬁ + pU=bcy, 3, (4.68a)

h .
M = pU?c,,, [a + (05— a)b[ﬂ + pU K, B, (4.68b)

8. Relativement a b.
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ou L représente la portance de I'aile générée par le flot d’air, alors que M dénote le moment
aérodynamique en tangage. Les parametres de ce modele sont p la masse volumique de 'air,
U > 0 la vitesse d’écoulement du flot d’air, a la distance adimensionnée® entre le milieu
de la corde et l'axe d’élasticité. Les constantes ¢;, et c,,, représentent, respectivement, les
coefficients aérodynamiques de portance et de moment en tangage relativement a l’angle
d’attaque «. Les méme grandeurs, définies relativement a I’angle de la gouverne 3, sont

notées ¢, et ¢p,. Finalement, la dynamique de la gouverne est modélisée par le systeme du
second ordre suivant (Block and Strganac, 1998) :

A 0 1 0
.| = +
IR

ou f. représente le braquage commandé de la gouverne. Etant donné que les valeurs nu-

B

: s 4.69
5 B (4.69)

mériques utilisées pour ce modele peuvent varier de maniere significative d’une publication
a l'autre, les valeurs utilisées dans cette étude sont résumées dans le Tab. 4.2 ci-dessous
(Strganac et al., 2000).

Tableau 4.2 Valeurs numériques des parametres du BACT

a = —0.6847 b = 0.135m ¢p, = 2743N-s/m

a, = 628 Cm, = (05+a)a, |, = 3.358

Cmy = -1.94 Ca = 0.036N -s I, = mwzib?* +0.0517kg - m?
kr, = 2844.4N/m ko = 683N-m |k, = 9967N-m

koo = 667.685N-m | ko3 = 26569N-m | kpy = —5H087.9N-m

mr = 12.387kg my = 2.046kg T, = [0.0873 — (b+ab)]/b

p = 1225kg/m*® | C, = 505! K, = 250052

Autant & des fins d’analyse que de design d'un contrdleur, les équations de la dynamique
du BACT (4.66) et (4.69) sont reformulées sous la forme d’une représentation d’état. On
suppose ici que 'ensemble des états de la section d’aile sont utilisables a des fins de controle.
Le vecteur d’état et le vecteur de sortie sont alors définis par :

T
xr =

-
h a h & 15} B = [xl Tog T3 Ta Ty L
- (4.70)

y:{l’l Lo T3 X4

Cela donne lieu a la représentation d’état donnée par (Ko et al., 1997) :

S() 2 &= [(@.U.0) + 96 (4.71)

y = h(z)



avec

f(z,U,6) =

xs3

Tyq
—kikp(x1)xy — [k2U? 4 c5(1 + 0)ko(x2)]2e — 1 (U)z3 — co(U)wg + g3U%w5
—kskn(z1)z1 — [kaU? + c6(1 + 0)ka(@2)]2 — c3(U)as — ca(U)zs + gaU%2s
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Lo
—Kyrs — Cype |
(4.72a)
0]
0 Ty
0 Ty
g= , h(x)= : (4.72b)
0 T3
0 T4
Ky

ou les différents éléments sont définis dans le Tab. 4.3.

Tableau 4.3 Parametres de la représentation d’état du BACT

= mrl, — m}x2b?

= I,/d

= (Iapba, + myzapbien,)/d

—mwz.b/d

—(mwxapb*a, + mrpb*cn,)/d

[I.(ch + pUbcy,) + mwzapUbicy,, ] /d

[L.pUb?c;, (0.5 — a) — myzabea + mwzapUbte,,, (0.5 —a)] /d
— [mwzab(en + pUbcy,) + myppUb®cp, ] /d

[mr(ca — pUBC, (0.5 — a)) — mwzapUb3cy, (0.5 — a)] /d
—mwz,b/d

mT/d

—(Lapbey, + mwxab:spcmﬂ)/d

= (mwzapb®c, + mppb®cm,)/d

Afin de mettre en avant les caractéristiques du BACT, il est intéressant de s’intéresser a son

comportement en boucle ouverte. En effet, ce modele a été développé de maniere a pouvoir

reproduire le phénomeéne de flutter qui se caractérise par une oscillation en flexion et en

torsion de l'aile. Le BACT est simulé en boucle ouverte pour une vitesse d’écoulement de

lair fixée & U = 15m/s et en prenant pour condition initiale ag = 5° et hg = 0.01m (les

autres conditions initiales sont nulles). Les résultats obtenus sont illustrés a la Fig. 4.12. La

condition initiale, en termes de position de la section d’aile, est indiquée par une croix rouge.
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On observe ainsi que le modele du BACT exhibe bien un comportement de type cycle limite
d’oscillation, autant dans le déplacement en torsion que celui en flexion, i.e., le phénomene

aéroelastique de flutter.

0.5

da/dt (rad/s)
o
dh/dt (m/s)
o

1 1 05 ! 1 | ! !
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03
« (rad) h (m)

(a) Angle de torsion (b) Déplacement en flexion

Figure 4.12 Comportement en boucle ouverte du BACT pour la vitesse d’écoulement de 'air
U=15m/s

L’objectif de la stratégie de contrdle, a mettre en place sur la plage de vitesse d’écoulement

de l'air 10m/s < U < 20m/s, est donc triple :

— lorsque le controleur est actif, il doit permettre d’empécher le systeme d’entrer dans un
cycle limite d’oscillation ;

— lorsque le controleur est activé alors que le systéme est entré dans un cycle limite d’oscil-
lation, il doit parvenir a ’en sortir;

— le controleur doit permettre de contrdler la position angulaire o de l'aile vis-a-vis d'un

signal de référence o, € [—10°, +10°] pour des entrées de type échelon.

Motivation pour une approche de type séquencement des gains Dans les travaux
reportés dans la littérature, la majorité des techniques employées pour le controle du BACT
repose sur la méthode de linéarisation par retour de sortie en considérant soit l'angle de
torsion «, soit le déplacement en flexion h, comme étant la sortie de controle (Ko et al.,
1999; Bhoir and Singh, 2004b). Ces approches ont été étendues afin d’inclure des aspects
de commande adaptative pour gérer les incertitudes paramétriques du modele (Singh and
Brenner, 2003; Behal et al., 2006a; Lee and Singh, 2009; Elhami and Narab, 2012; Zhang
and Singh, 2001; Cassaro et al., 2014). Cependant, lorsque 1’angle de torsion (respectivement

le déplacement en flexion) est choisi comme sortie, la dynamique du déplacement en flexion
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(respectivement I’angle de torsion) fait partie de la dynamique des zéros. Dés lors, la linéarisa-
tion par retour de sortie n’est que partielle et il n’est pas possible d’améliorer simultanément
I’amortissement pour les déplacements en torsion et en flexion. Pire, dépendamment de la
position de I'axe aéroélastique et de la vitesse de I’écoulement de I'air, la dynamique des zéros
peut étre instable (Ko et al., 1997, 1998), rendant la méthode de linéarisation par retour de

sortie inapplicable.

A la vue des élements précédents, il est alors raisonnable de se demander si une sortie plus
adéquate pourrait étre choisie de maniere a éviter I’émergence d’une dynamique des zéros.
La réponse a cette question est négative comme cela est démontré en Annexe C. En effet,
il y est montré que le BACT, avec une seule surface de controle, est sous-actionné dans la
mesure ou le systéme n’est pas linéarisable par retour de sortie. En d’autres termes, quel que
soit le choix de sortie y = h(x), le systéeme n’est que partiellement linéarisable par retour
de sortie. Cela implique donc que les méthodes non linéaires basées sur une approche de
type linéarisation par retour de sortie ne peuvent controler 'intégralité de la dynamique du
systeme, s’exposant a une dynamique des zéros pouvant potentiellement étre mal amortie,
voire instable. Afin d’éviter ce probleme, il a été proposé dans la littérature d’ajouter une
seconde surface de controle a l'avant de l'aile (on parle de leading edge flap), ayant pour
effet de rendre le BACT linéarisable par retour de sortie pour y = [oz hr (Platanitis and
Strganac, 2004, 2005; Wang et al., 2012; Lee and Singh, 2009). Cependant, cette solution
entraine un accroissement de la complexité de la structure de 'appareil et du schéma de

controle.

Puisque le BACT avec une seule surface de controle est controlable au voisinage de chacun
de ses points d’équilibre (Block and Strganac, 1998; Kelkar and Joshi, 2000), une solution
alternative est de recourir aux méthodes de synthése LTI. Cependant, di a la plage de va-
riation de la vitesse d’écoulement de 'air et au comportement non local des cycles limites
d’oscillation, un simple controleur LTI peut se révéler insuffisant (Strganac et al., 2000).
Pour cette raison, des controleurs non linéaires obtenus sur la base de la théorie des systemes
LTT ont été considérés avec notamment des approches portant sur la résolution d’équations
de Riccatti dépendant du vecteur d’état (Mracek and Cloutier, 1998; Tadi, 2003; Bhoir and
Singh, 2005) et le séquencement de gains (Barker et al., 1999; Barker and Balas, 2000). Dans
ces deux derniers travaux, le séquencement des gains a été effectué pour une variable de sé-
quencement prise comme étant la vitesse d’écoulement de 'air U. On se propose ici d’étendre
cette approche en prenant comme variable de séquencement additionnelle 'angle de torsion
a. Ce choix vise a tenir compte de la physique du systéme afin d’améliorer les performances
puisque, comme cela a été vu pour la simulation en boucle ouverte de la Fig. 4.12, le flutter

peut entrainer des angles « relativement importants.
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Architecture du contréleur séquencé et TCC La stratégie de controle adoptée étant
celle du séquencement des gains, la dynamique du systéme S(4) est mise a 1’équilibre puis
linéarisée au point de fonctionnement 6, = (a.,U.) pour la configuration incertaine § € A.
En particulier, au point de fonctionnement 8, = (v, U, ), I’équilibre du systéme est caractérisé
par z.(0.) = [he(8.) ar 0 0 (60) 0] ,Gee(8e) = u(60.), 9.(00) = [n(6.) e 0 0]
et Wy, (0.) = U, ou

(ksky — k1ky)U? + (kzcs — kicg) (1 + 8)ka(ce)
(k3gs — k1g4) U2
(9aks — g3ka)UZ 4 (gacs — gsce) (1 + )ka(cre)
k3gs — k194

Be(Be,0) Qe (4.73)

he(6.,0)

. (4.74)

Le terme de droite de (4.73), ainsi que celui de (4.74), sont bien définis puisque k3g3 — k194 =
—pb*cmp/d # 0.
Au point d’équilibre obtenu, la dynamique du systéme non linéaire S(J) est linéarisée, don-

nant lieu a la dynamique LTT suivante :

5.(0..6) 2 { ox = A(0.,0)dx + By 65. + By(8.,0)0U (475)
oy = Cox
avec
[0 0 1 0 0 0|
0 0 0 1 0 0
A(6,.0) — —k1 —kU? — c5(1 + 8)(kalae) + ekl (ae)) —c1(U.) —co(Ue) gsU%2 0
7 —ky —kaUZ = c6(1 + 8)(ka(ae) + ackiy(ae)) —es(Ue) —ca(Ue) gUZ 0 |
0 0 0 0 0o 1
0 0 0 0 -K, —Cy
(4.76a)
" i i
0
By— ||, B |Veloebel0e0) = ko)) (I 040].  (4.76D)
0 2Uc(94Be(0e, 0) — kacre)
0 0
K, _ 0

Le contréleur séquencé adopté ici est illustré a la Fig. 4.13. Il consiste en quatre bouclages

internes portant sur a, &, h et h, ainsi quun bouclage externe de type intégral portant sur
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U
i,
) TR0 ! o
[R50 o) [s
{Kal0)]— :
[K,0)

Figure 4.13 BACT en boucle fermée avec I'architecture de controleur séquencé proposée

I’erreur de suivi e = o, — . La dynamique du contréleur est donnée par :

C(k) 2 B. = Ki(0)z; + Ko(0)a+ K1 (0)h + K4(0) + K, (0)h (4.77)
0= (a,U)

ou les gains Ky, K,, K, K4 et K; sont séquencés relativement a @ = (o, U). Le vecteur k
représente quant a lui les parametres ajustables dans la syntheése. Au point d’opération 6.,
la condition d’équilibre du contréleur, lorsque placé en boucle fermée avec le systéme S(9),

est donnée par a, = «, et la composante intégrale z; .(0., d) satisfait :
Be(0c,0) = Ki(0)xi(0.,0) + Ko(0:)ae + K1, (0.)h(6.,0). (4.78)

En supposant que K;(0.) # 0, z;.(0., ) est donc caractérisé par les conditions d’équilibre
Be(Be,d) et he(Oe,d), respectivement données par (4.73) et (4.74).

Puisque la variable de séquencement a correspond a un signal endogene, le controleur sé-
quencé C(k), une fois placé en boucle fermée avec S(9), exhibe une dynamique non linéaire.

Le calcul de sa dynamique linéarisée C;(6.,0) au point de fonctionnement 8, donne :

0t; =0, — dx
Ci(k. 0c,0) = § 68, =Ki(0,)0m; + | Ka(B.) + K1°°(8,,0)| 5o+ K,(6.)5h (4.79)
+ K4(0.)0¢ + K (0.)0h + KE°C(8,,6)0U
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ou les TCC, compte tenu de (4.78), sont donnés par :

K000 =567 , Pecf0)+ [85; ) fq(g)) o J o (4500)
]

KE00) =gy a7 |, Por0e )+ = Ok J o (4300
5, K o)) o

La dynamique du systeme en boucle fermée linéarisée au point d’opération 8. ainsi obtenue
est illustrée a la Fig. 4.14. Conformément a 1’étude générale des TCC effectuée dans le
Chapitre 3, on note l'apparition d'un bouclage interne de gain KI°(0.,d) introduit par
la nature endogene de la variable de séquencement «, ainsi qu'une entrée de perturbation

KECC(0.,0) introduite par la nature exogéne de la variable de séquencement U.

v [ K7ec(6..9)
(5(){7« + 56
- v
N N e
oh
> Sl(eeaé) 5&
oh

.

Figure 4.14 Dynamique linéarisée du BACT en boucle fermée utilisée a des fins de synthese

Afin de tenir compte de maniere explicite des TCC, on introduit une structure de séquen-
cement pour les gains du controleur. Dans cette étude, on opte pour un séquencement sous

forme de polynomes quadratiques des variables de séquencement. En d’autres termes, pour
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tout gain K € {K;, K,, Ky, K4, K}, }, on impose a priori :
VO = (U, Ck) < @, K(G) = Ko() + KlOU + KOl‘OC‘ + K20U2 + KllU‘Oé’ + K(]Q‘Oé’Q, (481)

ou Ky, Kig, ..., Ky constituent les parametres ajustables du contréleur séquencé. De la
sorte, ’ensemble des 30 parametres ajustables liés aux cinq gains séquencés K;, K., K, Kg
et Kj sont réunis dans le vecteur de parameétres ajustables & € R*. Comme dans le cas
du missile, la valeur absolue est utilisée afin de tirer avantage des propriétés de symétrie du
systeme. En l'occurent le modele du BACT n’est pas réellement symétrique relativement a
a = 0 puisque k, n’est pas une fonction paire. Néanmoins, les dynamiques C;((Ue, a.), ) et

Ci((Ue, —a),0) sont numériquement tres proches sur la plage de fonctionnement du systéeme.

On calcule a présent de maniere explicite les dérivées partielles des gains séquencés interve-
nant dans les TCC (4.80a) et (4.80b). Pour K € {K;, K., K;, K4, K;,} on a :

K
oK = sign(a) (Ko1 + K11U + 2Kps|a|) , lorsque a # 0
Y(a, M) € O, g% (4.82)
% = Kw + K11|Oé’ + 2K20U

Une nouvelle fois, la formule de séquencement (4.81) implique que la dérivée partielle 0K /0«
n’existe pas en @ = 0. Néanmoins, par un raisonnement analogue a celui effectué sur le missile,
la dynamique linéarisée donnée par (4.79) demeure valide avec KI°C((0,M,),8) = 0. Ce

résultat est compatible avec (4.82) en adoptant la convention sign(0) = 0.

Synthése du controleur séquencé Afin de résoudre ce probléeme de synthese par I'utili-
sation des méthodes de synthese H,, structurée, les criteres de performances sont reformulés
sous la forme de contraintes H,, et placement de poles.

— La premieére fonction cotlit A\ (k, 6., ) vise a garantir un taux de convergence minimal de
a, = —0.3 du systeme bouclé. La seconde fonction cotit Aa(k, 6, 0) est définie pour assurer
un taux d’amortissement minimal &, = 0.2. Méme s’il serait désirable d’imposer une valeur
de &, plus élevée, cela aboutirait a imposer des contraintes de design trop séveres sur les
poles les plus rapides du BACT qui sont relativement mal amortis, pouvant aboutir a des
efforts de commande importants.

— La performance en suivi de référence quant a l'angle de torsion « vis-a-vis du signal de
référence «,. est spécifiée en contraignant la fonction de transfert T, .(k, 8., J) liant a;, &
Ierreur en suivi e = «,, — av. Le suivi de référence étant désiré aux basses et moyennes fré-
quences, on introduit la contrainte A\3(&, 8., 0) = ||Th, - e(K, B, 5)Ws|| ol la pondération

est sélectionnée comme étant Wi = (s +2)/(5(s +¢)) avec € = 1075.
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— De maniere a éviter des vitesses de braquage excessives de la gouverne, on introduit la
fonction cotit \y(K, 0.,0) = HTOér—>B<K'706’5)W4HOO ou Wy = 0.05s/(s + 1).

— Finalement, de maniére a prévenir 'entrée de signaux hautes fréquences dans ’actionneur,
on considere la fonction colit A\s(k,0,0) = ||T,,5p.(K,0.,0)Ws||  avec la pondération

Ws = 0.65/(s + 10).

10}
X X X X
_ X X X X
> X X X X
= X X X X
3 0 X X X X
s X X X X
sl X X X X
X X X X
X X X X

-10 L

8 10 12 14 16 18 20 22
U (m/s)

Figure 4.15 Discrétisation du domaine d’opération du BACT

La discrétisation du domaine d’opération ©, C © considérée a des fins de synthese, telle
qu’illustrée a la Fig. 4.15, est composée de 66 points d’opération. Le domaine incertain est
quant a lui discrétisé comme suit : Ay = {—0.1,—-0.05,0,0.05,0.1} C A. Similairement au
design sur le missile, une condition initiale adéquate du contrdéleur séquencé est obtenue sur
la base d'un design point a point et d’'une méthode des moindres carrés. Le probleme de

synthese du controleur autoséquencé prend alors la forme suivante :

inf max Ai(K, 0.,0). (4.83)
KEKstab 0c€O4, 6€A,4, 1€{1,...,5}
ol Kgap, C K représente 'ensemble des vecteurs k € K stabilisant internement le systeme

bouclé pour tout 8, € Oy et 6 € Ay.

Deux syntheses des gains du controleur autoséquencé ont été effectuées. La premiere, dite
« classique », a été effectuée en négligeant la contribution des TCC. En d’autre termes, on
impose K¢ = KF°C = 0 au niveau de la dynamique linéarisée du controleur séquencé
Ci(k,0.,0) caractérisée par (4.79). L’architecture de la dynamique linéaire du systeme en
boucle fermée utilisée a des fins de synthese correspond alors a celle de la Fig. 4.14 dont
on aurait supprimé les composantes en rouge. La seconde synthese « avec TCC » inclus
explicitement l'impact des TCC donnés par (4.80a) et (4.80b). Dans cette configuration,

I’architecture de contrdle utilisée a des fins de synthese correspond exactement a celle décrite
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par la Fig. 4.14. Les résultats découlant de la synthése sont résumés dans le Tab. 4.4°.

Tableau 4.4 Résultats de la synthese H,, structurée sur le BACT

Synthese ‘ Norme H,, initiale Norme H, finale Itérations Temps de calcul
Classique 517.1 1.99 119 4 min 55 s
Avec TCC 8.40 1.22 135 12 min 59 s

La condition initiale obtenue sur la base d'une méthode des moindres carrés donne lieu a
une valeur tres dégradée de la fonction cotit pour le probleme d’autoséquencement. En effet,
alors que pour le design préliminaire point a point la plus grande valeur obtenue du gain
d’optimisation était de 1.14, la condition initiale de I'autoséquencement aboutit a un gain de
517.1. Un tel résultat semblerait, a premiere vue, indiquer que la formule de séquencement
adoptée pour les gains n’est pas suffisamment riche. Cependant, ’optimisation des gains avec
séquencement quadratique en tenant compte simultanément des 330 modeles LTI permet
d’obtenir un compromis bien plus satisfaisant avec un gain final de 1.99. Cependant, apres
la réintégration a posteriori de 'impact des TCC, ce gain se dégrade, passant de 1.99 a 8.40.
Cela tend une nouvelle fois a démontrer I'impact primordial des TCC sur la dynamique du
systeme bouclé. Utilisant le résultat de la synthese classique comme condition initiale de
la synthese tenant compte des TCC, la nouvelle syntheése des gains permet d’atteindre un
gain final de 1.22. On note en particulier que le gain atteint par l'inclusion des TCC est
tres significativement inférieur a celui obtenu avec la synthese classique. Ce résultat met en
lumiere le fait que, en dépit de leur contribution généralement qualifiée dans la littérature
de parasitaire, les TCC peuvent contribuer a améliorer les performances du systeme bouclé

lorsqu’ils sont adéquatement considérés dans la phase de synthese.

Evaluation comparative du comportement du systéme non linéaire en boule fer-
mée Le controleur autoséquencé C(k) précédemment synthétisé est implémenté sur le sys-
teme non linéaire d’origine S(J) tel qu’illustré a la Fig. 4.13. Les performances des deux
ajustements du controleur autoséquencé sont évaluées de maniere comparative. Le premier
objectif est d’évaluer la capacité du controleur a supprimer le phénomene de flutter tout en
fournissant un niveau de performance adéquat en termes de temps de réponse et d’amortis-
sement. A cette fin, on considére une vitesse d’écoulement de l'air de U = 15m/s avec la
condition initiale ag = 5° et hy = 0.01m pour laquelle le BACT présente un cycle limite
d’oscillation. Le systeme, initialement en boucle ouverte, est placé en boucle fermée a t = 5s.

Finalement, la performance en suivi de référence est évaluée en imposant la valeur de +8°

9. Résultats obtenus avec un ordinateur présentant un quad-core intel i7-3630QM cadencé a 2.40GHz avec
16.00GB RAM et MATLAB 2014b.
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a Pentrée de référence & linstant ¢ = 10s. Les résultats de simulation sont illustrés a la

Fig. 4.16 avec une évolution des gains du contréleur montrée a la Fig. 4.17.
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Figure 4.16 Réponse du BACT en boucle fermée en suppression du flutter et en suivi de

référence pour U = 15m/s

Les deux contrdleurs séquencés suppriment avec succes le flutter en moins d’une seconde
(Figs. 4.16(a) et 4.16(b)) avec un effort de commande raisonnable (Fig. 4.16(c)). Cependant,
le controleur séquencé synthétisé en négligeant les TCC ne permet pas d’opérer correcte-
ment le systéeme pour des angles de torsion supérieurs ou égaux a £8°. De telles références
provoquent en effet la déstabilisation du systeme bouclé. Inversement, le controleur séquencé
synthétisé en tenant compte des TCC maintient la stabilité du systéme bouclé avec un niveau

de performance adéquat en termes de temps de réponse et d’amortissement.
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Figure 4.17 Evolution des gains du contrdleur lorsque placé en boucle fermée avec le BACT
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On se focalise a présent sur la simulation du BACT en boucle fermée avec le contrdleur
synthétisé en présence des TCC. La figure 4.18 illustre la réponse du systeme bouclé pour
les vitesses d’écoulement de 'air U € {10,11,...,19,20} m/s en suppression de flutter et en
suivi de référence pour «, € {—10°,—8°,...,8° 10°}. Ce résultat confirme que la stratégie
de controle permet une suppression adéquate du flutter et un bon suivi de référence pour
a, € [—10°,10°], autant en termes de temps de réponse que d’amortissement. L’effort de
commande demeure satisfaisant, a I’exception des configurations aérodynamiques les moins
favorables, i.e., pour de faibles vitesses d’écoulement de I'air U < 12m/s et pour de larges

valeurs du signal de référence «,..
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Figure 4.18 Réponse du BACT en boucle fermée en suppression du flutter et en suivi de
référence U € {10,11,...,19,20} m/s
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Finalement, la robustesse de la stratégie de contrdle est évaluée pour des perturbations de
la rigidité structurelle en torsion du BACT atteignant les +£10%. Sur la base de la Fig. 4.19,
on observe que le controleur séquencé garantit la suppression robuste du flutter et un bon

niveau de performance en suivi de référence.
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Figure 4.19 Réponse du BACT en boucle fermée en suppression du flutter et en suivi de

référence pour U = 16 m/s et une perturbation du coefficient de rigidé en torsion atteignant

les +£10%
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4.2 Approche modale par placement de structure propre

La Section 4.1 a permis de mettre en avant la méthode d’autoséquencement des gains comme
étant une méthode pertinente qui permet la gestion efficace des TCC dans le processus de
synthese des contrdleurs séquencé. La solution proposée dans la Section 4.1 repose sur des
méthodes de syntheése H,, structurée dont la mise en ceuvre pratique peut s’avérer complexe
(choix des canaux de performance, optimisation multiobjectif, nécessité de lisser 1'effort d’op-
timisation sur le domaine d’opération, importance du choix de la condition initiale, ...). Dans
cette section, une approche basée sur le placement de structure propre est proposée. Bien
que ne permettant pas de prendre en compte autant de criteres qu’'une synthese H,, structu-
rée, cette approche présente 'avantage d’une plus grande simplicité dans sa mise en ceuvre
pratique. La Sous-Section 4.2.1 présente quelques rappels quant a la méthode de placement
de structure propre et son extension au probleme du séquencement des gains. L’extension de
la méthode quant a 'inclusion des TCC est détaillée dans la Sous-Section 4.2.2. Finalement,

des exemples d’application sont présentés dans la Sous-Section 4.2.3.

4.2.1 Rappels sur le placement de structure propre

L’un des aspects primordiaux du contrdole de systemes LTI réside dans la capacité de la
stratégie de controle adoptée a placer correctement les poles du systeme en boucle fermée.
Plus généralement, dans le cadre de systemes multi-entrées multi-sorties, le placement de
structure propre vise a placer a la fois les poles et les vecteurs propres associés du systeme

bouclé.

4.2.1.1 Décomposition modale

Afin de mettre en lumiere 'impact des valeurs propres et des vecteurs propres sur la réponse

temporelle, considérons le systeme :
= Az + Bu, (4.84)

ot A € R™™ et B € R™™. On suppose que le signal d’entrée est tel que u € L*(0,T)
pour tout 7" > 0. Afin de simplifier I’étude, supposons que A admette n valeurs propres
A, ..., Ay € C deux a deux distinctes 1. Notons alors uy,...,u, € C" les vecteurs propres
associés et posons la matrice U = [ul un] € Gl,(C). De lidentité AU = UA ou

10. Dans le cas d’une matrice A dont au moins I'une des valeurs propres est de multiplicité supérieure ou
égale a deux, des développements analogues peuvent étre menés en remplacant ’étape de diagonalisation par
I’étape d’obtention de la forme de Jordan.
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A = diag(\1,...,\,) € C", on obtient que A = UAU™!. En notant vy,...,v, € C" les
colonnes de (U™1)T, la solution du systéme associée a la condition initiale zy € R"™ est

donnée pour tout ¢ > 0 par :

t
x(t) = Mg +/ AT Bu(r)dr
0

t
— UAU g + / UeAC-IU Bu(r)dr
0

n n t
= Y (v zo)eMu; +Z/ (v] Bu(7))eM*"dr u,; . (4.85a)
i=1 i=170
Réponse a la condition initiale Réponse forcée

La réponse du systeme, autant pour sa composante homogene liée a la condition initiale
que pour sa composante forcée, se présente comme étant la somme de la contribution des
différents modes (\;, u;). On observe en particulier, autant au niveau de la réponse homogene

que de la réponse forcée, que le i-éme mode du systéme, & travers le terme et

, se trouve
étre exclusivement excité dans la direction du vecteur propre w; associé!!. Si Ientrée de
commande u est choisie de telle sorte que Bu = au;, avec o € L*(0,T) pour tout 7' > 0, on

obtient que :

t
_ Aig (t—7) ) wt
(1) /O a(r)eMNdruy, + o (), (4.86)
pour w > wy = max(Re(A1),...,Re(\,)). En particulier, si A est Hurwitz, i.e., wy < 0, on

peut prendre wy < w < 0, traduisant le fait que la composante liée a la condition initiale x
converge exponentiellement vers 0. La réponse du systéme se retrouve ainsi dominée par le

ip-mode dans la direction u;,,.

Le résultat précédent portant sur la décomposition modale est le fondement de I’approche
modale par placement de structure propre qui permet, en choisissant judicieusement les

vecteurs propres, d’assigner les modes du systeme sur certaines sorties ou états.

4.2.1.2 Placement de structure propre

Considérons un systeme LTI donné par la représentation d’état :

T =Ax+ Bu
(4.87)
y = Cx + Du

11. Dans le cas général d’une matrice A présentant au moins une valeur propre avec multiplicité supérieure
ou égale a deux, I'excitation se produit dans le sous-espace propre associé a la valeur propre.
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ou A € R B € R  C € RP*™ et D € RP*™. Supposons que la stratégie de controle
consiste a trouver un gain de retour de sortie K € R"™*P. La commande prend alors la forme
u = Ky. De maniere a assurer que le systeme en boucle fermée ainsi posé est bien défini,
i.e., que les fonctions de transfert rentrant en jeu sont bien définies et propres (Zhou et al.,
1996), il faut supposer que I, — KD € GI,(R). Dans la majorité des applications, D = 0,
rendant la condition trivialement satisfaite pour tout gain de retour de sortie K € R™*P.

Sous cette hypothese, on obtient la dynamique en boucle fermée suivante :

z=|[A+BK (I, -DK) ' C|=

y=(I,—DK) ' Cz (4-88)

L’objectif du placement de structure propre est alors de trouver un gain K € R™*? permettant
de placer les valeurs propres et les vecteur propres correspondant du systeme en boucle fermée.

Plus précisément, on a la définition suivante.

Définition 4.1 Soit un systéme LTI (A, B,C,D) € R" x R™™™ x RP*™ x RP*™_ La paire
(A, v) € C x C"\{0} est dite assignée par le retour de sortie K € R™*P si X\ est une valeur

propre du systéme bouclé avec v pour vecteur propre correspondant, i.e.,

|A+BK (I, - DK) ' C|v = \v. (4.89)

La résolution directe du placement de structure propre tel que formulé par (4.89) n’est pas
aisé dans la mesure ou la matrice de gain K y intervient de maniere non linéaire. De maniere
a simplifier la résolution de ce probléme, fixons (A, v) € C x C*\{0} la paire a assigner par
le retour de sortie K. Introduisons le vecteur w = (I,, — KD)'KCwv qui, par définition,
satisfait K (Cv + Dw) = w. En notant que K (I, — DK) = (I,, — KD) K, on obtient que '?
w = K(I, - DK)!'Cuv. Ainsi, (4.89) est équivalent & Av + Bw = \v. On en déduit alors le

théoréme suivant qui est le fondement des méthodes de placement de structure propre.

Théoréme 4.5 (Le Gorrec et al. (1998)) Soit un systéme LTI (A, B,C,D) € R"xR"*" x
RP*™ 5 RP*™ . La paire (A, v) € C x C"\{0} est assignée par le retour de sortie K € RP*™ si

12. Un calcul direct sur la recherche d’un élément du noyau des différentes matrices montre que I, — KD €

Gl (R) & Eg P ] € Glonsp(R) & 1, — DK € Gl (R)
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et seulement s’il existe w € C™ tel que

A - )L, B =0, (4.90a)

w

K (Cv+ Dw) = w. (4.90b)

L’avantage de la formulation du Théoréme 4.5 comparativement & la formulation de (4.89)

réside dans le fait que le gain K y intervient de maniere affine. La condition (4.90a) consiste

a trouver un vecteur dans le noyau de [A — A, B}, ie., € ker ([A — L, BD Un

w
tel vecteur existe toujours puisque dimge (ker ({A -\, BD) > m > 1. Lorsque l'on a
dim¢ (ker ([A -\, BD) = 1, il n’y a pas de degré de liberté quant au placement du
vecteur propre v associé a la valeur propre A désirée en boucle fermée. A contrario, si
dim¢ (ker ([A — AL, BD) > 1, des degrés de liberté existent quant au choix du vecteur
propre v. D’un point de vue applicatif, on a dans la majorité des cas que rg(B) = m et
A ¢ spe(A), ie., la matrice B est de colonne rang plein et la valeur propre a placer en
boucle fermée ne coincide pas avec un pole du systeme en boucle ouverte. Dans ce cas, on
a dimg¢ (ker ({A — AL, BD) = m > 1. Sous ces hypotheses, des degrés de libertés existent
quant au choix de v des lors que m > 2, i.e., une configuration d’un systéme multi-entrées.
Dans ce cas, le choix du vecteur v peut étre dicté par des considérations de type découplage.
En effet, supposons que ’on souhaite placer la valeur propre A € C de maniere a ce qu’elle
n’ait pas d’influence sur une partie des sortie ¥y, = Crx + Diu une fois le systeme placé en

boucle fermée avec le retour de sortie uw = Ky. Afin de formuler ce probleme, notons que
y, = Cyx + Dyu = [C + DK (I, - DK) ' C| z. (4.91)

Ainsi, sur la base de 'analyse modale de la Sous-Section 4.2.1.1, le mode (A, v) est découplé
de la sortie y, si et seulement si [Ck + DK (I, - DK)™* C} v = 0. A la vue de (4.90b), la
derniere égalité est vérifiée si et seulement si Cpv + Dyw = 0. On obtient du Théoreme 4.5,

le corollaire suivant.

Corollaire 4.6 Soit un systeme LTI (A,B,C,D) € R™ x R™™ x RP*™ x RP*™. La paire
(A, v) € C x C"\{0} est assignée par le retour de sortie K € RP*™ quec découplage sur la
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sortie Yy, = Crx + Dyu st et seulement s’il existe w € C™ telle que

A-), B v
=0, (4.92a)

Ck Dk w
K (Cv+ Dw) = w. (4.92b)

Avec ou sans découplage, on cherche en général & placer simultanément plusieurs paires '3

(A, v;) € CxC™\{0} , 1 < i < mn,. Dans le cas sans découplage (le raisonnement est analogue

pour le cas avec découplage), le Théoreme 4.5 mene a chercher wy, ..., w,, € C" et K €

V;

C™*P tels que pour tout i € {1,...,n,}, [A .Y B]

} =0 et K(Cv; + Dw;) = w;.
w;

En particulier, en posant V = [’ul e vnp} et W = [wl s wnp}, la seconde condition
s’écrit de maniere compacte sous la forme K (CV + DW) = W. Si une solution existe pour
cette équation matricielle, et si CV + DW est de ligne rang plein, i.e., rg (CV + DW) = p,
alors K = W (CV + DW)T. Cependant, sous la seule hypothese que CV +DW est de ligne
rang plein, il n’est pas garanti que la matrice définie par W (CV + DW)' vérifie bel et bien
Pégalité matriciclle W (CV + DW)' (CV + DW) = W. Ainsi, en général, la procédure de

synthese consiste a :

1. choisir les paires (\;,v;) € C x C"\{0} , 1 <i <mn,, a assigner en boucle fermée;

2. calculer pour 1 < <, les vecteurs wy, ..., w,, € C™ tels que :
v;
— cas du placement sans découplage : [A . B} ] =0;
w;
, A - /\zIn B V;
— cas du placement avec découplage : =0;
Ck,i Dk,i w;

3. vérifier si CV + DW est de ligne rang plein;;
4. vérifier si W (CV + DW)' (CV + DW) = W .

Dans ce cas, I'unique gain fournissant le placement de structure propre désiré est donné par
K=W(CV+ DW)T. Si le point 3 est vérifié mais que le point 4 est mis en défaut, cela
indique qu’il n’existe pas de solution au placement de structure propre désiré. Ce cas de
figure peut par exemple se produire lorsque 'on essaye de placer plus de valeurs propres
que la dimension du systeme (n, > p) ou lorsque les vecteurs propres a placer ne forment

pas une famille libre de vecteurs de R™. Un tel probleme peut également survenir lorsque la

13. D’un point de vue théorique, les A; € C peuvent étre sélectionnés de maniere quelconque. Néanmoins,
travaillant avec des systémes a coefficients réels et désirant obtenir un gain de retour de sortie également
a coefficients réels, ’ensemble des valeurs propres \; imposées au systéme en boucle fermée, comptées avec
multiplicité, doit étre involutif par passage au conjugué.
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représentation d’état du systéme en boucle ouverte n’est pas minimale (présence de modes

cachés).

4.2.1.3 Autoséquencement des gains

La méthode de placement de structure propre peut étre mise a profit dans le cadre de 'auto-
séquencement des gains. En effet, considérons un systeme linéaire (A(6),B(6),C(6),D(0))
ou O € O représente le parametre de séquencement. Dans cette configuration, on cherche a

séquencer le gain de retour de sortie de dimension m X p comme suit :

ou Kj, ..., K, € R™? sont les gains ajustables du controleur et ¢1,...,¢, : ® — R sont
des fonctions de séquencement choisies a priori. La synthese d'un tel contrdéleur séquencé
peut étre effectuée par la technique du placement de structure propre en tirant avantage du
produit de Kronecker : pour M = (m; ;);; € C™*™ et N € CP*? quelconques, leur produit de
Kronecker est la matrice M ® N € C"*™4¢ définie par

mllN Ce mlnN
MoN=| : -~ | (4.94)

My N ... My N

On a alors le lemme suivant.

Lemme 4.7 (Magni (1999)) La synthése du gain de retour de sortie séquencé (4.93) est
équivalente a la syntheése dans le cadre d’une approche multimodéle du controleur par retour
de sortie :

Kos = |Ki Ky ... K| €R™, (4.95)

relativement au systéme augmenté :
(A(0), B(0), ¢(0) 2 C(0), »(0) 2 D(0)), (4.96)
0i B(0) = [6:(8) ... #.(0)] .

Ainsi, la stratégie d’autoséquencement nécessite d’augmenter le nombre p de sorties du sys-
teme a controler a pr sorties. En combinant le Théoréme 4.5 et le Lemme 4.7, il est possible

de tirer profit des capacités multimodele de la synthese par placement de structure propre en
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considérant simultanément plusieurs points de fonctionnement couvrant le domaine d’opéra-
tion O.

4.2.1.4 Exemple de mise en ceuvre et émergence des termes de couplage cachés

La mise en ceuvre de la méthode d’autoséquencement par placement de structure propre est
illustrée sur I'exemple du missile introduit a la Sous-Section 4.1.4.1 et est issue de l'article
(Doll et al., 2001). Au point de fonctionnement 0, = (e, M), la dynamique du systeme

linéarisé est donnée sous forme de la représentation d’état suivante ' :

Si(0.) = (4.97)

0x = A(0.)0x + B(0.)éu
oy = C(6.)éx
1T T
oux = [a q O 5,5} ,u=0,ety= [77 q} . La stratégie de controle adoptée est celle d'un

retour d’état avec composante intégrale :

Cl<0€) =

du = K;(6.)ox; + K,(0.)0n + K,(0.)dq

ou K;, K, et K, sont les trois gains du contrdleur a séquencer sur le domaine d’opération
0. Le séquencement est spécifié a priori sous la forme d’un polynéme quadratique du point
de fonctionnement € = (a, M). Sur la base de (4.93), on choisit donc de prendre r = 6
avec ¢1(0) = 1, $2(0) = |af, ¢3(8) = M, $4(8) = o?, ¢6(8) = |a|M et ¢5(0) = M?. La
méthode de placement de structure propre étant formulée pour une configuration de type
retour de sortie, la composant intégrale du contréleur est incluse dans une augmentation de

la dynamique du systeme :

6.m = Aa(OE) ox + Ba(OE) ou
O Z; One
Sia(0.) = :5 : :5 - (4.99)
Ti| _ C.(6,) T
5y_ _6mz_

14. Contrairement a I’approche basée sur la synthése H, structurée, on ne tient pas compte ici des aspects
de robustesse, i.e., 6, = d,, = 0.
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A0 = | 2 04“]7 B.(0.) = [0\ 04“]7 Ca(0) = | O
—C,y(6.) 0 0 1 c(9.) 0
(4:100)

ou C,(6.) est la sortie associée a l'accélération normale 7, correspondant a la premiere
ligne de la matrice C(0.). Des lors, sur la base du systeme augmenté S;,(0.), le pro-

bleme de synthese se résume au probleme du design du contréleur par retour de sortie du =

. Dans le design, on souhaite assigner les valeurs propres au
Y

systeme en boucle fermée telles que données dans le Tab. 4.5 (D6l et al., 2001).

Ki(0) K, (0. K,(0.)] [‘;

Tableau 4.5 Points d’opération et valeurs propres associées désirées pour le systeme en boucle
fermée

M, «. Ar Ae
0, 4 20° —14 —-194+19y
0, 4 0° || —13.9 —15 4167
0, 2 0° —12 —124+12j
0, 2 20° || =13.5 —13.5£13.55
05 4 10° | —=13.7 —13.7+13.7y
O¢ 3 0° || —12.5 —12.54+12.55

Le nombre de gains ajustables dans la synthese est de 3 x 6 = 18, ce qui correspond au
nombre de valeurs propres que l'on souhaite placer. On a donc autant de contraintes que de
degrés de liberté. On augmente alors 1’équation de sortie du systeme tel que suggéré par le
Lemme 4.7 et on applique ensuite le Théoreme 4.5 pour synthétiser les gains du contréleur

autoséquencé.

L’étape de synthese étant a présent complétée, il reste a implémenter le controleur séquencé
sur le systeme non linéaire d’origine. Pour cela on recourt a I'implémentation classique C(k)
(4.57) illustrée a la Fig 4.5 dont on sait déja qu’elle va mener a I’émergence de TCC. Ce
résultat se visualise aisément au niveau de I'analyse de I'implémentation finale. En effet,
on souhaite qu’'une fois le systeme non linéaire S placé en boucle fermée avec le controleur
séquencé C(k), la linéarisation du systéme bouclé (illustré a la Fig 4.5) au point d’opération
0. donne lieu & un systeme linéaire dont les caractéristiques correspondent au placement de

poles désiré du Tab 4.5. Or ce n’est pas le cas comme l'illustre les résultats du Tab. 4.6.

On observe en effet que les placements de poles obtenus pour les points d’opération 04, 4 et

05 différent de ceux initialement imposés lors de la syntheése !5, En particulier pour 05, alors

15. Notons que les résultats coincident pour les points d’opération 05, O3 et 8g. Cela provient du fait que
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Tableau 4.6 Position des pdles du systeme en boucle fermée pour des gains synthétisés en ne
tenant pas compte de I'impact des TCC et implémentés avec C(k)

Me ae )\T >\C
6, 4 20° | —10.3 —19.5 4+ 24.25
0, 4 0O° —13.9 —15 £ 163
0| 2 0° —12 —124+12y
0, 2 20°| —34.2 —5.90 4 10.85
6; | 4 10° || —47.9 —1.51 4+ 10.63
6s| 3 0O° —-12.5 =125+ 12.5)

que I'on souhaitait imposer un amortissement de v/2/2 ~ 0.707, le résultat final donne lieu
a un systeme mal amorti avec un facteur d’amortissement d’approximativement 0.141. On
s’attend donc au niveau temporel a observer des dépassements importants en suivi d’entrées
de référence de type échelon. Dans la littérature, ce probleme a généralement été adressé via
I'ajout ad hoc de pré-filtres permettant d’atténuer les dépassements (Dol et al., 2001). Nous
allons voir qu’un tel ajout est en réalité non nécessaire et que l'intégration explicite des TCC

dans la méthode de placement de structure propre permet de résoudre ce probleme.

4.2.2 Inclusion des termes de couplage cachés dans le placement de structure

propre

L’inclusion des TCC dans la méthode de placement de structure propre pour 'autoséquen-
cement des gains a été présentée dans deux articles de conférences (Lhachemi et al., 2016¢,d)
et deux articles de journaux publiés dans Journal of Guidance, Control, and Dynamics (Lha-
chemi et al., 2017c) et Control Engineering Practice (Lhachemi et al., 2017d). Les différents

éléments qui y sont présentés sont ici repris.

4.2.2.1 Discussion préliminaire sur 'impact de la position du gain intégral

L’étude présentée se scinde en deux parties, les deux portant sur la synthese d’un contréleur
séquencé par retour de sortie avec composante intégrale. La premiere partie de 'étude est
présentée dans la Sous-Section 4.2.2.2 et se focalise sur le cas ou le gain de l'intégrateur se
situe en amont de la composante intégrale. La seconde partie est présentée dans la Sous-
Section 4.2.2.3 et s’intéresse a un gain de l'intégrateur se situant en aval de la composante
intégrale. Dans le cas de figure d’'un gain intégral K; statique (i.e., K; € R), une telle per-

mutation n’a aucun impact sur la dynamique du controleur outre un facteur d’échelle quant

les TCC sont nuls pour a, = 0, confere (4.61a-4.61b).
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a la valeur de I’état intégral. Cependant, dans le cas d'un contréleur séquencé par I'intermé-
diaire d’une variable endogene, le choix de 'une ou de I'autre des deux configurations a un
impact important sur la structure méme des TCC (Rugh and Shamma, 2000). Pour illustrer
cela, considérons I'exemple d’un systéme mono-entrée u(t) € R et mono-sortie y(t) € R dont
I’équilibre peut étre caractérisé par la valeur de la sortie a 1’équilibre, notée y.. Supposons
que 'on souhaite controler ce systeme avec un simple contréleur PI. L’équilibre du systeme
étant paramétrisé par la valeur prise par la sortie a 1’équilibre, I'implémentation du contrdleur

séquencé est envisagé sous 'une des deux formes suivantes :

CPIlé{xi:Ki(y>(T_y) CPIZé{:ti:T_y (4 101)
’ u =7+ K,(y)y 7 u= Ki(y)z; + Ky(y)y

ou K;, K, : R — R sont deux gains séquencés que l'on suppose de classe C'. On suppose
également que le gain intégral K; ne s’annule pas. Dans les deux cas, la composante intégrale
permet alors de garantir qu’a I’équilibre I’égalité r, = v, est vérifiée. Dans le cas du contréleur
Cp11 léquilibre de la composante intégrale est donnée par Z; . = ue — K,(Ye)ye, tandis que
dans le cas du controleur Cpra, on a ;. = (e — K,(ve)ye) /Ki(ye). La linéarisation de la

dynamique du controleur Cpr; associée a la sortie a ’équilibre y. est donnée par

02, = or — 0y

Cri1(Ye) = 0K, (4.102)

ou = K;(ye)oz; + Dy

Kp(?Je)""

ye] oy
Ye

ou dz; = 6%;/ K;(y.) (la partie en rouge correspond aux TCC). Dans le cas du second contrd-
leur Cpr 2, on obtient que

0d; = or — Oy

Cr1,2,1(Ve) = 1 0K;

K}(U(ﬁ) aK{
= Kz e 7 K e - 2

Ye Kl (l/() 81/

( K,
Ue +
Ye ay

> :u@] 0y
Ye

(4.103)

En comparant les dynamiques linéarisées données par (4.102) et (4.103), on note que Cpry
présente des TCC relativement simples dépendant linéairement du gain K,. A contrario,
les TCC émergeant de Cpro présentent une structure plus complexe, dépendant de manieére
non linéare des gains K; et K. Cette disparité observée entre les deux architectures de
controleurs séquencés provient directement de la nature de la contribution de la composante

intégrale au niveau de ’équation de sortie. En effet, dans le cas de Cprs, la linéarisation
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du terme ; donne simplement lieu & 6%;. La situation de Cprs est plus complexe puisque

le terme intégral intervient sous la forme K;(y)z;, ce qui donne lieu, apreés linéarisation, a
Ki(ye)ox; + (0K;/0y) (Ye) T e0y.

Ainsi, I’étude de la structure des TCC semble indiquer que la synthese des gains du contrdleur
Cpr,1 est plus aisée que celle du controleur Cpro. Néanmoins, la présence d'une composante
intégrale pure est généralement préférable a des fins de rejet de perturbations. Le contréleur
séquencé Cpro semble donc plus adéquat que l'architecture de controle Cpy;. Ces deux confi-
gurations, pour le cas général d’un contrdleur par retour de sortie avec composante intégrale,
sont étudiées dans le cadre de la synthese par placement de structure propre dans les pro-
chains paragraphes. Pour cela, on se place dans le cadre du systeme a controler S donné par
(3.31) tel qu’introduit & la Sous-Section 3.2.2.

Les deux approches se basent sur 'augmentation de la dynamique du systeme linéarisé avec
la composant intégrale portant sur ’erreur de suivi r —y,. Plus spécifiquement, la dynamique

du systéme linéarisé §;(0.) est augmentée comme suit 0 :

O =ase) | 7| B0 | "
N ox; ox; or
Sui(0:) =4 & - - - (4.104)
ox; b 5
"l =cs6.) | 7| + Do) |
5y_ _éaf:l_ _57'_
avec
AS(6,) 0, | - BS(6.) 0,
A3 (0.) = 3< ) o B3, = g( ) P (4.105a)
_Cy1 (06) 0p1 Xp1 | __Du,y1 (96) Ip1
0><n 11- _lem 01><1
C;(6.)=| 2 P D3(0.) = | ¢ ”], (4.105b)
Co(6:) Opxp, | D5 (6:) Opxp,

ol le(ge) € RP1X™ et Diyyl(Oe) € RP*™ correspondent aux p; premiere lignes des matrices
C%(6.) et D3(6,).

4.2.2.2 Gain intégral localisé en amont de ’action intégrale

Dans cette premiere phase, on s’attache a étudier le contrdle de S par un controleur séquencé
)
par retour de sortie avec gain d’intégration situé en amont de la composante intégrale. Plus

précisément, on s’intéresse a l’architecture de controle illustrée a la Fig. 4.20 et dont la

16. La contribution de 'entrée dw est omise car, de par sa nature exogeéne, n’a pas d’impact sur le placement
de structure propre.



123

Figure 4.20 Structure du controleur nonlinéaire séquencé par retour de sortie avec gain intégal
en amont de la composante intégrale C(k)

dynamique est donnée par :

z; = Ki(k,0) [r —y]
Ck) =S u=2+K,(k, 0)y (4.106)
0 =v(y,wy,)

ou K;(k,0) € R™P et K, (k,0) € R™*P sont des matrices dont les coefficients sont des
fonctions de classe C! du point d’opération 8 € O, utilisé comme variable de séquencement.
Ces deux matrices dépendent également du vecteur £ € KL C R™ rassemblant I’ensemble des
parametres ajustables au cours de la synthese. On suppose que m = py, i.e., que le nombre

d’entrées m du systeme coincide avec le nombre de sorties p; du systeme a controler.

L’équilibre du controleur séquencé C (k) au point d’opération 6, € O, lorsque placé en boucle

fermée avec le systeme S, est caractérisé par :

0 = Ki(k, 0,) [re(6.) — y,,.(6.)]

(4.107)
uc(0.) = 2;.(0.) + K, (k,0.)y.(6.)

De maniere a garantir une erreur de suivi nulle en régime permanent, on doit donc supposer
que K;(k,8.) est de colonne rang plein. Puisque m = p;, cela revient a supposer que le
gain intégral est inversible, i.e., K(k,0.) € Gl,,(R). Sous cette hypothese, r.(0.) = y, .(6.)
et I'équilibre de la variable d’intégration est caractérisé de maniere unique par &;.(0.) =
ue(0e) — Ky(k,0.)y.(0e).

La dynamique linéarisée él(n, 0.) du controleur séquencé est alors illustrée a la Fig. 4.21 et
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dy

o+

5 |
Y L - - K,(k,0.) J@()_&f
v I

ow,, ov

Ow,y, |,

Figure 4.21 Dynamique linéarisée C;(k, 6.) du controleur séquencé

est caractérisée par :

ox; =0r — oy,
C~l(l<;, 0,) ou =K;(k,0.)0x; + K,(k,0.)0y + Ky(k,0.)060 (4.108)
560 — g” y+ 801/ Sw,,
Yy v=1(6.) W, v=1(6,)

ot dx; = K;(k,0.) '8Z;. En notant 6; la [-iéme composante de 0, la [-iéme colonne du TCC

Ky prend la forme :
0K,
00,

Kou(k,0.) = .. (4.109)

(k,0¢)

Sur la base du systéme augmenté (4.104) incluant la contribution de lintégrateur dx;, le

systeme bouclé constitué de S;(0.) et de Ci(k,0.) est équivalent au contrdle par retour de

sortie du systéme S, ;(6.) avec le gain !7 :

0
K,(k,0.) 2 |Ki(k,0.) Ky<n,ee>+K9<m,ee>8;

] . (4.110)
v=1(8e)

La méthode de placement de structure propre n’est pas directement applicable sur K, («, 6.)
dans la mesure ou Ky n’est pas indépendant de K, et de K. Le probléme doit donc encore
étre reformulé de maniere a pouvoir appliquer le Théoréme 4.5 portant sur le placement de

structure propre. Pour cela, dans le contexte du Lemme 4.7, on choisit a priori la struc-

17. La contribution de I’entrée w,, est omise puisque sa nature exogene la rend non contributive du point
de vue du placement de structure propre.
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ture de séquencement des gains sous la forme de (4.93). Plus précisément, r fonctions de
séquencement ¢, ..., ¢, : © — R de classe C! sont choisies a priori, permettant d’effectuer

le séquencement des gains :
V0 €0, Ki(k,0)=> Ki;¢;(0), K,(r,0)=> K,;¢(0), (4.111)
j=1 j=1

oll le vecteur de parameétres ajustables k € R’™™(P+P1) rassemble les éléments des matrices
T
K;; € R et K, ; € R™*? pour j € {1,...,r}. En notant () = [(;51(0) ngT(O)} ,

les TCC se réécrivent sous la forme suivante :

Ko(k.0.) = [Koi(k,6.) ... Ko(k,6.)]

= 3K, (V0i(6.) @ v,06.)

5:’(1‘;:)] ) , (4.112)

ot K, € R™*"(P*P1) ragsemble les parameétres ajustables :

=K, (Jcb(ge) ®

Kbé{Ki,l Ky,l Ki’Q Ky72 Ki,r Ky,r}v (4]_13)

et Jp(6.) dénote la matrice jacobienne de ® évaluée en 6,. Sur la base de 1’équation de sortie

de C/(k,8.), on obtient :
Opl“]) i 6y}. (4.114)
ye(ee) 8y v=1(6c)

Sous cette formulation, il est a présent possible de modifier I’équation de sortie du systeme

oo

ou = Kb {@(06) X
7

+ (Jcp(ee) ®

augmenté S, ;(6.) comme suit :

ox ox u
[ . } _as0)| %] 4 Bsce.)
ox; ox; or
Spi(0.) =S - - (4.115)
s ox S ou
Yb = Cb (06) 6m + Db (96) 5,’-.
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avec Af(ee) = Aas<ee)7 Bf(ee) = Bf(ee)a

(0,0 |
CJ(0.) =2(0.)2C3(0,)+ | Js(0) @ | ™ 1 v C;iy(ee),
ye(ee) ay V’l(Oe)
o, ] (4.116)
D (0,) = ®(0.) @ D5(8.) + | Jo(0.) ® 0p, x1 v S (0.)
e) — € a e P e il S ),
b _ye(0€>_ ay Vﬁl(ee) Y

ol C‘(iy(Be) € RP*(n+p1) et Djy(ee) € Rrx(m+r1) dénotent, respectivement, les sous-matrices
C3(6,) et D3(6,) correspondant & la sortie du systeme 6y (i.e., les p dernicres lignes).
Sous cette nouvelle formulation, la sortie du systeme est donnée par du = K,Y, ou les
composantes de K, sont statiques (i.e., indépendantes du point d’opération courant 6.) et
indépendantes. De la sorte, il est possible d’effectuer la synthese du contréleur autoséquencé
en présence de TCC via la technique du placement de structure propre sur la base du systeme

augmenté Sp;(0,). Cela est résumé dans la proposition suivante.

Proposition 4.8 Le design du controleur séquencé (non linéaire) par retour de sortie C(k)
donné par (4.107), sur la base de la dynamique linéarisée Ci(k,8.) exprimée par (4.108) avec
un séquencement des gains choisi sous la forme (4.111) est équivalent au design, dans le
cadre d’une synthese multimodeéle, du gain par retour de sortie K, relativement au systéeme
augmenté (Ay(0), By(0), Cy(0), Dy(0)) ou les matrices sont données par (4.116).

Dans la configuration ou aucun TCC n’émerge dans la dynamique linéarisée du contrdleur
séquencé, les matrices de I’équation de sortie du systeme augmenté Sp;(0.) se réduisent a
CJ(0,) = ®(0,) ® C3(8,) ct DY (6,) = ®(0,.) ® D5 (M,). Dans ce cas, la Proposition 4.8 se

réduit au résultat du Lemme 4.7.

La procédure de synthese est alors la suivante. Soient Ny points d’opération (0y)i1<k<n, € ©
et Ny scalaires (Ag)i1<k<n, € C. L’objectif du design est de calculer une unique matrice
K, € R™*®+P1) telle que chaque Ay soit un pole du systéme bouclé pour le systéme dont
la représentation d’état en boucle ouverte est donnée par (4.116) avec 8, = 8y. Si plusieurs
poles Ag, Api1 ..., A\ sont a imposer en boucle fermée pour un unique point d’opération 6.,

la procédure précédente est appliquée en prenant 8, = 6,1 = ... = 0, = 0..

Sur la base du Théoreme 4.5 portant sur le placement de structure propre, la premiere
étape réside dans le calcul d'une paire (vy,w;) € C*"™1 x C™ pour chaque point d’opé-
ration 0 telle que (Af(ek) — )\In+p1) vy, + Bs,(0r)wy, = 0, ot Bys,(0)) et Dy, (65)
dénotent respectivement les m premicres colonnes de Bj (6;) et D () correspondant a

I’entrée du. Ensuite, la syntheése consiste a trouver une unique matrice K, telle que pour tout
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ke d{l, ..., N}, Kp [Cf(@k)vk + Di(;u(Ok)'wk} = wy. En introduisant V = [vl UNG}
et W = {wl wN{J, et en supposant que 1) un tel gain K, existe et 2) C$(0,)V +
D;igu(ek)w est de ligne rang plein, alors on a K, = W (C‘,)S(Bk)VjLDiM(Ok)W)T. En
pratique on vérifie 1) C3(6x)V + Di5u(9k)W est de ligne rang plein et 2) 1'égalité ma-
tricielle W (Cf(@k)V + Diéu(Ok)W)T (cf(ek)v + Diéu(ﬂk)W) = W est satisfaite. Si ces

deux conditions sont rencontrées, alors I'unique gain K, fournissant le placement de structure

propre désiré est donné par K, = W (Cf(@k)V + Diéu(Ok)Wf.

4.2.2.3 Gain intégral localisé en aval de 1’action intégrale

Figure 4.22 Structure du controleur nonlinéaire séquencé par retour de sortie avec gain intégal
en aval de la composante intégrale C(k)

Dans cette seconde phase, on s’attache a étudier le controle du systeme S par un contrdleur
séquencé de type retour de sortie pour un gain d’intégration situé en aval de la composante
intégrale. L’architecture de contrdle étudiée est celle de la Fig. 4.22 et la dynamique est

donnée par :

T, =7r—1Y,
C(k) £ 1 u=Kik, 0z +K,(k,0)y (4.117)

0=v(y,wy,)
ou K;(k,0) € R et K, (k,0) € R™P sont des matrices dont les coefficients sont des
fonctions de classe C! du point d’opération @ € ©O. La dépendance vis-a-vis du vecteur
Kk € K C R™ dénote la dépendance des matrices relativement a des parametres ajustables.

Comme pour I’étude précédente, on suppose que le m = pq, i.e., que le nombre d’entrées m

du systeme coincide avec le nombre de sorties p; du systéme a controéler.

La mise a 1’équilibre de C(k) au point d’opération 8, € ©, lorsque placé en boucle fermée
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avec le systeme S, donne les relations :

{ 0=rc(6c) —yy.(0:) (4.118)
u. (0

e) = Ki(’ia 96)1"1}6(96) + Ky("‘"v ge)ye(ee)

Ainsi, r.(0.) = vy, .(0.) et, sous I'hypotheése que le gain intégral est inversible, la variable

d’intégration a I’équilibre est caractérisé de maniere unique par :

z;.(0.) = Ki(k, 0.) ! [u.(6.) — K,(k,0.)y.(0.)]. (4.119)

La linéarisation de la dynamique du contrdleur séquencé C(k) au point de fonctionnement

0. donne alors lieu a la dynamique linéarisée C;(k, 0.) illustrée a la Fig. 4.21 et caractérisée

par :
ox; =0r — oy,
Ci(k,0,) = du =K;(k,0.)0x;, + K,(k,0.)0y + Ky(k,0.)50 (4.120)
50— 2 gt Sw,,
ay v=1(8.) au’m v=1(8.)

En notant 6, la [-iéme composante de 0, la [-ieme colonne du TCC Ky prend la forme :

K,
00,

0K,
Ky, (k,0.)

, = a@l mi7e(06) +

(r,0¢)

v.(0.). (4.121)
(k,0¢)

En comparant les controleurs séquencés C(k) et c (k) correspondant, respectivement, a un
gain intégral situé en aval et en amont de la composante intégrale, les dynamique linéarisées
associées données par (4.108) et (4.120) présentent la méme structure globale. La différence
intervient dans la structure des TCC respectivement donnés par (4.109) et (4.121). En par-
ticulier, les TCC liés au controleur séquencé ici étudié C(k) font intervenir la composante

intégrale a I'équilibre ; .(6.).

Comme lors de la premiere phase de I’étude, on considere le systéme augmenté (4.104) in-
cluant la contribution de l'intégrateur dx;. Ainsi, le systéme bouclé résultant de I'intercon-
nexion de §;(0.) avec Ci(k,0.) est équivalent au contrdle par retour de sortie du systeme
Sa(0.) via le gain de rétroaction '® :

v

Ka(""a ee) = Ki(K‘v 06) Ky<K,, 96) + K9(K’7 06) 8y

] . (4.122)
v=1(0.)

18. La contribution de l’entrée w,, est omise puisque sa nature exogene la rend non contributive du point
de vue du placement de structure propre.
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Dans le contexte du Lemme 4.7, on choisit une nouvelle fois a priori la structure de séquen-

cement des gains sous la forme :
Vo € O, Ki('q’v 9) = ZKingbj(G)? Ky(K‘? 0) = ZK?JJ¢J'<9)1 (4123)
j=1 j=1

oil le vecteur de parameétres ajustables k& € R™™(P*P1) rassemble les éléments des matrices
K,; e R et K, ; € R™? pour j € {1,...,r}. Les TCC émergeant de C;(k, 8.) sont alors

reformulés sous la forme suivante :

Ko(k,0.) = [Kg1(5,0.) ... Kgu(k.0,)

— i K, (V¢j<96)T R wi,e(06)> + i K, (v¢j(ge)T 2 yewe))

=1

wi’e(ee)]) , (4.124)

=K, (J@(Be) ® v.(6.)

ou ¢(0) = [¢1(0) . gbr(O)]T, Jo(6.) représente la matrice jacobienne de ¢ évaluée en 6,
et K, € R (®+r1) tel que :

K, = [Ki,l K, Kio K,» ... K;, K%T} . (4.125)
Sur la base de I’équation de sortie de C;(k, 6.), on obtient :
,e 06 0
wiel00)| ) OV 0y ¢ - (4.126)
ye<06) ay 1,—1(95)

Il est a présent possible de modifier I'équation de sortie du systeme augmenté S,;(6.) afin

5:1:i
oy

du = K, {@(06) &

+ (Jq>(06) ®

d’obtenir la représentation d’état suivante :

= a0 e |

N ox; ox; or
Spi(0.) = :5 . :6 : (4.127)

Y, =C(6.) || +D56.) |

_émi_ _5r_
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avec Af(ee) = Aas<ee)7 Bf(ee) = Bf(ee)a

C(0.) = 2(6.) ® C5(0.) + (Jq>(ee) ® a;(f))) g; s 5,(00),
S s E2 6(06)_ v s )
Db (06) = (I)(06> ® Da (06) + (JCD(He) ® _ ye(03> | ) % o) a,y(ee)'

ol C‘(iy(Be) € RP*(n+p1) et Djy(ee) € Rrx(m+r1) dénotent, respectivement, les sous-matrices
C3(6,) et D5(6,) correspondant & la sortie du systeme 6y (i.e., les p dernicres lignes).
Sous cette nouvelle formulation, la sortie du systeme est donnée par du = K,Y, ou les
composantes de K, sont statiques (i.e., indépendantes du point d’opération courant 6.) et
indépendantes. Cependant, contrairement a la configuration C~(06) précédemment étudiée,
les matrices de ’équation de sortie dépendent ici explicitement de la condition d’équilibre
x;.(0.) de la composante intégrale du controleur séquencé. Celle-ci étant caractérisée par la

valeur des gains du controleur et les conditions d’équilibre du systéme (4.118), on obtient,

u.(0.) = Ky {@(06) ® [a;,e((:e))} } : (4.129)

Le probleme ainsi reformulé prend alors la forme de la proposition suivante.

apres reformulation,

Proposition 4.9 Le design du contréleur séquencé (non linéaire) par retour de sortie C(k)
donné par (4.118), sur la base de la dynamique linéarisée C)(K, 0.) exprimée par (4.120) avec
un séquencement des gains choisi sous la forme (4.123) est équivalent au design, dans le
cadre d’une synthese multimodéle, du gain par retour de sortie K, relativement au systéme
augmenté (A,(6), By(0), Cy(0), Dy(0)) ot les matrices sont données par (4.128) et avec une

composante intégrale a I'équilibre caractérisée par (4.129).

La procédure de synthese est alors la suivante. Soient Ny points d’opération (0y)i1<k<n, € ©
et Np scalaires (Ag)i1<k<n, € C. L’objectif du design est de calculer une unique matrice
K, € R™®tP1) telle que chaque )\ soit un pole du systéme bouclé pour le systéme ont
la représentation d’état en boucle ouverte est donnée par (4.128) avec 8, = 6. Tirant
une nouvelle fois profit du Théoréme 4.5 portant sur la placement de structure propre, la
premiere étape est identique a celle de I'étude sur le gain intégral situé en amont de la
composante intégrale. En effet, pour chaque point d’opération 8y, on détermine une paire
(vg, wy) € C"P1 x C™ telle que (Af(ek) — )\In+p1) vy, + By 5,(0x)wy, = 0. Dans un second
temps, la synthese consiste également a trouver une unique matrice K, telle que pour tout
kEed{l, ..., N}, Kp {C‘bs(@k)vk +D‘bs’5u(0k)'wk} = wy,. Cependant, les matrices C5 (0;) et
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D{ (0;) dépendent de la valeur de la condition d’équilibre de la composante intégrale a; . (0;).
Cette derniere s’exprimant sous la forme (4.129), la synthese des gains du controleur séquencé
consiste donc & déterminer le gain de retour de sorte K, € R"™*"(®+P1) et les valeurs des

composantes intégrales a 1'équilibre @; .(01), ..., x;(On,) € RP" tels que

mi,ewk)] }
Y.(6r) (4.130)

Wwp = Kb [Cf(@k)vk + Diéu(Ok)wk}

’I.Le(Gk) = Kb {‘b(ek) X

VkE{l,...,Ng},

On obtient donc un systeme d’équations couplées a résoudre afin d’obtenir le placement de

poles souhaité.

4.2.3 Applications

La méthode de gestion des TCC sur la base de la technique du placement de structure propre
est mise en ceuvre pour les deux mémes applications que dans le cadre de la synthese H.,
structurée (Sous-Section 4.1.4), & savoir le contrdle de la dynamique en tangage d’un missile

ainsi que le contrdle de la dynamique flexible d’une section d’aile.

4.2.3.1 Controéle de la dynamique en tangage d’un missile

On considere a nouveau le modele du missile tel que présenté a la Sous-Section 4.1.4.1. On
reprend en particulier ’étude menée dans la Sous-Section 4.2.1.4. Les résultats présentés
sont issus des deux articles de conférences (Lhachemi et al., 2016a,c) et de l'article de journal

(Lhachemi et al., 2017d).

Structure de contrdle. On envisage les deux structures de contrdle précédemment étu-
diées, a savoir un controleur séquencé par retour de sortie avec gain intégral situé, respective-
ment, en amont et en aval de la composante intégrale. Plus spécifiquement, la configuration
« en aval » C(k) est caractérisée par la dynamique (4.57) et est illustrée a la Fig 4.5. Pour
la configuration « en amont », la dynamique du controleur est illustrée a la Fig. 4.23 et est
caractérisée par :
Z; =K;(0)n. —n
C(k) £ 6. =& + K,(0)n + K,(0)q (4.131)
0 =(a, M)
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Figure 4.23 Missile en boucle fermée avec le controleur séquencé C(k) corrrespondant & un
gain intégral situé en amont de la composante intégrale

Les TCC pour le controleur séquencé C(k), sont donnés par :

OK oK
Ki9(06,0) = 5 me(6e,8) + -4 4.(6.,9) (4.132a)
Be 96
OK oK
KIP90.,60) = —2| 1.(0.,6) + —2| q.(8.,9) (4.132Db)
M oM |, oM |,

qui sont a comparer aux TCC du controleur séquencé C(k) donnés par (4.61a-4.61a).

Augmentation de la dynamique du systéme pour le placement de structure
propre. En suivant les procédures détaillées dans les Sous-Sections 4.2.2.2 et 4.2.2.3, les

R1><18

parametres ajustables du controleur sont rassemblés dans K, € , prenant la forme :

K, = |Kiyn Ky Ko Kiz ... K- (4.133)

La dynamique linéarisée du missile S;(0.) est augmentée afin d’inclure la composante inté-
grale de la stratégie de contrdle, donnant lieu a la représentation d’état S;,(6.) donnée par
(4.99). Ensuite, I’équation de sortie du systeme augmenté S;,(60.) est modifiée en S;;(6.)
afin de tenir compte de la structure de séquencement employée pour les gains du controleur
conformément au Lemme 4.7. Pour cela, les fonctions utilisées pour le séquencement des gains
sont rassemblées comme suit : ¢(0) = [1 M |a] M?* Mlal aQ}T. Les matrices de la re-
présentation d’état de S;;(6.) sont alors données par Ay(0.) = A, (0.), By(0.) = B,(6.),

Dy(0.) = 01542 et, pour la configuration du gain intégral situé en amont de la composante
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intégrale (4.116),

Cou,(0e) 0
Ci(0.) = P(0.) ® |Cog,(0e) | + | Ja(0e) @ [1e(8e) | | Caa(Be), (4.134)
a,q(ee) Qe(ee)

tandis que pour la configuration avec un gain intégral situé en aval de la composante intégrale
(4.128),

Ca,xi(ee) -ri,e(ee)
Cy(0e) = P(6e) ® | Coyy(0e) | + | Ja(0e) @ | me(Be) | | Caa(Be), (4.135)
Ca,q(ee) Qe(06>

.
ot 12 Jp(0.) = sign(a,) [O 010 M, 2\046” avec la convention sign(0) = 0. Les matrices
Coz;(0e), Cuy(6e), Cuy(Be) et Cuo(Be) représentent, respectivement, les lignes de C,(6.)

correspondant aux sorties du systeéme dx;, dn, 6q et da.

Synthése des gains du contréleur séquencé. Sous cette forme, il est possible de procé-
der & la syntheése des gains des deux contrdleurs C(k) et C(k) en tenant compte de impact

des TCC. Les gains ainsi obtenus, pour
1. la synthese sans tenir compte des TCC telle que effectuée a la Sous-Section 4.2.1.4,
2. la synthese avec TCC pour C(k),
3. la synthése avec TCC pour C(k),

sont donnés, respectivement, dans les Tab. 4.7, Tab. 4.8 et Tab. 4.9.

On note que les gains K, Ky et K, obtenus sont identiques pour les trois approches. Cela
provient du fait que ces gains, de par le choix des fonctions de séquencement, n’interviennent
pas dans I'expression des TCC (cf. (4.134) et (4.135) sur la base de I'expression de Jg(6.)).

Analyse des résultats de synthése. Afin de valider la phase de synthese, le systeme
est placé en boucle fermée avec les différents controleurs synthétisés. On a déja vu que les
gains obtenus en négligeant 'impact des TCC et implémentés avec ’architecture de controle
C(k) aboutissent au placement de poles du Tab. 4.6, ne coincidant pas avec le placement
de poles initialement souhaité du Tab. 4.5. Similairement, I'implémentation de ces mémes

gains avec l'architecture de controle C (k) donne lieu au placement de poéles du Tab. 4.10

19. La matrice jacobienne est ici calculée uniquement relativement a la variable de séquencement endogene
.
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Tableau 4.7 Gains séquencés du missile par placement de structure propre - Synthese ne

tenant pas compte des TCC

K| K K, K,

K, | 19890 03018  0.8019
K | —0.9998  0.1498  —0.3382
K| 0.4270  0.2247  0.6279
Ky| 01297  —0.0199  0.0394
Ks | —0.1045 —0.0274 —0.0986
K| 0.3489 —0.2069 —0.1977

Tableau 4.8 Gains séquencés du missile par placement de structure propre - Synthése tenant

compte des TCC pour C(k)

K| K, K, K,

Ki| 1.9800  —0.3018  0.8019
Ky | —0.9998  0.1498  —0.3382
K3 | 0.0041  0.1517  0.3693
Ky| 01297  —0.0199  0.0394
K5 | —0.0230 —0.0188 —0.0674
Kg | 0.4682 —0.1299 0.0219

Tableau 4.9 Gains séquencés du missile par placement de structure propre - Synthese tenant

compte des TCC pour C(k)

K| K K, K,

Ky | 19890  —0.3018  0.8019
Ky | —0.9998  0.1498  —0.3382
K| 0.0777  0.1549  0.3602
Ky | 01297 —0.0199  0.0394
K5 | —0.0476 —0.0204 —0.0705
K¢ | 0.6613 —0.0951  0.2099

qui, une nouvelle fois, ne coincide pas avec celui initialement désiré. A contrario, pour les

deux syntheses effectuées en tenant compte des TCC, correspondant respectivement aux

controleurs C(k) et C(k), la linéarisation de la dynamique en boucle fermée aux différents

points d’opération utilisés dans le design permettent de retrouver le placement de pdles

souhaité du Tab. 4.5. Ces résultats valident les procédures de synthése employées.

Evaluation comparative du comportement du systéme non linéaire en boucle

fermée.

Pour conclure ce premier exemple d’application, on présente les simulations tem-

porelles correspondant aux différents ajustements obtenus. L’évolution du nombre de Mach

est régie par (4.65). Pour le cas du controleur C(k) 'implémentation utilisée est illustrée & la
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Tableau 4.10 Position des pdles du systeme en boucle fermée pour des gains synthétisés en
ne tenant pas compte de I'impact des TCC et implémentés avec C(kK)

01 Me Qe )\r >\c

6, 4 20° | —5.62 —16.3 4+ 37.05
0, 4 0O° —13.9 —15 £ 163
0| 2 0° —12 —124+12y
6, 2 20° || —194 —-11.2411.55
0| 4 10° || —42.7 —2.95 4+ 10.83
6s| 3 0O° —12.5 —12.5£12.5)

Fig. 4.5, tandis que pour le controleur séquencé C (k) I'implémentation est celle de la Fig. 4.23.
Les évolutions temporelles obtenues pour les grandeurs physiques et les gains des controleurs
sont illustrées aux Figs. 4.24-4.26. Pour les deux structures de contréle C(k) et C(k), la per-
formance en suivi de référence (Figs. 4.24(a) et 4.25(a)) est meilleure pour les gains obtenus
en tenant compte des TCC, notamment en termes de dépassement. En particulier pour la
Fig. 4.25(a), le dépassement maximal obtenu est de 48.2% pour les gains synthétisés sans
inclure 'impact des TCC contre 6.7% lorsque ces termes sont adéquatement considérés dans
le design. Le dépassement excessif en suivi de référence se traduit par une réduction plus
importante du nombre de Mach au cours de la manceuvre (Figs. 4.24(b) et 4.25(b)) et plus
d’oscillations pour I'angle d’attaque « (Figs. 4.24(c) et 4.25(c)) et la vitesse en tangage ¢
(Figs. 4.24(d) et 4.25(d)). L'effort de commande obtenu est également moins soutenu com-
parativement a ’approche négligeant les TCC (Figs. 4.24(e) et 4.24(f) ainsi que Figs. 4.25(e)
et 4.25(f)), avec des gains dont 'amplitude demeure similaire (Fig. 4.26).

Notons que le contrdleur C(k) dont le gain intégral est située en aval de la composante
intégrale assure un meilleur rejet de perturbations comparativement au contrdleur C (k) dont
le gain intégral est situé en amont de la composante intégrale. En effet, lors du premier
échelon, 'erreur de suivi observé a t = 1s est légérement supérieur a 1.85 ¢ pour C(k) alors
qu’elle est inférieure a 0.2 g pour C(k). Cette erreur, en dépit de la composante intégrale, est
induite par la nature temps variant de la variable de séquencement qu’est le nombre de Mach
dont I'évolution est donnée par les Figs. 4.24(b) et 4.25(b).

On évalue finalement la robustesse de la stratégie de contrdle en procédant a des simulations
temporelles pour des coefficients aérodynamiques perturbés d’une amplitude maximale de
+25%. On se limite ici & la configuration du contrdleur C(k) qui affiche une meilleure perfor-
mance en rejet de perturbation. Les résultats obtenus sont illustrés a la Fig. 4.27, indiquant
une bien meilleure performance robuste du systeme bouclé dont les gains du contréleur ont

été synthétisés en tenant compte des TCC. Il est a noter que le comportement temporel ob-
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tenu sur la base du placement de structure propre (dont la complexité de mise en ceuvre est
réduite) est proche des résultats obtenus avec I'approche de synthése robuste H,, structurée
de la Sous-Section 4.1.4.1 (cf. Fig. 4.10).

4.2.3.2 Suppression active du flutter pour le BACT

Pour le second exemple d’application, on reprend le cas du modele du BACT étudié a la
Sous-Section 4.1.4.2. Les résultats présentés sont tirés de 1’article de journal (Lhachemi et al.,
2017c). On se focalise sur la syntheése du contrdleur séquencé par retour de sortie C(k) donnée
par (4.77) et illustrée a la Fig. 4.13 correspondant a un gain d’intégration situé en aval de la

composante intégrale.

Augmentation de la dynamique du systeme pour le placement de structure
propre. De maniére a formuler le probleme de synthese sous la forme d’un contrdle par
retour de sortie, la composante intégrale du contrdleur est incluse dans un modeéle augmenté
du BACT. On obtient, sur la base du modele linéarisé du BACT 2° §;(0.) donné par (4.75),

le modele augmenté :

0k — A.(6,) o) g |0
5..(6.) 0, ox; day, (4.136)
al\Ue) = _ 9 .
5%‘2‘ :Ca ox
6y_ 5351_
avec
A « B « « 1
Al6,) = (8) Ooxa o By = P Oeal g O : (4.137)
—Ca 0 0 1 C 04><1

ou C, représente la ligne de C correspondant a la sortie da. Des lors, la dynamique en boucle
fermée du systeme S;(6.) avec le controleur C;(8,.) est équivalente au controle par retour de

sortie du systeme augmenté S,;(60.) avec le gain matriciel :
Ka(K’vee) é [Kz(ee) Kh(oe) Ka(ee) + K{}“CC(G@) Kh(ee) Kd(ee)] ) (4138)

ot le TCC KX°C(0,) est donné par (4.80a). Sur la base de la formule de séquence a priori
(4.93), on choisit de prendre r = 6 avec ¢1(0) = 1, ¢o(0) = U, ¢3(0) = «a, ¢4(0) = U?,

20. On ne considere pas explicitement les aspects d’incertitudes paramétriques. Deés lors, comparativement
a la représentation S;(0.,d) donnée par (4.75), la dépendance relativement & § est omise.
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-
$5(0) = Ula| et ¢(0) = o?. On introduit en conséquence ®(6) = [1 U |af U? Ulal aﬂ :
Les matrices de la représentation d’état de S;(6.) sont alors données par Ay(6.) = A,(6.),
B, = B,, D, = 03042 et, puisque le gain intégral est situé en aval de la composante intégrale,

I'application de (4.128) donne :

Cy(0.) = 2(0.) ® C, + (Jq>(0e) ®

x""f(ee)D Con, (4.139)
Ye(6e)

ot ?! Jp(0,.) = sign(a.) {0 010 U 2|oze|}T avec la convention sign(0) = 0. La matrice
C,. représente la ligne de C, correspondant a la sortie du systeme da. Les parametres
ajustables du controleur sont alors rassemblés dans K, € R'3° prenant la forme :

K, =K1 Koy Kny Koy Ky, Ko ... K. (4.140)
Procédure de synthéese des gains du controleur séquencé. Sous cette forme, il est
possible de procéder a la synthese des gains du controleur C(k) conformément a la pro-
cédure décrite dans la Sous-Section 4.2.2.3. A cette fin, il s’agit de déterminer les points
d’opération et les placements de podles associés a considérer dans la synthese. La stratégie
employée pour sélectionner les points d’opération est la suivante. Un premier point d’opéra-
tion 8; = (10°,12m/s) est considéré pour calculer un premier gain K ;. Basé sur 1’évaluation
des poles du systeme en boucle ouverte (Tab. 4.11) et un design LQR préliminaire (de plus
amples explications sont fournies ci-dessous), les valeurs propres spécifiées dans le Tab. 4.12
sont placées pour améliorer a la fois la constante de temps et I’amortissement des poles do-
minants du systeme bouclé. Une analyse de stabilité du systeme LTI en boucle fermée avec
le gain Kj; ainsi calculé, au travers du domaine d’opération O, est effectuée. Sur la base de
ces résultats, un second point d’opération 6y = (10°,20 m/s) est sélectionné parmi les points
d’opération échouant le test de stabilité, ainsi que le placement de structure propre corres-
pondant a effectuer (Tab. 4.12). La procédure est ensuite itérée, permettant de sélectionner
six points d’opération. Les valeurs propres ainsi placées en boucle fermée sont résumées dans
le Tab. 4.12. La procédure est complétée avec succes des lors que le test de stabilité et
de performance (constante de temps et amortissement) est positif pour les différents points
d’opération testés. Dans le cas contraire, la premiere possibilité est de modifier les parametres
de synthese en modifiant les points d’opération utilisés et/ou les valeurs propres placées en

boucle fermée. Si de tels ajustements ne permettent pas d’obtenir de résultats satisfaisants

21. La matrice jacobienne est ici calculée uniquement relativement a la variable de séquencement endogene
Q.
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sur ’ensemble du domaine d’opération, la seconde option est de modifier les fonctions de
séquencement de maniere a augmenter leurs degrés de liberté, permettant ainsi de considérer

un plus grand nombre de points d’opération dans la procédure de synthese.

Tableau 4.11 Points d’opération utilisés pour le design du contréleur du BACT et pdles en
boucle ouverte associés

0, «a.(deg) U, (m/s) At A2 Aes

0, 10 12 —0.599+30.3: —1.65+15.3: —25443.3¢
0, 10 20 —0.820 £ 31.50 —1.97+15.60 —25+43.3:
05 3 14 0.854+16.99 —3.24+16.00 —25+43.3¢
0, 6 13 —0.543 £23.5¢ —1.78 £15.5: —25+43.3¢
05 3 18 1.06 £17.62 —-3.72+16.6: —25+43.3¢
O 1 20 2.00 £16.32 —4.794+16.00 —25443.3¢

Tableau 4.12 Parametres du placement de poles pour le controle du BACT

0, «a.(deg) U.(m/s) Ay el A2

0, 10 12 —298 —819+6.58 —878+13.3:
0, 10 20 —2.84 —-195+10.2: —16.2+ 28.8¢
03 3 14 —0.509 —4.60+18.7; —152+14.2¢
0, 6 13 —0.858 —2.66+14.0: —-164+13.1%
05 3 18 —0.661 —6.11+16.2¢: —14.0424.4¢
O 1 20 —1.03 —-291+13.82 —15.0=4+24.57

Le choix du placement de poles désiré est toujours délicat. En effet, il n’existe pas de regles
s’appliquant de maniere universelle permettant d’obtenir un niveau de performance adéquat
pour le systéeme bouclé. Pour le cas du BACT, on observe en particulier que 'amélioration de
I’amortissement des poles non dominants aboutit généralement a un effort de commande non
soutenable ou a des performances du systeme bouclé non satisfaisantes dans certaines régions
du domaine d’opération. Dans ce contexte, les valeurs propres placées en boucle fermée telles
que listées dans le Tab. 4.12 sont issues d'un design LQR préliminaire permettant de dessiner
une zone pertinente du plan complexe ou assigner les poles, ainsi que d’un ajustement a
posteriori effectué a la main sur la base d'une procédure de type « essais-erreurs ». Pour
chaque point d’opération 0y, I'index de performance quadratique J a été sélectionné comme
suit : .

T=5 /0 1822(1) + cada? () + esdh2(t) + cad B2(1)dt, (4.141)
ol les pondérations ¢; € RY sont ajustées afin d’obtenir un comportement adéquat du systéme

bouclé au point d’opération 8, avec un effort de commande soutenable. Parmi les sept poles



143

du systeme bouclé ainsi obtenu, les cing plus lents sont utilisés comme valeurs initiales pour
le placement de structure propre. De par le fait que seuls cing des sept poles que compte le
systeme bouclé sont placés lors de la synthese, il est nécessaire de valider a posteriori que les

deux poles restants sont adéquatement placés.

Une nouvelle fois, deux syntheses ont été effectuées, la premiere faisant fi de la contribution
des TCC, tandis que la seconde les inclut explicitement dans le processus de synthese. Les
gains ainsi obtenus sont résumés dans le Tab. 4.13. La seule différence observée 1’est pour les

parametres ajustables du gain séquencé K,.

Tableau 4.13 Gains séquencés du BACT par placement de structure propre - synthese
avec/sans TCC

Ki Ka Kh Kd Kiz
classique TCC
Ky —=7.3150  —1.4693 18.8081 —113.8780  1.2779  —9.5216

Ky 0.7420 0.7455 —1.8065 15.7404  —0.1040 0.8274

Ks 47541  —104.0091 —-36.6005 —140.7791 —1.8637 22.7389
K, —-0.0217  —0.0321 0.0429 —0.4840 0.0021  —0.0170
Ks; —0.5841 4.9016 2.5877 —4.2826 0.1282  —1.7004
K¢ —41.6507 2.0273 —16.4242  633.5000 —2.7847 31.8530

Analyse des résultats de synthése. Afin de valider le processus de synthese, le systeme
non linéaire en boucle fermée est linéarisé aux différents points d’opération utilisés dans
le design (Tab. 4.12). Comme attendu, la mise en ccuvre de la méthode de placement de
structure propre en faisait fi de la contribution des TCC donne lieu a un placement de
poles effectif distinct de celui désiré, confere le Tab. 4.14. En particulier, le systéeme bouclé
est instable pour des angles d’attaque «, au-dela de cinq degrés. A contrario, 'approche ici
développée pour inclure la contribution des TCC permet effectivement d’obtenir le placement
de poles désiré du Tab. 4.5.

Comme mentionné précédemment, la position des deux poles restants qui n’ont pas été placés
lors de la synthese doivent étre validés a posteriori. Pour I'approche incluant I'impact des
TCC, ces poles sont localisés, pour les six points d’opération du design, respectivement en
—8.79 +£49.0¢, —8.22 £ 43.44i, —7.33 £ 39.2i, —7.83 £+ 44.8i, —7.21 £+ 35.37 et —9.37 £ 35.7:.

Ils sont ainsi stables, correspondant aux poles les plus rapides du systeme bouclé.

Evaluation comparative du comportement du systéme non linéaire en boucle

fermée. Le controleur autoséquencé C(k) précédemment synthétisé est implémenté sur le
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Tableau 4.14 Position des poles du systeme en boucle fermée pour des gains synthétisés en
ne tenant pas compte de I'impact des TCC et implémentés avec C(k)

0, a.(deg) U, (m/s) A1 A2 A3

0, 10 12 8.77 0.728 —3.46 £ 16.6¢
0, 10 20 3.47+2991 —5.60+18.60 —11.1=£52.1¢
05 3 14 —0.963 +2.22¢ —1.37+£18.41 —9.63 +44.8:
0, 6 13 6.08 1.00 —2.66 £ 16.17
0; 3 18 —1.97 —6.66 —2.35£19.6¢
05 1 20 —1.04 —2.93£13.8¢ —14.9+24.3:

systeme non linéaire d’origine S tel qu’illustré a la Fig. 4.13. Pour une vitesse d’écoulement
de l'air U = 16 m/s, la condition initiale est prise comme étant hy = 0.01m et oy = 5° (les
autres composantes du vecteur d’état sont initialisés a zéro), entrainant en boucle ouverte
le phénomene de flutter a travers ’émergence de cycles limites d’oscillation. Le systeme est
placé en boucle fermée a t = 5s. La performance du controleur en termes de suppression
du flutter est évaluée en fixant a zéro l'entrée de référence . durant 5s. Finalement, de
maniere a évaluer la performance en suivi de références de type échelon a travers le domaine
d’opération, 'entrée de référence a, est imposée a £8° a t = 10s. Les réponses temporelles
des différentes grandeurs physiques sont illustrées a la Fig. 4.28, tandis que 1’évolution des

gains est donnée a la Fig. 4.29.

Les gains du contrdleur séquencé obtenus en ignorant la contribution des TCC permettent de
réduire 'amplitude des oscillations, autant pour I'angle de torsion a que le déplacement en
flexion A, mais échouent a supprimer totalement le phénomene de flutter. De plus le systeme
bouclé est instable pour des angles de référence au-dela de 4°. A contrario, le contrdleur
séquencé synthétisé en tenant compte des TCC offre un bon niveau de performance, autant
en suppression du flutter qu’en suivi de référence, tout en maintenant un effort de commande

soutenable.

Les simulations se focalisent a présent sur les gains synthétisés en présence des TCC. La
Fig. 4.30 illustre la réponse du systeme bouclé pour différentes valeurs de la vitesse de I’écou-
lement de l'air U € {12,13,...,19,20} m/s afin d’évaluer la performance en suppression du
flutter et suivi de référence pour e € {—10,—8,...,8,10} deg. En particulier, on constate
que la stratégie de controle proposée permet d’obtenir la suppression du flutter ainsi qu’'un
suivi de référence avec un bon temps de réponse (inférieur a deux secondes) et un bon amor-
tissement (Fig. 4.30(a) et Fig. 4.30(b)). De plus, leffort de commande demeure raisonnable
(Fig. 4.30(c)), a l'exception des configurations aérodynamiques les plus défavorables (corres-

pondant aux faibles vitesses de I’écoulement de l'air U) et les angles de référence les plus



145

15 T 0.03
|
10 | 0.02
5 / 1 0.01
8 Oret —~
ﬁ 0 — — — Classique E 0
s TCC <
-5 -0.01
-10 -0.02
-15 : : : -0.03 : :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Time (s) Temps (S)

(a) Angle de torsion « (b) Déplacement en flexion h

40

3 (deg)

0 5 10 15 20
Temps (s)

(¢) Angle de la surface de controle
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20

0 3
— — — Classique
05 TCC
-1 F
-15 <
-2 L ‘
|
0 5 10 15 20 0 5 10 15
Time (s) Temps (s)
(a) Gain K; (b) Gain K,
015} - ]
\
|
- \
S 0lf
5 |
il |
|
0.05 |
|
i
] ] ] 0 ] ]
0 5 10 15 20 0 5 10 15
Temps (S) Temps (S)
(c) Gain K, (d) Gain K,
0.2 T T T
|
0 | 7
|
|
5027 I 1
= |
X 04} I ]
|
0.6 l
e H I —
l
-0.8 + +
0 5 10 15 20
Temps (s)
(e) Gain Kj,

Figure 4.29 Commande du BACT - Evolution des gains du contréleur C(k)

20

146



147

élevés.

0.04r
0.02
=) —
&) £ o
\ e
3
-0.02
-0.04 : : : ‘
0 5 10 15 20
Temps (s) Temps (S)
(a) Angle de torsion « (b) Déplacement en flexion h
40
20f
g o
S
~ 20}
40 b
0 5 10 15 20

Temps (s)

(c) Angle de la surface de contréle 8

Figure 4.30 Réponse du BACT en boucle fermée en suppression du flutter et en suivi de
référence pour U € {12,13,...,19,20}

4.3 Approche par une méthode de synthése itérative

L’idée commune développée dans les Sections 4.1 et 4.2 pour gérer les TCC réside dans
I’autoséquencement des gains du controleur. En tirant une nouvelle fois profit de cette idée
d’autoséquencement des gains, cette section vise a fournir une derniere méthode d’ajuste-
ment des gains impliqués dans la formule d’autoséquencement par le biais d’'une procédure
de synthese générique. L’approche proposée est développée dans la Sous-Section 4.3.1 pour

ensuite étre étendue de maniere a inclure 'impact des TCC dans la Sous-Section 4.3.2.
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4.3.1 Méthode des noyaux pour 'autoséquencement des gains

Dans cette section, on reprend le systeme précédemment étudié tel qu’introduit a la Sous-
Section 3.2.2 en supposant que ’équation de sortie ne dépend pas explicitement de ’entrée

de commande u, i.e.,

s2 { &= Sl u,w) (4.142)

Y= h(ma w)

On renvoie a la Sous-Section 3.2.2 pour l'explication des différentes grandeurs ainsi que
I'introduction du point d’opération @ € © du systéme. A des fins de synthése, on considére
une nouvelle fois la dynamique linéarisée, au point d’opération 8. € © du systéeme S. En

négligeant la contribution de dw, elle prend la forme :

Sl(ee) =

{ oz = AS(8,)dx + BS(0,)du (4.143)

dy = C%(0,)0x

L’objectif est de synthétiser une famille de contréleurs séquencée par retour de sortie prenant

la forme suivante :

A | 0z = dr — by,
Ci(k,0.) 2 (4.144)
ou =K;(0.)dx, + K,(0.)dy
ou
Ki(k,0) = [ki(k,0) ... ky(r,0)] € R™P, (4.145a)
K, (k,0) = |[kyi1(5,0) ... kyp(k,0)] € R, (4.145D)

sont les gains du contréleur a ajuster au travers du domaine d’opération ©.

Supposons que pour chaque gain k;(k,0) = [kj,l(fi, 0) ... kjn(k, 0)}T eR™ 1<j<p+
p1, un ensemble fini de r; € N* fonctions linéairement indépendantes ¢ 1, ..., @, € C°(O,R)
ont été sélectionnées a priori. On note alors E; = spang(¢;1, ..., ¢;r,) C C°(©,R) le sous-
espace vectoriel dans lequel peuvent étre sélectionnés les gains k;1(k,0),...,k;.(k,0), ou,

par définition, dimg(E;) = r;. On introduit également la notation r = ry + ... + 7,4,

Dans ce cadre, I'objectif du design est de trouver m(p+p;) gains prenant la forme de fonctions
kir€ E;, 1 <j<p+petl <k <m,detelle sorte que pour tout point d’opération 8. € ©,
l'interconnexion de §;(6.) avec C;(8.) est stable et présente un niveau adéquat de performance

(au regard de 'application considérée).
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4.3.1.1 Reformulation du probleme

Les gains du controleur k;, € F;, 1 < j < p+pi et 1 <k < m, peuvent étre réécrits de

maniere explicite sous la forme :
VO ¢ @, kj7k(lﬂ',, 0) = ij,k,l¢j,l(0)y (4146)
=1

ou k rassemble 'ensemble des mr parametres (scalaire) ajustables k;;; € R lors de la syn-

theése. En introduisant les matrices :

2,(0) = [6;1(0) ... 0;,,(0)] € RV, (4.147)
Lj = (kj,k,l>k7l € Rqu) (4148)

I’équation (4.146) peut étre écrite sous la forme compacte suivante :

k;j1(6)
ki(k,0)= : =L;®,(0)". (4.149)
kj,m(e)

Finalement, en concaténant les gains séquencés et les parametres ajustables comme suit :

.

Ko(k,0) = [ki(k,0) ... kpip(k,0)] € REP™ (4.150a)
T

K=[L ... Ly,| €R™, (4.150D)

la forme compacte suivante peut étre obtenue :
K.(k,0) = G(O)K, (4.151)

ou

G(0) = diag (®,(0),...,®,.,,(0)) € RETPx", (4.152)

On obtient que la transformation linéaire G(0,) € £ (R", RP**1) permet de faire le lien entre
la matrice de parameétres ajustables K impliquée dans les fonctions de séquencement et les
gains du contrdleur LTI C;(6.).
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4.3.1.2 Stratégie de synthese

La procédure de synthese consiste a ajuster de maniere itérative les parametres ajustables
du controleur, i.e., K € R"™. Supposons pour cela que K a déja été ajusté, en fixant un
certain nombre de degrés de liberté, a la valeur de K;_; € R™™ de telle sorte a ce que le
systeme en boucle fermée composé de S;(6.) et de C;(8,) est stable et présente un niveau de
performance adéquat pour 6, € {01,...,0,_1} C O. En s’inspirant des approches classiques
de séquencement des gains, 1’étape suivante consiste a ajuster le gain K en la nouvelle valeur
K, sur la base du modele du systeme au point d’opération 6, € © tout en préservant le design
déja effectué aux points d’opération 6+, ..., 0,_; précédemment considérés. Cette contrainte

est formalisée par :
VGe € {01, ey 0]4,1}, G(06>Kk,1 - G(He)Kk (4153)

En introduisant 1C(8.) = ker [G(6.)] le noyau de I'application linéaire G(8.), la contrainte

précédente est équivalente a :
VGe S {01,...,9k,1}, Vil e {1,...,m}, (Kk_kal)l S ’C(Ge), (4154)

ou, pour une matrice M quelconque, (M), dénote la [-ieme colonne de M. Ainsi, on cherche
AK; € R™™ gatisfaisant :

Vie{l,...,m}, (AKy), e N} & N K(8.), (4.155)
0.€{61,....0,_1}

tel que Ky = K1+ AKj, assure la stabilité et un niveau de performance adéquat au systeme

bouclé au point d’opération 0. En introduisant ’application linéaire :
Hy, = G(0i)ly, € £ (NG, RPP) (4.156)

i.e., la restriction de G(8}) au sous-espace vectoriel N}, C R", il est possible de décomposer

I’espace en la somme directe :
N, = ker(Hk) ®IL, = Nk+1 ® Iy, (4.157)

ol Zj, est un supplémentaire quelconque de ker(Hy) dans Nj. La seconde égalité est vérifiée
car Njy1 = Ny N K(0;,) C Ni. Soit ny € N la codimension de Ny, dans N, i.e., ng =
codimp, (Nyy1) = dim(Ny) — dim(Ny4 1) = dim(Zy,) et soit (f,{:, ce fZ’“) une base de Zj. On
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peut alors écrire les colonnes de AKj, sous la forme :

nk . .
Vie {1,...,m}, Fvogs € Nipr, Iy AfE) € R™ 2 (AKy), = v+ DN fi (4.158)

=1

Ainsi, G(6.)AKy = 0 pour tout 8, € {61,...,0,_1} et
Vi€ {l,...,m}, (G(O)AK,), =Y M, (Hif}), (4.159)
i—1

ou (Hk f;) , est une famille linéairement indépendante telle que
1<i<ny

Im(Hj) = spang (ka};a o ,kaZ’“) ; (4.160)

i.e., est une base de 'espace des degrés de liberté dans I'ajustement du gain du contréleur
K. (0) permettant de préserver le design effectués aux points d’opération 8, € {6+, ...,60;_1}.
Dans ce contexte, (Aj,...,Axh,) € R™ sont les degrés de liberté a ajuster de maniere a
assurer la stabilité et le niveau de performance souhaité au systeme bouclé au point d’opéra-
tion 6. Le vecteur vy, € Njy1 peut étre omis a cette étape de la procédure de synthese dans
I'expression de AKj puisque, par définition, G(6.)vy,; = 0 pour tout 8, € {6,,...,0;}. En
effet, le sous-espace N représente les degrés de liberté devant étre ajustés ultérieurement

sur la base de nouveaux points d’opération 01,0k o, ...

4.3.1.3 Convergence des itérations

La procédure précédemment décrite est stoppée a l'itération ky € N* si et seulement s’il ne
reste plus aucun degré de liberté lors de la mise en ceuvre de la synthese a l'itération ky + 1,

ie., Ny 1= 0. Le théoréme ci-dessous garantit I'existence d’un tel entier ky.

Théoréme 4.10 Supposons que pour 1 < j < p+ p1, la famille de fonctions (gbﬂ, e ,gzﬁjﬂ.j)
est libre. Alors il existe ky € N* et un ensemble de points d’opération 04, ...,0y, € © tel que

Nl QNQQ---QNkf—Fl:@-

Démonstration. Notons tout d’abord que si la chaine d’inclusions N7 D My, D ... D
Ni;41 = 0 n’était pas stricte, i.e., il existe ko € N* tel que Ny, = Np41, alors, sur la base
de (4.157), on a que Zy, = {0}, i.e., aucun degré de liberté n’est disponible lors de l'itération
ko. De la sorte, le gain Kj, obtenu sur la base des points 61, ...,0p, 1,0k, 0111, .., 0%
est, par construction, identique au gain Kj -1 obtenu sur la base des points d’opération

07 =61,....0,,_1 = 01,0, = Okyi1,..., 0,1 = Oy, en respectant scrupuleusement

f
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la méme procédure de design (i.e., entre les deux syntheses, on ne fait que retirer le point
d’opération Oy, en lequel aucun degré de liberté n’est disponible; le reste de la procédure
demeurant strictement identique.). En itérant de la sorte, il n’y a donc pas de restriction a

supposer que la chaine d’inclusions est stricte.

Raisonnons par I’absurde en supposant qu'un tel k; n’existe pas. Alors, il existe un ky € N*
et des points d’opération 01,...,0, € O tels que 1) N1 n'est pas réduit au sous-espace
vectoriel trivial ; 2) pour tout @ € ©, prendre 0y,,1 = 0 donne lieu & Ny 1 = Npyio. Il en
découle donc que pour tout @ € O et tout vecteur non nul & € N, 1 # {0}, G(@)x = 0. De
par la structure bloc diagonale de G(0) donnée par (4.152), il existe j € {1,...,p+p1} et un
vecteur non nul ; € R" tels que pour tout 8 € ©, ®;(0)x; = 0. La famille (gbﬂ, . ,gzﬁj’rj)

étant supposée libre, on obtient la contradiction souhaitée. 0

Le Théoreme 4.10 assure l’existence d’un ensemble fini de points d’opération permettant de
fixer progressivement l’ensemble des degrés de liberté du controleur séquencé. Cela donne
donc lieu, pour une telle suite de points d’opération satisfaisant 1’énoncé du théoréme, a la

décomposition suivante de I'espace des parametres ajustables :

R" = P I, = P spang (f,lc, ce Z’“) . (4.161)

k=1 k=1

On déduit le corollaire ci-dessous assurant qu’apres un certain nombre d’itérations déja effec-
tuées en des points d’opération quelconques, un choix judicieux des prochains points d’opé-

ration permet de compléter la procédure de synthese.

Corollaire 4.11 Supposons que pour 1 < j < p+p1, la famille de fonctions (qﬁjJ, o ,¢j7rj)
est libre. Soit k; € N* et soient 04,...,0;, € © un ensemble de points d’opération vérifiant
M DNy, D oo D Ny # 0. Alors il existe un entier kg > k; et un ensemble de points
d’opération Oy y1,...,0, € O tel que Ny 2 Ny 2 ... 2 Ny = 0.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de la seconde partie de la démons-
tration du Théoreme 4.10 O

Finalement, en supposant que k itérations ont été effectuées et que Ny # 0, on caractérise
les points d’opération admissibles @ € © permettant d’obtenir des degrés de libertés dans

I'ajustement des gains du controleur a litération k + 1 (i.e., Zy11 # {0}). Pour cela, on
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introduit pour tout 1 < j < p + p; l'opérateur de projection 7; : R” — R" tel que

mi(x)
Ve € R", T = : ) (4.162)

Tp+p1 (m)

Un point d’opération 6 € © pris comme 0,1 = 6 est tel que N1 2 Ny si et seulement
si 41 # {0}, ce qui est équivalent & G(0)Ny,1 # 0 ou Niy1 est une matrice dont les
colonnes forment une base de Nji;1. Sur la base de la structure bloc diagonale de G(6)

(4.152), la derniére condition est satisfaite si et seulement s’il existe 1 < j < p + p; tel que
P;(0)m;(Niy1) # 0.

4.3.1.4 Ajustement des gains du contrdleur a chaque itération

A des fins de synthese, la représentation d’état (4.143) est augmentée de manicre & inclure

la composante intégrale de contrdleur :

Era Era ou
= A0, + B¢(6,
5 .(0.) . ol )[M]
- - (4.163)
o B
S eACA I
_5y_ _&Bi_
avec
ag(o) = | A0 0wl g = |Bel8) Qv gy | O I“]
‘ _Cgl(ee) OPIXPI ¢ 0P1><m Ipl ¢ Cc(et?) OP><191
(4.164)

ol Cgl (0,) représente les p; premieres lignes de C¢(8,) qui correspondent a la sortie dy, de
(4.143). Ainsi, la dynamique du systeme bouclé composée de S;(0.) et de C;(8..) est équivalente
au retour de sortie du systéme augmenté (4.163) avec le gain K,(k,0.)" = K'G(0,)".
Puisque G(8.) est une application linéaire, ’équation de sortie du systéeme augmenté (4.163)

peut étre modifiée comme suit :

ox ox ou

— AY(0, B¢(6,

[63’31} a(6c) ox; +B.(0:) [57“]
i (4.165)

ox

(5$i

6Yb = Cg(ee)
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ot 'on a C§(6.) = G(6.)"CE(6.). Des lors, le modele d’état (4.163) en boucle fermée avec
le gain séquencé K,(0,)" est équivalent a (4.165) en boucle fermée avec le gain statique
K, i.e., du = K'dY,. Le principal avantage de la représentation d’état augmentée (4.165)
relativement a (4.163) est que les composantes du gain K sont statiques (i.e., ne sont pas

fonction de la variable de séquencement 6.) et indépendantes.

Supposons que le gain K a été ajusté a la valeur K;_; sur la base des points d’opération 6, €
{01,...,04_1}. On cherche a présent (lorsque des degrés de liberté sont encore disponibles),
a ajuster le gain K a sa nouvelle valeur Kj afin de stabiliser et d’assurer un niveau de
performance adéquat au systeme bouclé en 8 tout en préservant le design précédemment
effectué aux points d’opération 6, € {01,...,0,_1}. Sur la base de la stratégie développée

précédemment, on a K, = K;_; + AK,, ou AK} est donné par :

AKy = FrAy, (4.166)
avec
Fo=[fi .. f]errm, A= (M), e R (4.167)
On obtient,
du =K, dY,
=K, _,0Y,+ AK, Y,
=K, ,0Y,+ A F[8Y,. (4.168)

Puisque Kj._; a déja été obtenu lors de 'itération précédente, c’est alors une constante, de telle
sorte que le terme K, ,8Y;, peut étre directement intégré dans le modele augmenté (4.165).
L’ensemble des parametres ajustables disponibles a l'itération courante sont rassemblés dans
Ay. Des lors, le systeme augmenté peut étre modifié de maniere a ce que la sortie du systeme
augmenté devienne Y}, = F]dY, donnant lieu & la nouvelle entrée de commande U}, =

A/l 8Y ). On obtient le modéle augmenté suivant utilisé & la k-ieme itération :

[‘sfi’] = af00 |7 | + B0 [f] ]

L%, " (4.169)
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avec

A7 (6r) = AG(6x) + B (01K, CF(65), (4.170a)
BY(6)) = B (6y), (4.170b)
C(0,) = Fi. " C5(6y), (4.170c)

ou BY,(6)) rassemble les m premieres colonnes de B(6)) qui correspondent & l'entrée
du. Dans cette configuration, le gain a ajuster est Ay € R™ pour la loi de commande
oU ), = A} 8Y, relativement au modele augmenté (4.169). Un tel gain peut étre obtenu par
n’importe quelle méthode de synthese disponible dans la littérature (placement de pole, LMI,
LQR, etc.). Une fois Ay synthétisé, les gains intervenant dans les formules de séquencement
du controleur pour le systeme d’origine sont alors donnés par K, = K;_1 + FyAy. Cette

procédure est itérée jusqu’a ce que le critere d’arrét N, 1= {0} soit atteint.

4.3.2 Inclusion de I'impact des termes de couplage cachés dans la méthode des

noyaux

En I’état, la méthode des noyaux présentée a la Sous-Section 4.3.1 s’apparente a une méthode
d’interpolation a priori des gains du controleur séquencé. L’objectif de cette section est

d’étendre cette méthode au cas du séquencement de gains en présence de TCC.

4.3.2.1 Extension de la méthode

De maniere a étendre la méthode des noyaux, on se place dans le cas de figure du contréleur
séquencé par retour de sortie déja étudié lors de ’approche par placement de structure propre

(4.106), controleur pour lequel le gain d’intégration se situe en amont de la composante

intégrale :
z; = Ki(k,0)[r -y
Ck) 2 u=a+K,(k,0)y (4.171)
0 =v(y,wy,)
ol
Ki(k,0) = [ki(5,0) ... K, (k,0) € R (4.172a)
K, (K,0) = [kyi1(k,0) ... kpop(k,0)] € R™P. (4.172b)

On rappelle qu'il a été obtenu, sous les hypotheéses que m = p; et que K;(k,0.) est de

colonne rang plein, que la linéarisation de C (k) au point de fonctionnement 6, donne lieu a
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la dynamique linéarisée :

ox; =0r — oy,

Ci(k,0.) = o (4.173)

K,(k,0.)+Kyk,0.) —

ou =K;(k,0.)0x; + 5
Y

oy

v1(0e)

ot dz; = K;(k,0,)716&;. On se focalise dans cette section sur le TCC introduit par le
séquencement endogene (i.e., via la variable y). C’est pour cette raison que la contribution
liée au signal exogene w,, est omise dans (4.173) comparativement a (4.108). En notant 6, la

[-ieme composante de @ € R™ | la [-ieme colonne du TCC Ky, 1 <[ < ny, prend la forme :

0K
Kgl(lﬂ',,ge) = Y Y. (4.174)

’ 00,

(k,0¢)
.

Comme précédemment, pour chaque gain k;(k,0) = [kj71(n,0) oo kim(R, 0)} e R™,
1 < j < p+ pi, on suppose quun ensemble fini de r; € N* fonctions linéairement in-
dépendantes ¢j1,...,0;,, € C°(O,R) ont été sélectionnées a priori. On note alors E; =
spang (1, ..., 0;,,) C C°(O,R) le sous-espace vectoriel dans lequel peuvent étre sélection-
nés les gains scalaires k;1(k,8),...,k; (K, @), ou, par définition, dimg(E;) = r;. On émet

I'hypothese supplémentaire que £ est clos par rapport aux dérivées partielles portant sur 6.
En d’autres termes, pour tout 1 < [ < ng et tout f € E;, on a df/06, € E;. Un exemple
typique consiste a sélectionner E; = R, [#]. En reprenant la définition de ®; (4.147), on a

donc par hypothese I'existence de matrices D;; € R"7*" telles que :

0®,

Vo € O, 96

(6) = ®,;(6)D,,. (4.175)

En reprenant 1’écriture explicite des gains sous la forme (4.146), I’équation de sortie de

Ci(k,0.) se réécrit sous la forme :

dou=K'G(,)" [ Sy (4.176)

Yy

ou K et G(0) sont définis comme précédemment par (4.150b) et (4.152). De maniere & évaluer
le second terme de 1'équation précédente a partir de (4.174), on part de (4.149) dont on déduit

que

Ok, o®, '
80;(%,0)2141{89;(0)} =L;D;2;(0), (4.177)
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ou L; est défini par (4.148). Il s’en suit que pour 1 < < ng,

Okp, 11 Okp, +p
Ky (k,0.) = [pl Tan Ye
891 (k,0¢) 891 (k,0¢)
= Lot oo Ly ding (D)1 @0 10(80) Dy, Bpn(80) )
0
o T (r1+...+rpy ) Xp
= ) Y, (4.178)
ldlag (D;-s-l,lq)m-i-l(ee)Ta e vD;+1,p¢'p1+p(ee)T>]
£W(0.)€R”
On en déduit donc que
Ko(k,0.) =K' [@,(6.) ... ¥,,(6.), (4.179)
d’ou, en posant
Opl Xng - T
G*(0.) = G(0.) + | [ av (©(6.) ... U, (0)] €RFPIT O (4180)
Y|,-1(p,)

on obtient finalement que I’équation de sortie du controleur (4.176) se réécrit sous la forme :

su=K' G*0,)" [‘;wi] . (4.181)
y

Il est alors possible de mettre en ceuvre la méthode introduite a la Sous-Section 4.3.1 en
utilisant la matrice G*(0.) en lieu et place de la matrice G(6.) initialement employée. Alors
que la matrice G(6.) présente une structure diagonale par bloc, on ne retrouve pas cette méme
structure au niveau de la matrice G*(0.) di a U'interférence des TCC. Des lors, les résultats
portant sur la convergence des itérations ne s’appliquent plus, nécessitant une analyse au cas

par cas suivant les fonctions de séquencement employées.
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4.3.2.2 Application

On considére a nouveau le probleme du controle du missile tel que présenté a la Sous-

Section 4.1.4.1. On cherche a synthétiser un contréleur séquencé prenant la forme :

I =Ki(6)(n. —n)
CE1{ 0. =7+ K, (0)n+ K,(0)q (4.182)
0 :(777 M)

ou K;(0), K,(0) et K,(0) sont les trois gains séquencés devant étre synthétisé de maniere
a assurer la stabilité et la performance du systeme bouclé. Contrairement aux syntheses
précédentes, on cherche ici a séquencer les gains en fonction de 'accélération normale 7 et

non l'angle d’attaque a.

La linéarisation de la dynamique du contréleur au point d’opération 8, = (7., M) donne la

dynamique suivante :

A | 02 =dn. —on
ci(6.) 2 (4.183)
Ou =Ki(0.)0m; + [K,(8.) + K1 °°(6.)] 0n + K,(0.)0q + K3 (0.)0M
avec 0x; = 02;/K;(0.) et ou les TCC dont donnés pour z € {n, M} par :
0K, 0K,
KI°0.) = —"| n. 4 qe(.). 4.184
1000 = G| e | a0 (4.154)

On considere une nouvelle fois un séquencement quadratique des gains, tout en tenant compte

de la symétrie du probleme en 7. = 0. Ainsi, pour chaque gain K € {K;, K,, K } :
K(n,M) = Koo + K10M + Kox|n| + KagM? + K11 M|n| + Kos|nl|*. (4.185)

Des lors, I'application linéaire G*(0.) telle que donnée par (4.180) s’écrit sous la forme :

(I)<Oe) 01><6 01><6
0P oP
G*(Oe) = 01><6 @(06) -+ 7]887”(06) qe<06)87n(06> s (4186)

01><6 01><6 @(96)
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ou
®0.) =1 M. |5 M2 Mlnl Inl]. (4.187a)
0P
a—n(ee):sign(ne) 0010 M 2nl, (4.187h)

avec la convention sign(0) = 0. On obtient alors que
.
[Ki(8.) [,(0.) + Ki(0.) K,(0.)] =G (6K, (4.188)
ou K € R!'® rassemble les 18 parametres ajustables :

KT - {KiOO KilO e KqOQ} . (4189)

A des fins de synthese, six points d’opération ont été sélectionnés tels que listés dans le
Tab. 4.15. Ils sont tels que, pour tout k& € {1,...,6}, rang(Hy) = 3 (i.e., ny = 3), ou
Hj, est défini par (4.156). Cela permet de garantir que le critere d’arrét est satisfait apres

I'accomplissement de la sixieme itération (i.e., N7 = {0}).

Tableau 4.15 Point d’opération considérés pour mettre en ceuvre la méthode des noyaux sur
le modele du missile

L [0 10 |05 05 065] 05 |
a. ] 0°]20°] 0° [ 10° [ 0° [ 20°
M. 21 2 25253 3

Parmi ’ensemble infini des possibilités permettant de choisir le supplémentaire algébrique Z
afin de former la décomposition de 'espace des parametres ajustables suivant (4.161), une
famille (f}, f2, f2),<p<¢ formant une base orthogonale de I'espace des parameétres ajustable a
été choisie. Finalen;er;t, une approche de type LQR par retour de sortie (Stevens and Lewis,
2003) a été adoptée afin de procéder lors de chaque itération a 'ajustement des degrés de
liberté dans 'espace des parametres ajustables, conformément & la procédure décrite dans la
Sous-Section 4.3.1.4.

Les résultats obtenus sont illustrés par des simulations sur le modele non linéaire pour I'im-
plémentation du controleur séquencé de la Fig. 4.23. Les évolutions temporelles des différentes
grandeurs physiques du systeme sont illustrées a la Fig. 4.31. Une nouvelle fois, on observe
que l'intégration explicite des TCC dans le processus de syntheése permet d’obtenir une ré-
ponse temporelle en suivi de référence avec un dépassement moindre (Fig. 4.31(a)). L’effort

de commande associé est également réduit et moins oscillatoire (Fig. 4.31(e) et Fig. 4.31(f)).
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L’évolution temporelle des gains est illustrée a la Fig. 4.32, montrant que le meilleur compor-
tement temporel observé dans le cadre de la synthese avec 'intégration des TCC ne donne

pas lieu a des gains plus élevés.

0.5 T T T T 0
0.48 -0.01
0.46 | -0.02 |
0.44 -0.03
N «
0.42 -0.04
0.4 -0.05
Classique
0.38 TCC b -0.06
0.36 : : : : -0.07 : : : :
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Temps (s) Temps (S)
(a) Gain K; (b) Gain K,

0.26 |

0.24 |
xc’
0.22
0.2
0.18 ! ! ! !
0 1 2 3 4 5
Temps (s)
(c) Gain K|

Figure 4.32 Commande du missile - Evolution des gains du contrdleur C(k)
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CHAPITRE 5 IMPLEMENTATIONS DE CONTROLEURS SEQUENCES
LIBRES DE TERMES DE COUPLAGE CACHES

Dans le Chapitre 4, il a été vu comment des méthodes d’autoséquencement permettent, de
par un choix a priori des formules de séquencement, de tenir compte de maniere explicite des
TCC dans la synthese des gains d’un controleur séquencé. Néanmoins, de telles approches re-
quierent de modifier les procédures de synthese des controleurs séquencés. Elles ne permettent
pas, entre autres, de procéder a une synthese point a point classique avec un séquencement

des gains a posteriori.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléeme de gestion des TCC, non pas dans la phase
de synthese des gains du controleur séquencé, mais dans la phase d’implémentation de la
famille de controleurs LTI. Plus précisément, on investigue I'existence d’une stratégie d’im-
plémentation de familles de controleurs LTI sous la forme d’un controleur séquencé évitant
structurellement I’émergence de TCC. L’avantage d’'une telle implémentation est que la fa-
mille de controleurs LTI peut alors étre obtenue par n’importe quelle méthode de synthese

existante, sans se soucier de la contribution des TCC dans la phase de synthese.

Une telle stratégie d’implémentation a été présentée par Kaminer et al. (1995) sous la dé-
nomination de wvelocity-based algorithm. L’idée fondamentale derriére cette stratégie repose
dans 'utilisation, non pas du signal de mesure y, mais de sa dérivée temporelle ¢ comme
entrée du controleur séquencé. L’avantage de cette approche réside dans le fait qu’en général
le signal de mesure a 1’équilibre est non nul, tandis que la dérivée temporelle du signal de
mesure a ’équilibre est nulle. Des lors, le recours au signal ¢ en lieu et place de y présente
I’avantage de ne pas faire émerger de TCC. Avec une telle approche, on obtient en sortie du
controleur la dérivée temporelle du signal de commande %, nécessitant alors l'ajout d’une
composante intégrale afin d’obtenir le signal de commande u a injecter en entrée du systeme.
La principale limitation dans la mise en ceuvre du velocity-based algorithm réside dans le fait
que le signal ¢ n’est en regle générale pas accessible en pratique. Afin de palier ce probleme,
il a été proposé de pseudo-dériver le signal de mesure y, donnant lieu au velocity-based algo-
rithm avec stratégie de pseudo-dérivation (Kaminer et al., 1995). Cependant, cette approche
introduit des podles additionnels dans la dynamique du controleur qui viennent interférer dans

la dynamique du systeme en boucle fermée.

Le présent chapitre, s’appuyant sur les développements de Kaminer et al. (1995), propose
une implémentation de contréleurs séquencés visant a structurellement éviter I’émergence des

TCC. Contrairement au wvelocity-based algorithm, 'implémentation proposée requiert exclu-
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sivement en entrée le signal de mesure y. De plus, la stratégie proposée évite 'inclusion de
poOles supplémentaires venant interférer dans la dynamique du systeme bouclé. Cette stratégie
a fait 'objet d’une publication scientifique dans International Journal of Control (Lhachemi
et al., 2017e).

Les développements sont de ce chapitre sont organisés comme suit. La Section 5.1 formalise
le probleme de I'implémentation d’une famille de contréleurs LTT visant a éviter I’émergence
des TCC. La solution développée par Kaminer et al. (1995) ainsi que ses limitations sont
présentées en détails dans la Section 5.2. La stratégie ici proposée est développée dans la
Section 5.3. Celle-ci est mise en ceuvre pour un controle par retour de sortie dans la Section 5.4

ainsi que dans le cas de controleurs dynamiques dans la Section 5.5.

5.1 Position du probleme

Systéme a controler. De maniere a positionner le probleme ici étudié, on reprend le
formalisme de la Sous-Section 4.1.3.1. Plus spécifiquement, on considere le systeme incertain
S(0) caractérisé par :

z = f(x,u,w,d)

S(6) & 5.1
(©) {y:h(m,u,w,é) (5-1)

ou z(t) € R" représente le vecteur d’état, u(t) € R™ le vecteur d’entrées de contrdle, w(t) €
RY le vecteur d’entrées exogenes et y(t) € RP le vecteur de sortie (ou n,m,p,q € N*). Les
incertitudes paramétriques sont rassemblées dans le vecteur § € A C R, ou A est fermé et
connexe par arc. Le champ de vecteurs f : R” x R™ x R? x A — R" représente la dynamique
du systeme et la fonction h : R" xR™ xR x A — RP génere les sorties du systeme. On suppose
par la suite que f et h sont des fonctions de classe C*. On suppose que I'on peut paramétriser
les points d’équilibre de S(J) par I'intermédiaire d'un point d’opération 8, = v(y, ., Wy.c)
et de la configuration incertaine §. On renvoie a la Sous-Section 4.1.3.1 pour de plus amples

détails sur une telle paramétrisation.

Le systeme S(6) est linéarisé pour chacun des points d’opération 8, € © et configurations

incertaines 6 € A (i.e., autour du point d’équilibre associé p(8.,d)), donnant le systeme LTI

suivant :
d& = A°(0,,8)0x +BS5(0.,8)0u + B3 (0., 8)dw
5.(6..5) (6.,0) 2 (0c,9) w(0c,0) (5.2)
Sy = C5(8.,8)5z + D5(0,,5)du + D5 (6, 5)w
ou
A0 = B0 Ble.a= L @3
L1 146..,5) Ul 4(0ev) W,6..6)
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h h h
C°(6.,90) = g , D3(6.,6) = 2 , D3(0,,8) = g : (5.4)
Tluo..9) Yluo..9) Wlo..s)
On introduit alors la famille de modeles LTT associée au systeme S(d) indexée par le point

d’opération 8, € O et le parametre incertain & € A comme suit :

S £ {81(96,5) 1 0, € @, 0c A} (55)

Famille de contréleurs LTI. Dans le cadre du contrdle par séquencement des gains, le

premier objectif est de synthétiser pour chacun des modeles LTI §;(0.) € S, un controleur
LTI C,(6.).

06 = V<y1,e7 wm,e)
1| oz, l

or +
{11

> Cc

0y, r

Figure 5.1 Controleur linéaire C;(6.)

[ACBEBSBS| | gy
C¢ D DS D |

Soient dr, dy, et dy, les déviations de r, y, et y, relativement aux conditions d’équilibre
rc(0c), Y1..(0c) et Yy (6e, ). On considere I'architecture de controle LTI C;(8,) illustrée par

la Fig. 5.1 et caractérisée par :

ox; = or — oy,
Ci(6.) =4 dx. = AS(0,)0x, + A(0.)dx; + BE(6.)or + BS(6.)dy, + BS(0.)dy, (5.6)
ou = C¢(6,)dx. + C¢(6,)dx; + D(0,)6r + DS(6.)dy, + DS(0,)dy,

ou le vecteur d’état du contrdleur est constitué d’une composante intégrale dx;(t) € RP! et
du vecteur dzx.(t) € R". Les coefficients des matrices AS(6),..., DS (@) sont supposés étre
des fonctions de classe C! de la variable de séquencement @ € ©. On définit alors la famille

de controleurs LTT indexée par le point d’opération €, € © comme suit :

Cl £ {Cz(He) : 06 c @} (57)

Dans ce cadre, 'objectif de la phase de synthese est d’ajuster les gains du controleur a archi-
tecture fixe de telle sorte que pour chaque point d’opération 8, € © et chaque configuration
incertaine § € A, le systeme bouclé CL(S,(6.,9),C,(6.)) illustré a la Fig. 5.2 est stable et

présente un niveau de performance adéquat. Afin de se concentrer uniquement sur la stra-
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tégie d’implémentation, on suppose dans ce chapitre que cette synthese a été préalablement
effectuée via une méthode quelconque, e.g., une approche classique de synthese point a point

ou une approche moderne de type LPV.

ow
)
- Si(6.)
ou oy
0. |  or

Figure 5.2 Systeme en boucle fermée CL(S;(0.),Ci(6.))

En préparation des développements & venir, on introduit la représentation d’état (5.8) du
T
controleur C;(@,) défini par (5.6) ot le vecteur d’état est X, = {5:13: ézcﬂ , Uentrée du

-
contrdleur U, = {5TT Sy 5yﬂ et la sortie du contrdleur Y; = du. Avec ces notations, la

dynamique du controleur LTT est exprimée par :

{ X, =A(0.)X,+ By(6.)U, (5.8)
Y, =Ci(8.)X, +Dy(6.)U, '
ou les matrices sont données par :
0 0 I, -1, 0
Ai(8,) = {Af(ee) Af(oe)] , Bi(6.) = BC(8.) BC(O,) BB, (5.9)
Ci(0.) = [CE(0.) CE6.)],  Du(6.) = [DE(B.) DS(B.) DS(6.)], (5.10)

avec A;(0,) € Retrxnetr) B,(9,) ¢ Retrxtr) ¢y(9,) € R™*(Metr1) ot Dy(0,) €

R™* (1) La fonction de transfert du contrdleur LTI C;(6.) est donnée par :

Au="[CE(6,) + CE(0.) (T, — AS(B.) A F00] (8~ s
+ [DE(6.) + CE(0.)(sT, — AS(6.))'B
+ [DS(8.) + CE(0.)(sIn — AS(6.)"'B
+ [DS(8.) + CE(0.)(sIn — AS(6.)"'B

(5.11)

ou Au, Ar, Ay, et Ay, représentent les transformées de Laplace de du, or, dy, et dy,.
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Formulation du probleme. Dans la suite de ce chapitre, on suppose que pour un systeme
S§(0) donné, une famille de contrdleurs C; avec la structure (5.6) a été synthétisée sur l'en-
semble du domaine d’opération © de telle sorte que, pour chaque point d’opération 6, € ©,
CL(S5,(6.),Ci(0.)) est stable et présente un niveau de performance adéquat. Il s’agit donc a

présent de trouver un controleur non linéaire séquencé sous la forme :

& = fe(xr,y,7,0)
C é u = hk<mk7 y,r, 0) (512)
0 = V(ybwm)

pouvant préserver les propriétés entrée-sortie du systeme linéarisé en boucle fermée. En
d’autres termes, l'objectif de I'implémentation de la famille de contrdleurs C; est de trou-
ver un controleur non linéaire C tel que, une fois placé en boucle fermée avec le systéme non
linéaire S(9), la linéarisation du systéme bouclé au point de fonctionnement 8, € © résulte
en une dynamique LTI qui coincide (du point de vue de la stabilité interne et du compor-
tement entrée-sortie) avec celle utilisée lors de la syntheése correspondant a I'interconnexion
de §;(6.,9) et C;(0.). Une telle propriété de 'implémentation du contrdleur séquencé est es-
sentielle dans la mesure ou elle garantit que 'implémentation est conforme aux dynamiques
LTI employées lors de la phase de synthese. En particulier, une telle implémentation vise a

éviter I’émergence des TCC.

De maniere a formuler le probleme ainsi étudié, notons CL(S;(0e, 8),Ci(6.)) : (dr,dw) — dy
le systeme bouclé correspondant a I'interconnexion du systeéme linéarisé S;(6., 8) et du contro-
leur LTI C;(0.). La fonction de transfert correspondante est notée T'(S5;(6.,9),C;(0.)). Le sys-
teme non linéaire en boucle fermée correspondant a 'interconnexion du systeme non linéaire
S(0) et du contrdleur non linéaire C est notée CL(S(6),C) : (r,w) — y. Soit CL,(S(5),C)(6.)
la linéarisation de CL(S(d),C) au point d’opération 8, € O et T;(S(d),C)(0.) la fonction
de transfert correspondante. Le probléeme d’implémentation du contréleur (non linéaire) sé-

quencé est formulé ci-apres.

Probléme 5.1 (Implémentation s’affranchissant de ’émergence des TCC) Trouver
un controleur (non linéaire) séquencé C sous la forme (5.12) tel que pour tout point d’opéra-

tion ., € O et toute configuration incertaine § € A, les propriétés suivantes soient vérifiées :
1. la fonction de transfert T;(S(9),C)(6.) coincide avec T'(S;(0.,9),Ci(6.)) ;

2. si CL(S,(0.,6),Ci(0)) est internement stable (i.e., ne présente pas de modes cachés),
alors il en est de méme pour CL;(S(6),C)(6.).

Dans le Probleme 5.1, la condition (1) vise a trouver un contréleur non linéaire séquencé C



167

capable de préserver, une fois linéarisé au point de fonctionnement 6., € O, la dynamique
entrée-sortie du systéme bouclé CL(S)(8.,8),C;(0.)). Etant donné que la stratégie élaborée
pour une telle implémentation C pourrait impliquer des modes cachés, la condition (2) vise

a imposer qu’ils soient stables de maniere a préserver la stabilité interne du systeme bouclé.

Il est a souligner que la méthode du DGS exposée dans la Sous-Section 3.3.2 vise a satisfaire les
conditions du Probléme 5.1 via la résolution des EDP (3.61) et (3.62). Cependant, comme cela
a déja été souligné, cette méthode nécessite une résolution au cas par cas sans garantie a prior:
de 'existence de solutions. De plus, la résolution ne peut en général qu’étre effectuée pour
une configuration nominale dy € A fixée des parametres incertains, induisant des problémes
de robustesse des lors que § # dy. Pour ces raisons, le DGS n’est qu’une solution partielle du
Probleme 5.1. De plus, on cherche ici a mettre en place une stratégie d’implémentation simple
et générique permettant d’implémenter de maniere directe et systématique toute famille de

controleurs LTT en évitant la résolution d’équations postérieure a la phase de synthese.

5.2 Implémentation basée sur la dérivée temporelle du signal de sortie

Dans la littérature, le Probleme 5.1 a été solutionné par Kaminer et al. (1995) via la pro-
position d’implémentation dénommée wvelocity-based algorithm qui tire profit de la dérivée
temporelle y du signal de sortie du systeme y. Cette stratégie d’implémentation, ainsi que
ses limitations et les solutions proposées dans la littérature pour les pallier sont présentées

dans cette section.

5.2.1 Solution exacte

De maniere a introduire la méthode proposée par Kaminer et al. (1995), on s’attarde dans
un premier temps sur le premier exemple illustratif qui a été utilisé dans la Section 3.2.1
afin d’introduire la problématique des TCC. Sur cette base, la stratégie d’implémentation du

velocity-based algorithm est ensuite introduite dans sa généralité.

5.2.1.1 Exemple illustratif

On considere le systeme S donné par (3.11) avec la famille de contréleurs LTI C; :

0x; = or — oy

Ci(0e.) = { (5.13)
ou = kz(ge)él‘l + ]Cl (96)61’1 + k’g(ee)(sl’g
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ou les gains k;(0,), k1(0.) et ka(0.), donnés par (3.16), ont été calculés de maniere a imposer
les trois poles du systéme en boucle fermée CL(S;(6.),Ci(6.)) en —1 et —1/2 4 j4/3/2. On a

vu que I'implémentation :

jfl' =T —
Cors — { y (5.14)
uw=ki(y)x; + ki (y)z1 + k2(y)y

ne permet pas d’obtenir une implémentation adéquate car sujette a I’émergence de TCC (cf.
(3.19)). Il avait en particulier été observé sur la base de I'expression des TCC (3.20) que leur
émergence est liée au fait que les conditions d’équilibre du systeme, a savoir z; .(0.) et y.(6.) =
T.(0.) = 0., ainsi que la condition d’équilibre de la composante intégrale du contrdleur
z;.(0e), sont non nulles. De maniere a forcer les signaux intervenant dans I'architecture du
controleur séquencé a prendre des valeurs nulles a 1’équilibre, 1'idée est de recourir non pas
directement aux signaux mesurés x; et y = 9, mais a leur dérivée temporelle &1 et y = s.
Pour évaluer l'intérét de recourir a ces grandeurs, réécrivons la dynamique du systeme S

>
(3.11) en prenant y; 4 = & et yo 4 = &2 comme sorties du systéme. En posant & = {xl $2i|

i
et y; = [yld yZd] , on obtient alors la dynamique du systeme sous la forme :

{ & =f@u (5.15)

Yaq = hd(wv u)

ot f(x,u) = hg(x,u) = (tan(x;) + x2,21 + u). On obtient alors a I'équilibre, y, .(0.) =
ha(e(6e.), uc(6e)) = f(xe(Be), ue(Be)) = 0. Les signaux y; 4 = @1 et yaq = &2 prennent donc

bien des valeurs nulles & 1’équilibre, ce que I'on note sous la forme! iy .(0.) = d2.(6.) = 0.

Le résultat précédent incite donc a employer dans ’architecture du controleur séquencé les
signaux &, et § = & en lieu et place des signaux x; et y = x5. Plus spécifiquement,considérons

I'implémentation suivante :

A
Cvel -

{ v="Fki(y)[r—yl+ ki(y)Z1 + k2(v)y (5.16)

L — v

Comparativement a I'implémentation naive Cseq (5.14) illustrée a la Fig. 5.3(b), 'implémen-
tation Cye (5.16) illustrée a la Fig. 5.3(c) est obtenue en déplagant la composante intégrale

depuis ’entrée vers la sortie sur controleur.

Remarquons que I'implémentation Cy. ne présente pas, de maniere explicite, une composante

1. Pour k € {1,2}, on devrait en toute rigueur recourir a la notation (i).(f.) pour noter I’équilibre du
signal &, associé au point d’opération .. On recourt néanmoins a la notation &y .(6.) & des fins de simplicité.
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el 1 ko)

k?(ee) ——t<><> 5u' S .

+ 51‘1

(a) Architecture du systeme linéaire en boucle fermée CL(S;(0.), C;(6e))
au point d’opération 6. utilisé lors de la synthese.

iiiiiiii

r-iC§>‘3' f xﬂ=kxy)
N 3 3_|_ + T2 y
Ea(y) ) S
! o+ 1
%/ﬁ(y) |

(b) Architecture du systéme non linéaire en boucle fermée CL(S, Cseq)
basée sur le séquencement des gains du contrdleur et donnant lieu a
I’apparition de TCC.

iiiiiiii

) k)

+ ) Yy

d/dt

+ 7

T d/dt ki (y)
(¢) Architecture du systéme non linéaire en boucle fermée CL(S, Cyel) basée sur I'implé-
mentation velocity-based algorithm du controleur séquencé.

Figure 5.3 Exemple 1 - Comparaison de l'implémentation naive et de l'implémentation
velocity-based algorithm.
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intégrale portant sur le signal d’erreur e = r —y. La composante intégrale est néanmoins réa-
lisée de maniére structurelle. En effet, la mise a I’équilibre de (5.16) pour le point d’opération
0. € R (lorsque placé en boucle fermée avec le systeme S) donne k;(6.)[r(0.) — ye(0e)] =
ve(de) = 0. Le gain séquencé k; ne s’annulant pas, on en déduit que 7.(0.) = y.(fe). On
retrouve ici bien le réle de la composante intégrale usuellement employée. La linéarisation de

la premiere composante de (5.16) donne alors :

(SU :k?Z(He)[(ST’ — 5y] + ]{71 (06)(5j31 + kg(@e)éy

ok; ok . ok .
+ [Te(ee) - yewe)] + - Il,e(06> + — ye(ee)
00 2 00 9. ———r’ 00 g —~—
¢ =0 - e =0
TCC
:kl<96)[(57’ — 5y] + k’l (96)5i’1 + k2(96)5y (517)

On obtient donc la dynamique linéarisée :

57) = kzz(Qe)[ér — 6y] + kfl (96)5$1 + kg(@e)éy

Cve, 06 - 5.18
(6] {&z:&; (5.18)

. ~~ ~~ ~~
Pour conclure, il reste a remarquer que 0@, = dxy, 0y = oy et ou = ou. En effet, en

ahdaw + %&L — ﬁaw +

reprenant (5.15) avec y 4 = @1 et Yo g = @2, On a 0k = dy, = . 5 5
T u T

of TN ~~
a—éu = dx . Un raisonnement similaire s’applique pour montrer que d = du . On obtient
u
alors par intégration de la premiere équation de (5.18) et en supposant les conditions initiales
nulles que :
0x; = or — 0y
Cvel,l(ee) = (519)
ou = ki(0.)0x; + k1(0e)0x1 + ko(60e)dy

On retrouve ainsi exactement la dynamique du controleur LTI d’origine (5.13). De la sorte, le
velocity-based algorithm fournit une implémentation C,. adéquate de la famille de controleurs

LTI C;, permettant en particulier d’éviter I’émergence des TCC.

Le comportement du systeme bouclé pour les deux architectures de controle Ceeq et Cyel est
illustré a la Fig. 5.4 pour une entrée de référence de type échelon d’amplitude 0.5 > 6y;,,. Les
implémentations utilisées sont celles données par les Fig. 5.3(b) et 5.3(c). Comme attendu,
le systeme en boucle fermée avec I'implémentation naive Cgq ne permet pas de stabiliser le
systeme. A contrario, 'implémentation velocity-based algorithm Cye permet de faire converger

le signal de sortie y(t) vers la valeur de la référence appliquée en entrée. Ce résultat tend a
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démontrer le bénéfice de recourir a des stratégies d’implémentation, certes plus complexes,

mais réellement conformes a la famille de contrdleurs C; issue de la phase de synthese point

A~/

a point.
2 4
Ref
Naive
L5 Vel 2t
> 1f b —
s o
: /
9 o5 \/ \/ L
\/ -2r
0
-0.5 . . -4
0 5 10 15 0
Temps (s)

(a) Sortie y = x2

5 10 15
Temps (s)

(b) Etat z;

/vé\v/\\/

Commande u
o

0 5 10
Temps (s)

(¢) Commande u

15

Figure 5.4 Comparaison de la réponse du systeme en boucle fermée pour I'implémentation

naive Ceeq €t I'implémentation velocity-based algorithm Cye pour une entrée de référence de

type échelon d’amplitude 0.5

5.2.1.2 Implémentation basée sur la dérivée temporelle du signal de sortie

En tirant profit de la dérivée temporelle du signal de mesure, I’exemple académique précédent

a montré qu’il était possible de mettre en place des implémentations évitant structurellement
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T - d/dt

(Y u
Dl Jajar Uline
Y2 d/dt

Figure 5.5 Velocity-based algorithm Cye

I’émergence des TCC. L’objet de ce paragraphe est de généraliser cette idée pour toute
architecture de contrdle prenant la forme (5.6). Les résultats ici relatés sont l'ceuvre de
Kaminer et al. (1995) qui a proposé 'implémentation illustrée a la Fig. 5.5 connue sous

Iappellation velocity-based algorithm. La dynamique du controleur prend la forme suivante :

x. = AS(O):UC + Af(9)['f — ]+ Bf(@)i' + Bf(ﬂ)?'h + Bg<9)yz

s | v=Cl0)z.+ C{(0)[r —y,] + D7 (6)7 + D5 (0)y, +D5(8)y,
Coel 2 (5.20)
U=
9 = V(yla wm)

ou x.(t) € R"™ et v(t) € R™. L’idée de base motivant cette stratégie est la méme que celle
observée pour I'exemple illustratif, a savoir que les signaux ¢ et 7 s’annulent a 1’équilibre.

En effet, considérons le systeme & controler S(§) caractérisé par (5.1) et évaluons ¥ :

. oh - oh oh .
Y= T+ — U+ —— w
Ox (z,u,w,d) ou (z,u,w,0d) ow (z,u,w,d)
oh Oh oh
= f(x,u,w,d) + T U+ o w. (5.21)
T (z,u,w,d) “ (z,u,w,0) L (z,u,w,0)

La configuration incertaine § étant supposée constante, on a § = 0, raison pour laquelle
I’expression précédente ne fait pas intervenir de dérivée partielle relativement a 8. Cela amene

a considérer le modele augmenté suivant dont I’entrée de commande est u, = @ et I'entrée



173

exogene est w, = w :

éu = Uy, Eu(O) - u(O)
£, =w,,  £,(0) =w(0)
Sa<6) A T = f(maEWSw:(s) (5'22)
y = h(w7 €U7 €’u}7 6)
oh oh oh
yd: 87 f(magtmngd)_f—ai ua—f_ai w,
Tlwg, €. Uz, .£..0) Wlzg,&,.0)

ou la sortie y, correspond avec la dérivée temporelle du signal de sortie y, i.e., y; = y.
Puisque les lignes trois et quatre de (5.22) coincident avec (5.1), I’équilibre de S,(8) associé
au point d’opération 8, = v(y, ., Wy,,.) coincide avec I'équilibre de S(d) au méme point
de fonctionnement. L’équilibre de (5.22) est alors caractérisé par &, (0c,0) = u.(0.,0),
€00(0:,0) = we(0.), .(0.,6) et y.(0.,6), ot u.(b.,0), we(b.), x.(0.,95) et y.(0.,6)
caractérisent I'équilibre de (5.1) au méme point d’opération. De plus, u,(6.,6) = O et
W, (0.,0) = 0, ie., 4.(0.,0) = 0 et w.(0.,0) = 0. La sortie y,; du systéme augmenté

vérifie alors a I’équilibre :

Oh
yd,e(eevé) = a; f(me(ee,6),’(1,5(05,6)7’(0(06),6)
(e (0e,0) e (Be,0) we (0e).0) s
oh oh
+ 87 ua,e(eea 5) + 87 wa,e(eey 6)
U@ (00.8),ue(00,0),we(00),0) 5 YW (@e(00.8)ue(00.8)00(00),8) 5
~ 0. (5.23)

Ainsi, la dérivée temporelle y de la sortie y du systeme prend la valeur 0 a 1’équilibre, ce
que l'on notera par ¥,(6.,d) = 0. Similairement, en augmentant C,, donné par (5.20) en

prenant 7, = 7 comme entrée de référence, on obtient que 7,.(0.,d) = 0, ce que 'on notera

7e(0c,6) = 0.
Sur cette base, ’équilibre du contrdleur séquencé C,. au point d’opération 6. est caractérisé
par v.(0.,d) =0 et :

A(0.) AF(6.)

)

CZ(0.) Cf(6e)

[ 2c.o(0.,0) ] o (5.24)
re(0e,0) — y1,e(06)

On retrouve une nouvelle fois la matrice E(6,) définie par (3.41) permettant de caractériser

I’équilibre du controleur séquencé. De maniere a dériver les propriétés de 'implémentation
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Cvyel, les deux hypotheses suivantes sont formulées (Kaminer et al., 1995).

Hypotheése 5.1 (Hypothése du velocity-based alogithm) Dans le contexte du contrile

du systeme S(8) (5.1), dont la dynamique linéarisée Si(0e,d) est donnée par (5.2), avec le

controleur séquencé Cye défini par (5.20), on suppose que :

(H1) les coefficients des matrices AS(0), ..., DS(0) du contréleur sont des fonctions de classe
C! de la variable de séquencement 6 € O ;

(H2) pour tout point d’opération 6. € ©, la matrice E(0.) définie par (3.41) est de colonne
rang plein ;

(H3) la dimension de l'entrée de contrdle du systéme w coincide avec celle du signal de

référence T, i.e, m = py.

Sous réserve de 'Hypothese 5.1, la matrice E(6,) est carrée et inversible. Dés lors, de (5.24),
on déduit que I'équilibre du controleur est caractérisé par : x..(6.,6) = 0 et r.(0.,0) =
Y1.(0.). En particulier, puisque le signal de référence a 1’équilibre pour le point d’opération
0. est indépendant de la configuration incertaine € A, on le notera pour la suite simplement
rc(0.), vérifiant ainsi r.(0.) = y, (0.). Cette égalité garantit qu’a 1'équilibre, le signal a
controler y, coincide bel et bien avec le signal de référence . Ainsi, bien que I'implémentation
Cyel donnée par (5.24) ne fasse pas intervenir de maniére explicite une composante intégrale
portant sur le signal d’erreur e = r — y,, la composante intégrale est néanmoins réalisée de

maniere structurelle par 'implémentation.

En reprenant a présent (5.20), et en tirant profit de la nullité des conditions d’équilibre des
grandeurs intervenant dans I'implémentation Cy, il peut étre montré (Kaminer et al., 1995)

que l'on obtient la dynamique linéarisée suivante :

oz, = AS(0,)0x, + AC(6,)[dr — dy,] + BE(0.)d7 + BS(0,)dy, + BS(0.)8y,
Coert(8.) = { 6v = CS(6,)6x. + CS(8,)[6r — dy,] + DE(6.)6+ + DS(6.)d3, + DS(0.)83,

ou = v
(5.25)

Notons que dy, = dy, et Yy, = dy,. Pour s’en convaincre, reprenons la dynamique augmen-



175

tée S,(8) donnée par (5.22) ou, par définition, y, = y. Par linéarisation on obtient ? :

5y:5yd:% {af 5:!:—1—ﬁ 6u+8—f éw}
x| 9.6 | 9%lc (6..0) Ul 6,.0) |, (9,.5)
+ @ ou, + % ow,
Ul (6..) Wl (o,
—~ —~~ ~
_ ok Sz + on of, + Oh 8¢,
0% (..5) e 0..0) Wl (o,
_ ok S + on of, + on 8¢,
0| 9, 4) Ul (6..) W, (9..5)
PN
= dy, (5.26)

ot ¢ (0c,0) = (x(0,6),8,.(0c,0),£,.(0c,6),6) = (x(0c,0),u.(0,08),wc(6),d) et ot la
seconde égalité a été obtenue en tenant compte du fait que f(¢.(0.,6)) = 0, u,(0.,6) =0 et

~~
W, (0., 0) = 0. Similairement, on montre que 87 = dr . Dés lors, en intégrant relativement a
la variable temporelle les équations de la dynamique Cye(0.) données par (5.25), on obtient,

en notant 0&.(t) = [i dx.(7)dr et en supposant les conditions initiales nulles,

ox; = or — dy,
Coet(0e) = { O, = Ag(ee)&‘?c + Af(@e)&ci + BS(O,B)J’I“ + Bf(@e)é"yl + Bg(06)5y2
du = C{(6.)d&, + Cf(6.)dz; + D; (0.)dr + DY(6.)dy, + D5(6.)dy,
(5.27)
On obtient de la sorte la dynamique initiale du contréleur LTI C;(0.) donnée par (5.6) que

'on souhaitait implémenter. Deés lors, 'implémentation Cye donnée par (5.20) est une solution
du Probléme 5.1.

5.2.2 Solution approchée par stratégie de pseudo-dérivation

L’inconvénient de I'implémentation C,q réside dans la nécessité de disposer de la dérivée
temporelle ¢ du signal de mesure y afin d’implémenter (5.20). Or, en pratique, le signal ¢
n’est en général pas mesurable. Par exemple, dans le cas du missile de la Sous-Section 4.1.4.1,
la mise en ceuvre de I'implémentation velocity-based algorithm afin de controler I'accélération

normale 7 requérait la mesure du signal 7. Alors que la mesure de n peut étre obtenue par

2. On a ici besoin de I'hypothése supplémentaire que la fonction h est de classe C2.
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un accélérometre, le signal 1 n’est pas directement accessible par la mesure. Pour pallier ce
type de probléme, on peut recourir a une stratégie de pseudo-dérivation afin d’approximer ¥
(Kaminer et al., 1995).

5.2.2.1 Stratégie de pseudo-dérivation

La stratégie de pseudo-dérivation employée est donnée par la fonction de transfert s/(es+ 1)
ou € € R% est le parametre de pseudo-dérivation. En choisissant € petit, I'idée est alors d’ap-
proximer la fonction de transfert s d’'un dérivateur pur qui n’est pas physiquement réalisable 3
en introduisant un pdle stable rapide localisé en —1/e. Ce raisonnement se justifie d'un point
de vue mathématique de la facon suivante. Pour € > 0 donné, supposons que 1’on injecte un
signal u € C*(R,) en entrée du systéme LTI de fonctions de transfert s/(es + 1), produisant
le signal de sortie y. : R, — R. Par définition, on a alors la relation ey. + y. = u. Une

intégration directe montre que pour tout ¢ > 0,

e—t/a

t
ye(t) = yoe e+ — [Ca(r)erar, (5.28)
0

€

ou 4y € R est la condition initiale d’intégration. En évaluant 'intégrale par une intégration

par parties, on en déduit que pour tout £ > 0,

p(t) = alt) + [y — ()] e~ | Li(r)e -t/ (5.29)

Puisque € > 0, le théoréeme de convergence dominé de Lebesgue assure, pour tout ¢ > 0 fixé,

la convergence de U'intégrale vers 0 lorsque € — 0%, Ainsi, pour tout ¢t > 0, y.(¢) — U(t).
E—r
Sur cette base, en tirant profit de 'identité :

s 1 (1 ! > : (5.30)

55+1:5 _5s—|—1

I'implémentation du wvelocity-based algorithm Ci est modifiée, telle que illustrée a la Fig. 5.6,

3. Cela découle du fait que la fonction de transfert est impropre, impliquant la nécessité d’une énergie
infinie afin de la réaliser en pratique.
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comme suit :

Xpp=—c 'Tppt+elr
Ty, f=— 8713'3?41,1“ + 57191
;tyg,f = 871561/2»]“ + 571:‘/2
:bc :Ac(e)mc + gA(O)[’I“ - yl]
Cocla = + B (0)[r — x, 5] + B1(0)[y; — xy, 7| + Ba(0)[yy — xy, 4 (5.31)
v :CC(O)CBC + 5C‘( )[’r - yl]
+ D, (0)[r — @, ;] + D1(0)[y; — xy, 5] + D2(0) [y, — Ty, /]
u =t
0 :I/<y17 wm)
+
X
1 Ty f N
es+1
-
- “X)— 0 = v(y,, w,)
1 Ly, f
es+1 L
" 7 - AL(0) | [cAS(0) BE(O) BS(0) BS(O)] | o =t
/\ _ > >
%) C<(9) | [eC¢(6) DE(6) DS(6) DS(8)]
1 Lys, f

es+1
Yo 4:\29_

Figure 5.6 Approximation du velocity-based algorithm avec pseudo-dérivation des entrées Cyel 5

La mise a ’équilibre de (5.31) au point d’opération 6., lorsque S(d) est placé en boucle fer-
mée avec Cyeln, donne &, 7.(6.,0) = r(0.,90), x,, 1.(0.) = y,1(0.), Ty, 1(0c,0) = yy(0.,6),
T (0, 0)

’re(eea 6) - yl,e(ee)
velocity-based algorithm, on obtient que x..(0.,0) = 0 et le signal de référence a I'équi-

v.(0.,6) = 0 et? E(6.) = 0. Sur la base des Hypotheses 5.1 du

libre vérifie 7.(0.,0) = y, .(0.). L'expression de ce dernier étant indépendante de 4, on le

4. La matrice E(0.) est définie par (3.41).
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notera simplement r.(6.) par la suite. Ainsi, comme dans le cas du contréleur Cy, les signaux
intervenant dans sa dynamique ont une contribution nulle a I’équilibre. Des lors, en procédant
comme pour I'établissement de la dynamique linéarisée Cyer(6.) & la Sous-Section 5.2.1, on

obtient la dynamique linéarisée suivante :

O, ;=—¢c '8z, +e 'or
Oy, f=—¢c ‘0z, s+ oy,
Oy, ;=—¢ 'Tsyp+E 0Y,
0k, =A.(0)ox, +cA;(0)[0r — oy, |
+ B, (0)[0r — 0z, ] + B1(0)[0y, — 0z, ] + B2(0)[dy, — dx,, /]
o0v =C.(0)dx.+ cC;(0)[or — dy,]
+ D,(0)[0r — dz, ] + D1(0)[dy, — 6z, ;| + D2(0)[dy, — dx,, 4]

i = 1ov

Cvel,a,l (06) £

(5.32)

ou 'ensemble des TCC sont nuls.

La stratégie de pseudo-dérivation permet donc d’éviter I’émergence des TCC. Elle introduit
cependant des composantes de filtrage supplémentaires. De maniere a évaluer I'impact de
cette stratégie de pseudo-dérivation sur la dynamique du controleur, on évalue la fonction de
transfert de ce dernier. En notant respectivement Au, Ar, Ay, et Ay, les transformées de

Laplace de du, dr, dy, et dy,, on a :

A= [C(6.) + CE(6.) (5T — AS(6.)) ' AS(0.)] (Ar — Agy)
- [DE(0.) + CE0)(S1, — AL(6.)) ' BE(0.)] Ar
= (5.33)
+ 7 [DE(60) + CE(60) (5T — AZ(6.)) "' B (6.)] Ay,
+ = [DE0) + CE0. (5T — AS(6.)) "BS(0.)] Ay,

En comparant la fonction de transfert du contréleur obtenue sur la base du welocity-based
algorithm (5.33) et celle du controleur linéaire C(8.) initial donnée par (5.11), on constate
que la stratégie de pseudo-dérivation introduit des dynamiques résiduelles dont les pdles
sont localisés en —1/e. Ainsi, bien que la stratégie de pseudo-dérivation présente I'avantage
d’éviter a la fois la nécessité de mesurer explicitement ¢ et ’émergence de TCC, elle présente
le désavantage d’introduire une dynamique parasitaire non désirée et non incluse dans la phase
de synthese de la famille de contréleurs LTI C;. Dés lors, 'implémentation Cye, approximant

le velocity-based algorithm C,e ne permet pas de résoudre le Probleme 5.1 de maniére exacte.
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De maniere a éviter une interférence trop importante de cette dynamique résiduelle sur la
dynamique du systéeme en boucle fermée, il a été montré dans (Kaminer et al., 1995), en
s’appuyant sur la théorie des perturbations singulieres (Kokotovié¢ et al., 1999), que pour
e — 07, 1) les poles introduits par la stratégie de pseudo-dérivation de CL;(S(6),Cyera)(6.)
approchent I'infini, tandis que les pdles restant tendent vers ceux de CL(S;(0.,9),C(0.)) et
2) T1(S(6), Cyera)(0.) converge en norme H, vers T(S5,(0.,6),Ci(6.)).

Cependant, d’un point de vue pratique, prendre e arbitrairement proche de 0™ n’est pas
viable. En effet, diminuer fortement € implique d’augmenter la fréquence d’échantillonnage a
laquelle le controleur doit étre discrétisé. Qui plus est, une telle stratégie, dii a la composante
de pseudo-dérivation, pose des problemes liés a 'amplification des bruits de mesures. D’un
cOté € doit donc étre choisit suffisamment petit pour approximer de maniere satisfaisante le
comportement du velocity-based algorithm, mais doit d'un autre coté étre pris suffisamment

grand de maniere a éviter des problémes pratiques d’implémentation.

5.2.2.2 Application a ’exemple illustratif

On reprend 'exemple illustratif de la Sous-Section 5.2.1.1 pour lui appliquer la stratégie de
pseudo-dérivation dans 'implémentation du velovity-based algorithm. En particulier, I'implé-
mentation Cye donnée par (5.16) est modifiée de maniére a éviter le recours explicite & i et
Y = @o. Plus spécifiquement, on considere 'implémentation illustrée a la Fig. 5.7 et donnée

par :

Tayf = —€ Tpypte T
. —1 —1
Lyt = —€ Tyr+e€
Corn 24 7 v Y (5.34)
v=cki(y)[r —yl + k1(y)[r1 — 2oy 5] + R2(Y)[y — 7y 4]

u=c

La fonction de transfert du controleur LTI Cye o (fe), obtenu par linéarisation de Cyepn au
point de fonctionnement 6, = y. € R, est alors donnée par :
k2(6.)

k;(6.) k1(6.)
Ar — A — A /" Ay )
s (Ar y)+€s+1 x1—|—85+1 y (5.35)

Au =

On en déduit, en utilisant les gains du contrdleur donnés par (3.16), que la fonction de

transfert du systeme en boucle fermée CLi(S,Cyara)(f.) liant U'entrée de référence or a la
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Figure 5.7 Exemple 1 - Architecture du systéme non linéaire en boucle fermée CL(S, Cyela)
basée sur I'implémentation velocity-based algorithm avec pseudo-dérivation des entrées

sortie dy, est donnée par :

T} (S’Cvel,a) (06)

B (es+1)(—=s/(1+ 6% +1) (5.36)
et (1 —e(14+02)s3+(2—e(1/(1+62)+1))s2+(24+¢)s+1° '

Cette fonction de transfert est & comparer a celle obtenue lors du design donnée par (3.17). En
prenant € = 0 dans (5.36), on retrouve exactement la fonction de transfert (3.17) initialement
employée. L'impact de la valeur de € > 0 sur la position des poles dans le plan complexe est
illustré sur le lieu des racines de la Fig 5.8 pour 6, = 0.5. On note que lorsque ¢ — 07, la
valeur des trois poles désirés en boucle fermée est asymptotiquement respectée et que 'on a
la présence d’'un pole réel supplémentaire qui tend vers —oo. Cependant, lorsque la valeur de
e croit, les poles s’éloignent de leur position désirée et le pole réel du filtre croit, interférant
ainsi dans la dynamique du systeme en boucle fermée. Lorsque € passe approximativement
la valeur de 0.31, le systeme bouclé, au point d’opération 6. = 0.5, devient instable avec les

poles complexes conjugués qui migrent dans le demi-plan droit.

Bien que faire tendre € vers 0T permet de retrouver pour un point de fonctionnement 6, € ©
donné les caractéristiques de 'implémentation velocity-based algorithm, ce résultat ne tient
en général pas de maniere uniforme sur le domaine d’opération ©. En effet, sur la base du

critere de Routh-Hurwitz, une condition nécessaire quant a la stabilité de la fonction de
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Partie réelle

Figure 5.8 Exemple 1 - Lieu des racines pour 6., = 0.5 illustrant I'impact du parametre
de pseudo-dérivation pour I'implémentation Cye, sur la position des poles en boucle fermée
lorsque € € [0.001, 1] ; les symboles "croix", "étoile" et "rond" correspondent respectivement a
e=0.001,e=03lete=1

transfert (5.36) est 0 < € < 1/(1 + 6?). Des lors, on ne peut trouver une valeur unique
g0 € R’ permettant de garantir la stabilité du systeme bouclé pour tout point d’opération
0. = y. € R. La mise en ceuvre de la stratégie de pseudo-dérivation ne peut donc étre effectuée

que sur une plage de fonctionnement bornée du domaine d’opération © = R d’origine.

Afin d’évaluer I'impact du choix de la valeur de ¢ sur le comportement du systéeme bouclé, des
résultats de simulation sont présentés pour I'implémentation de la Fig. 5.7. Les résultats sont
comparés a ceux obtenus pour l'implémentation d’origine du welocity-based algorithm telle
que illustrée a la Fig. 5.3(c) qui fait ici office d’implémentation de référence. Les résultats

obtenus sont donnés a la Fig. 5.9, venant confirmer les tendances précédemment énoncées.
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Figure 5.9 Comparaison de la réponse du systeme en boucle fermée pour I'implémentation
velocity-based algorithm Cye et pour I'approche par pseudo-dérivation Cye o pour € = 0.01 et
e =0.31

5.3 Implémentation évitant le recours a la dérivée temporelle du signal de sortie

Sur la base des éléments présentés a la Section 5.2, on propose dans cette section une alter-
native a 'implémentation velocity-based algorithm de maniére a résoudre le Probleme 5.1. La
stratégie proposée ici a fait 'objet d’une publication scientifique dans International Journal

of Control (Lhachemi et al., 2017e).
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5.3.1 D’une stratégie de pseudo-dérivation vers 'utilisation de modes cachés

On se propose dans un premier temps de réinterpréter la stratégie de pseudo-dérivation
précédemment employée sous l'angle plus général des stratégies de filtrage des signaux du
controleur. Par la suite, on montre dans le cadre de I’exemple illustratif précédemment traité
comment de telles stratégies de filtrage peuvent étre mises en ceuvre afin de résoudre le
Probleme 5.1.

5.3.1.1 Réinterprétation de la stratégie de pseudo-dérivation en une stratégie
de filtrage

Préalablement a l'introduction détaillée de la stratégie d’implémentation, il est intéressant de
revisiter I'implémentation velocity-based algorithm avec stratégie de pseudo-dérivation Cyepa.
Pour cela, repartons de 'implémentation velocity-based algorithm d’origine C,e. Comme cela a
été vu a la Sous-Section 5.2.1, ’émergence des TCC est évitée du fait que la dérivée temporelle
du signal de mesure est nul a I’équilibre. Bien que la stratégie de pseudo-dérivation parvienne
également a éviter 'apparition des TCC, la raison fondamentale differe. Pour montrer cela,
notons F le systeme LTT associé a la fonction de transfert F'(s) = 1/(es + 1), ainsi que Z
I'opérateur identité. Dans ce cas, 'implémentation Cye, donnée par (5.31) peut se réécrire

sous la forme :

. =Ac(0)x.+cAi(0)[r —y | + B, (0)[Z — Flr + B1(0)[Z — Fly, + B2(0)[Z — Fly,
v =C.(0)x.+cC;(0)[r —y;] +D,(0)[Z — Flr + D1(0)[Z — Fly, + D2(0)[Z — Fly,

1

Cvel,a = . _
u = v

0 :V(yh'wm) ( )
5.37

De la sorte, 'approche par pseudo-dérivation est réinterprétée sous la forme du filtrage des
signaux d’entrée du controleur. En particulier, pour z € {r,y,,y,}, [Z — Flz = z — Fz
représente I'erreur entre le signal d’origine et sa version filtrée. Le point crucial quant a I’an-
nulation des TCC réside donc dans le fait que, sous réserve de satisfaction des Hypotheses 5.1,
le gain statique associé a I'opérateur Z — F doit étre nul. Ceci revient a imposer que le gain
statique du filtre F soit unitaire, ce qui est le cas de ’approche par pseudo-dérivation puisque
F(0)=1.

Ainsi, le probleme de I'implémentation Cye, réside dans le fait que la stratégie de filtrage
employée permet certes d’éviter I’émergence des TCC mais, comme cela a été vu dans la
Sous-Section 5.2.2; introduit une dynamique résiduelle liée aux composantes de filtrage ve-
nant parasiter la dynamique du systeme en boucle fermée. Des lors, en adoptant une stratégie

d’implémentation basée sur le recours a des filtres unitaires au niveau des entrées du contro-
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leur, le Probleme 5.1 de I'implémentation de la famille de contréleurs LTI C; visant a éviter
I’émergence des TCC est transformé en un probleme de sélection des composantes de filtrage
dans le but de préserver le comportement entrée-sortie et les propriétés de stabilité interne

du systeme en boucle fermée.

5.3.1.2 Exemple illustratif

Afin d’introduire de maniére intuitive I'implémentation proposée dans cette section, on re-
prend I’étude de I'exemple académique étudié de la Sous-Section 5.2.2.2. La dynamique du
controleur implémenté via le velocity-based algorithm avec pseudo-dérivation donne lieu au
point d’opération 6, a la fonction de transfert :
. Av kz(ge)

k(0. ko (6,
= (Ar — Ay) + i >A:c1+ 2 )A

Au
€S S es+1 es+1

(5.38)

On raisonne dans un premier temps directement sur la dynamique linéarisée du contréleur sur
la base de la fonction de transfert précédente. Dans le but de s’affranchir de la contribution
parasitaire du pole localisé en —1/e, on suggere de modifier la composante intégrale de
I'implémentation d’origine Au/Av = 1/(es) par la composante de filtrage Au/Av = (es +
1)/(gs). On obtient alors :

_es+1 es+1

A :kl 96
ES v <) S

Au (Ar — Ay) + k1(0:.)Axy + ko(0:)Ay. (5.39)

De la sorte, —1/¢ devient un pdle caché stable du controleur. Cependant, cette stratégie
introduit un zéro en —1/e au niveau de la composante intégrale. Afin d’éviter cela, au lieu
d’injecter le signal d’erreur Ar — Ay dans le controleur, on injecte leur composantes filtrées
par l'intermédiaire du filtre 1/(es + 1), i.e., que 'on injecte le signal Ax, ; — Az, = (Ar —
Ay)/(es +1). De la sorte, on obtient :

1
Au = ki(6.) 25

(Az, p — Axy p) + k1 (0e) Az + k2 (0:) Ay
= ki(0c) (Ar — Ay) + ki (0e) Az + ka(6:) Ay. (5.40)

On retrouve bien la fonction de transfert associée au contrdleur LTI C;(6.), donnée par (3.14),

originellement employée pour ajuster les gains du controleur.
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On suggere alors le recours a I'implémentation suivante telle que illustrée a la Fig. 5.10 :

:tr’f = —T_lxmc + 77
Ty f = —T_ll’th + 7'_1£E1
. -1 -1
Tyf=—T Ty;+T Y
Coely 2 (5.41)

v =Tki(Y)[r s — Ty gl + R (W) — Ty f] + K2 (Y)Y — 2y 4]

:ij'v’f =71

U =Ty f+v

ou 7 > 0 est un parametre de filtrage.

********

T 1 x?”,f 3
> > k’z
] (Xy—— Tki(y)

1 Ly,f | 3
Ts+1 | !
T + 1 Y +1 G
! ! v | TS u -
B A e
| o+ o
1 | Ta s ! |
T Ts+1 } i
- | i
'® > ki (v) :

Figure 5.10 Exemple 1 - Architecture du systéme non linéaire en boucle fermée CL(S, Cye+ )
basée sur I'implémentation d’une version modifiée du velocity-based algorithm avec stratégie
de pseudo-dérivation du controleur séquencé.

De la sorte, 'ensemble des entrées du systeme sont pré-filtrées avec un premier ordre dont le
pdle est localisé en —1/7. Cette stratégie de pré-filtrage doit permettre d’éviter I’émergence
des TCC mais va introduire un pole en —1/7 qui aura une contribution parasitaire sur
la dynamique du controleur. Afin de s’en affranchir, une stratégie de post-filtrage est mise
en ceuvre pour générer l'entrée de commande u du systéme. En particulier, le post-filtrage
introduit un zéro en —1/7 qui vise & compenser, du point de vue de la fonction de transfert du

controleur calculée au point d’opération 6., le pole en —1/7 introduit lors du pré-filtrage. On
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espere ainsi que le controleur séquencé Cye+ permette, lorsque linéarisé au point d’opération
0. et apres passage a la transformée de Laplace, de retrouver la fonction de transfert (3.14)
du controleur LTI C;(6.) d’origine.

La validation de maniére rigoureuse de cette stratégie d’implémentation quant a la résolution
du Probleme 5.1 sera discutée dans le cadre général dans les prochaines sous-sections. Pour
I'instant, on se contente d’effectuer une validation numérique. Pour cela, on cherche dans un
premier temps a vérifier que pour un point d’opération 6, = y. € R fixée, la linéarisation
numérique effectuée en ce point a 'aide de MATLAB de la dynamique du systéeme bouclée
CL(S,Cya+) permet de retrouver la fonction de transfert (3.17) obtenue lors du design de la
famille de controleurs C;. Pour cela, le schéma de la Fig. 5.10 est réalisé sous SIMULINK. En
utilisant les fonctions trim puis linmod de MATLAB, on procede a la recherche d’un point
d’équilibre du systeme bouclé puis on procede a la linéarisation associée. En appliquant
cette procédure pour, e.g., 0. = y. = 0.5 et en fixant le parametre de filtrage a 7 = 0.1,
les poles du systeme en boucle fermée sont donnés, avec multiplicité, par —0.500 + 0.866¢,
—1.000, —10.000, —10.000 et —10.000. Les trois premiers poles correspondent au placement
de poles initialement effectué, i.e., —0.5 £ 1/3/2i et —1, alors que les trois poles localisés en
—10 correspondent aux poles introduits par la stratégie de pré-filtrage en —1/7 = —10. De
plus, le fonction de transfert du systeme obtenue numériquement est donnée, avant et apres

simplification via la commande MATLAB minreal, par :

(-0.8s+1)(s+10)*>  —08s+1
(s2+s+1)(s+1)(s+10)3  s34+252+2s+ 1

Ti(S, Cver4 )(0.5) = (5.42)
On retrouve bien la fonction de transfert 7°(S5;(0.5),C;(0.5)) donnée par (3.17) initialement
obtenue lors du design. En particulier, le pole en —1/7 = —10 introduit par la stratégie
de pré-filtrage fait bien partie des modes cachés stables du systéeme en boucle fermée. Un
résultat analogue étant observé pour toutes les valeurs testées de 6. € © = R et de 7 > 0,
I’évaluation numérique des propriétés de I'implémentation Cye . tendent a valider la stratégie

de pré/post-filtrage précédemment introduite.

Finalement, on évalue en simulation la réponse du systeme S lorsque placé en boucle fermée
avec Cyerr €n la comparant aux résultats obtenus avec les implémentations précédentes Cye

et Cyela. Les résultats de simulation obtenus sont illustrés a la Fig. 5.11.
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Figure 5.11 Comparaison de la réponse du systeme en boucle fermée pour I'implémentation
velocity-based algorithm Cyey pour 7 = 0.31 et 7 = 1 avec I'implémentation C,e et son

approximation par pseudo-dérivation pour £ = 0.31

L’'implémentation avec pseudo-dérivation Cye, pour € = 0.31 aboutit en un systeme bouclé
a la limite de U'instabilité (Fig. 5.11(a)). A contrario, lorsque I'on considere 'implémentation
Cyerr pour un parametre de filtrage fixé a 7 = 0.31, on observe que le systeme en boucle fermée
a un comportement adéquat, tres proche de celui observé avec 'implémentation velocity-
based algorithm Cq, autant au niveau de la sortie y = xo (Fig. 5.11(a)) que de I'état
(Fig. 5.11(b)) et de la commande u (Fig. 5.11(c)). Méme dans le cas de valeurs plus grandes
du parametre de filtrage 7, le systéme en boucle fermée présente toujours un comportement

adéquat. Cela est illustré a la Fig. 5.11 pour 7 = 1. Ce bon comportement, en dépit d’un
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parametre de filtrage plus important, est la conséquence directe du fait que I'implémentation
Cyelt, contrairement a I'implémentation Cyea, préserve le placement de pdles initialement
effectué lors du design des gains du controleur séquencé (ainsi que la fonction de transfert du

controleur) indépendamment de la valeur sélectionnée pour le parametre de filtrage.

5.3.2 Proposition d’une implémentation améliorée

On généralise a présent l'intuition précédente de maniere a proposer une implémentation
alternative au velocity-based algorithm. On considere la famille de controleurs LTI C;, définie
par (5.6) et synthétisée de maniere a stabiliser le systeme bouclé CL(S;(6.),Ci(0.)) en tout
point d’opération 8. € ©. On propose I'implémentation du controleur séquencé caractérisé

par (5.43) et illustré a la Fig. 5.12, ou 7 > 0 est un parametre de design.

anf = — T_lm,ﬂ,f + 7'_1’)"
. 1 g
Ly f == T LTy f T Y
. 1 g
Lypf =T Ty f T T Yo

. =AL(0)x: +TAT(0)[@ — 2 f]
o s +B(0)[r — ] + BI(0)[y) — @y, 5] + B3(0) [y, — @y, ] (5.43)
vel+ — '
" v =C¢(0)x, + 7CS(0) [z, s — Ty, f]
+DY(O)[r — 1) + DS (O) [y, — y, 5] + D(O) s — w1 ]
T, ¢ )

U =Ty f+ U

0 :I/(yla wm)

Pour des raisons de lisibilité, la dépendance des matrices du contrdleur relativement au point

d’opération courant 8 a été omise au niveau de la Fig. 5.12. Plusieurs remarques se dégagent :

— Chaque entrée z € {r,y,, y,} du controleur est pré-filtrée par un filtre passe-bas 1/(7s+1),
donnant lieu au signal @, y. Ainsi, le signal d’erreur z — . ; utilisé pour la stratégie
de contrdle est essentiellement constitué des composantes moyennes et hautes fréquences
du signal d’entrée z. Intuitivement, pour un signal z évoluant dans le voisinage de sa
valeur d’équilibre z.(0.,d), on s’attend a ce que x, y =~ 2.(0.,0), et donc que z —x, § ~
z — 2.(0.,8). On retrouve la situation d’un contréleur LTI classique (non séquencé) a
implémenter autour d’un point d’équilibre donné d’un systéme non linéaire.

— Le signal basse fréquence x, ; —x,, s est utilisé a des fins de suivi de référence. Il est montré

par la suite qu’il permet de garantir que la condition d’équilibre y, .(6.) = 7.(0.) est bien
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Figure 5.12 Architecture de 'implémentation améliorée d’'un controleur séquencé Cel

satisfaite.

La commande est générée par une stratégie de post-filtrage. A I'équilibre, le signal v est
nul, i.e., v.(0., ) = 0. Ainsi, la valeur du signal de sortie u en régime permanent u. (6., 9)
est obtenue par la stratégie de post-filtrage par 'intermédiaire de la composante intégrale.
Le parametre de filtrage 7 est impliqué a la fois dans la dynamique de 1’état du contréleur
x. et dans 'équation de v. Il y intervient en tant que facteur multiplicatif des matrices
AS(0) et CS(0). 11 est montré dans la prochaine sous-section que ce facteur multiplicatif
est nécessaire afin de préserver les propriétés entrée-sortie du systeme bouclé.

Comme dans le cas de I'implémentation velocity-based implementation Cye, 'implémenta-
tion proposée C,q4 ne requiert pas d’implémenter des conditions d’équilibre du systéme
non linéaire S a contrdler (e.g., u.(0.,0) et y.(0.,)). On évite de la sorte les problemes

de robustesse tels que présentés a la fin de la Sous-Section 4.1.3.2.

5.3.3 Propriétés de implémentation

Afin d’établir les propriétés de I'implémentation améliorée du velocity-based alogithm Cyely,

on formule les hypotheses suivantes.

Hypothése 5.2 (Hypothéses de 'implémentation C,. ) Dans le contexte du contrile
du systéme S(8) caractérisé par (5.1) avec limplémentation Cyay définie par (5.43), on

suppose que :

(H1) les coefficients des matrices AS(), ..., DS(0) du contréleur sont des fonctions de classe

C! de la variable de séquencement @ € O ;



190

(H2) pour tout point d’opération 6, € O, la matrice

AC(0.) Af(6.)

BOI= cero,) coio,)

€ Rretm)x(netpr) (5.44)

est de colonne rang plein;

(H3) la dimension de l'entrée de contrdle du systéme w coincide avec celle du signal de
référence r, i.e, m = py;

(H4) pour tout point d’opération 8. € O, la représentation d’état du contréleur C,(0.) carac-
térisée par (A;(6.),B,(0.),Ci(0.),D,(0.)) telle qu’introduite par (5.8) est stabilisable et
détectable.

L’hypothese (H1), commune aux deux implémentations, est une hypothese de régularité
visant & assurer l'existence de dynamiques linéarisées. L’hypothese (H3) implique pour C;(6)
que le nombre de composantes intégrales coincide avec la dimension du signal de référence r.
Combinée avec I’hypothese (H2), cela implique que la matrice E(6.) est carrée et inversible.
Les hypotheses (H2) et (H3) coincident avec les Hypotheses 5.1 de I'implémentation velocity-
based algorithm Cye. L'hypothese (H4), bien que non formulée de maniere explicite pour Cy,
est une hypothese généralement implicitement formulée signifiant que les éventuels modes
cachés de la dynamique du controleur sont stables. On cherche ainsi a éviter 'introduction

de modes cachés qui soient instables.

5.3.3.1 Propriétés portant sur le comportement entrée-sortie

Le théoreme suivant porte sur le comportement entrée-sortie du systeme bouclé.

Théoréme 5.1 Supposons que (H1) et (H2) de I’Hypothése 5.2 sont vérifiées pour le contro-
leur séquencé Cyey donné par (5.43). Alors, pour tout point d’opération 6, € © et toute

configuration incertaine & € A, les fonctions de transfert en boucle fermée T)(S(8), Cyers)(6e)
et T(S5,(6.,9),Ci(0.)) coincident.

En d’autres termes, le Théoreme 5.1 assure que la fonction de transfert obtenue en linéarisa-
tion au point d’opération 6, le systéme bouclé composé du systéme non linéaire S(8) et du
controleur séquencé Cyey coincide avec la fonction de transfert du systéme bouclé composé
du systeme linéarisé S;(6.,9d) et du contrdleur LTI C;(0.). En ce sens, la stratégie d’implé-
mentation Cye . proposée permet de préserver les propriétés entrée-sortie du systeme bouclé

tel qu’obtenu lors du design de la famille de contréleurs LTT C;.
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Démonstration. Fixons pour le reste de la preuve un point d’opération 68, € © et une
configuration incertaine & € A quelconques. L’équilibre du controleur séquencé Cy ., lorsque
placé en boucle fermée avec le systéeme non linéaire S(4), est caractérisé par les équations

suivantes :

xr,f,e(eev 5) (96, 5)
Ty, f.e(0c) = yl,e( e)
Ty, 1.0, 8) = yy,(6c, 0)
0 = AS(0)Tc.(6e,8) + TAS(B,) |re(6e,8) — yy . (6.)] (5.45)
0 = CE(0.)cc(Be,8) +TCL(8e) [7e(6e, 8) — Yy ()]
0 = v.(8,, )
Ue(0c,0) = x, 5(0c,0)

En particulier, on obtient que :

~0. (5.46)

[ Teo(Oe, 6)
7(0c,0) — ,.(6.)]

Sur la base de I'hypothese (H2), il s’en suit que 7.(0c,6) = y; (0e), Tce(Be,d) = 0. Des
lors, le signal de référence a 1’équilibre est indépendant de la configuration incertaine 6 et
sera donc noté par la suite 7.(6.) = y; .(6c). On obtient ainsi, tout du moins a I’équilibre,

le suivi de référence souhaité.

Afin de prouver que les fonctions de transfert 7;(S(d), Cyary)(0e) et T(S;(0.,6),Ci(6.)) sont
égales, il est suffisant de montrer que la fonction de transfert résultant de la linéarisation
du controleur séquencé Cye4 au point d’opération 8. coincide avec celle obtenue sur la base
de C;(6.) donnée par (5.6). A cette fin, la premicre étape est de calculer la dynamique
linéarisée du controleur séquencé Cye. donnée par (5.43). Pour le point d’opération 6, et
la configuration incertaine 4, les déviations des signaux du controleur séquencé x, f, @, ¢,
Ty, fy Te, UV et T, p de leur valeur d’équilibre respective précédemment définies sont notées

o0x, ¢, 0y, ¢, 0y, r, 0., Ov et dx, ;. La linéarisation des composantes de pré/post-filtrage
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donne lieu aux dynamiques suivantes :

69’3T,f = — T_l(sZBr’f —+ 7'_167"
0k, f = — T_lémyhf + 7_15'91
Oxy, s =—T "0xy, s+ 7 '8y, (5.47)

5zbv7f =7 1§v

ou =0z, 5 + 0V

Sur la base de (H1), la linéarisation de la dynamique de x. est donnée par :

0
z c = Ac e c a Ac m c
o, = AS(6,)0z, + 5. (A (v (y,, win))a]| eéyl
9 C
+ w., [AC(V(Z/pwm))%” eéwm
C 0 C
+TAL(0) (62 — bwy g+ 7 5o [AS vy, W)@ g — 2, ]| 31
1 e
42 (A (w(yy,wi)) [ — @y, 4] | Sw
awm 3 1) Wm rf y1,f . m
0
+BL(0)[br — dw.) + 5 - (B (v(ys, wa)[r — 21| Sy
1 e
9 C
* S BE(v(yy, w))[r — @] e Sw,, (5.48)
)
—B{(0.)dz,, s + oy, [Bf(V@Jl: wn))[y, — wyhfﬂ 0y,
1 e
B
+ w,. [B(f(y(yl, wn)) [y, — wyhf]] ) dw,
)
~BS(6.)0w, + 5 - [BS(v(yy, wn))[ys — @y 4] | Oy,
- [BSwly s wn)) s — @] | 6y
ayg 2 1 m 2 Y2, . 2
0
+ w,. [Bg(y<y17 W)Y, — wyz,f]] ) OWn,
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alors que la linéarisation de I’équation produisant v est donnée par :

0
_C U 1~e
sv = C%(0.)6x. + 7. CE(w(yy, wi))]| e 5y1
9 C
* S [Cc(y(yluwm))wc” e5wm
0
TC{(0.) [0z, — Oy g] + 7 oy [CC Wy, wn) (@ — @y, 1] | S
1 e
+7 9 [CC(V(y wp)) [T —x ]} ow
awm i 1> Wm rf y1,f . m
+D7(0.)[0r = 6, 1] + 5 - [D vy wn))r = 1]]| Sy
1 e
9 e
+ S DS (v (yy, w))[r — @, 4] b, (5.49)
0
—D{(6.)0zy, ; + 5 - [D(f(V(ylv w)) [y, — wyl,f” 0y,
0y, e
+ 2 DSy, )y, — ]| S
ow,), 1 1, Pm 1 y1.f . m
0
— D§(0.)0xy, s + - — [DS(v(y1, wi)) Y, — Ty /1] | Oy,
8311 e

592

e

4 8ay2 [DS(V(?Jpwm))[yz - “’y%f]}

ow,,

e

* 8’2m [Dg(y(yl, w))[y, — wy%f”

ou les dérivées partielles sont évaluées au point d’équilibre associé au point d’opération ..

Afin de simplifier les équations (5.48) et (5.49), on remarque que pour z € {y,w,,} on a :

0

A (v(y, w))a.]

- —0  (5.50)

e

=3 x..(0.,6)(k) ;z AL e, (v(yy, )]

e k=1

da au fait que x..(0.,0) = 0. Dans I'équation (5.50), x..(0.,8)(k) représente la k-ieme
composante du vecteur x..(6.,d), tandis que AS,Ck dénote la k-ieme colonne de la matrice
AS. En procédant de maniére identique, tirant profit du fait que @, ;.(0.) — @, ;.(0.) = 0,
Zee(00,8) = 0,7,(80) 2y 10(0.) = 0, 4y (0.)— Ty, 10(6.) = Ot gy (8., 8) 12y (6., 6) =
0, l'ensemble des dérivées intervenant dans les équations (5.48) et (5.49) sont nulles a

I'exception des quatre dérivées partielles suivantes : (0/0y,) [B(f(l/(yl, W)Y, — Ty, f]]

(0/0y,) [DS (v (yy, wa))lys — @y, 1| (9/0ys) [BS (g, wn)) s — @y, f]]| et
(0/0y,) [Dg(y(yl,wm))[y2 — Ty, f]:| ’e. Par exemple, la premiere dérivée partielle peut étre

?




évaluée comme suit :

= 831 |J§:1:1[y1 (k> mylyf(k)]Bl Ck (V(yl’ wm))]
=3 o [0 = 0] 6
+ [Y1.0(0.) (k) — @y, (0 (R)] 38 B o (v(y1,w1n))

=>_[0]...[0] Bfc,(6.) |0]...|0]
=1 k—ieme colonne
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(5.51)

Un calcul similaire montre que les trois dérivées partielles restantes deviennent apres simpli-

fication :
(0/0y,) DS (v(yy, w,n)) [y — @y, 4]]| = DI (B.),
(0/0ys) [BS (v (y, i) [yz — @y, 4]|| =B (60),
(0/0y,) {Dg(y(ylvwm))[yQ - wyz,f” . 2(0e).

Ainsi, les équations (5.48) et (5.49) se simplifient sous la forme :

O, =A((0:)0x. + TAT(0,)[dx, ; — Sy, ] + BL(0.)[6r — oz, ]
+B{(0.)[0y; — oz, 5] + B(6.)[0y, — dz,, f]
C¢(8.)dx, + T7CS(8.)[6x, f — Oy, (] + DE(0.)[07 — Sz, /]
+ D (6.) [0y, — 6y, ¢] + DS (6.)[0y, — oy, s]

(5.52a)
(5.52b)
(5.52¢)

(5.53)

L’objectif de la stratégie de pré-filtrage est bien atteint dans la mesure ou elle a permis

d’éviter ’émergence de TCC. Il s’agit a présent de vérifier si le comportement entrée-sortie

du controleur linéarisé est bien fidele a la dynamique LTI d’origine C;(0.) donnée par (3.40).

Pour cela, on calcule la fonction de transfert de la dynamique linéarisée du controleur au point

d’opération 6. Sur la base des trois premieres lignes de (5.47), les fonctions de transfert des

composantes de pré-filtrage sont données par :

1

Ax, r =
Tr.f s+ 1

A’I‘, Awyl,f = Ayb Awyz,f = Ay27

s +1 Ts+1

(5.54)
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ou Au, Av, Ar, Ay, Ays, Az, 5, Az, r et Ax,, ; représentent respectivement les trans-
formées de Laplace de du, dv, o7, dy,, 0y,, 0z, ¢, 6x,, s et dx,, r. On obtient donc :

TS TS
Ar — Az, ;= Ar, Ay, — A = Ay, 5.55
1
Ay, — Axy, s = " 1Ay2, Az, s — Az, f= P (Ar — Ayy). (5.56)

En prenant la transformée de Laplace de (5.53) et en utilisant les relations précédentes portant

sur le pré-filtrage, on obtient :

__ T c c c —1AC
Av Trst1 {Ci (6c) + Cc(0e)(sln — AL(6:)) A, (96)} (Ar — Ay1)
g [DF(0) + CE0) (T, — AL(0.) B (6.)] Ar
s - (5.57)
[DS(6.) + CE(8.)(sL — AS(6.)) "B (6.)] Ay,
Ts+1
TS c c c —1RC
—— 7 [DE(8) + CE(0.) (5T — AZ(6.)) ' BE(6.) | Ay,
En incluant sur la base des deux dernieres lignes de (5.47) le post-filtrage qui donne lieu a la
1
fonction de transfert Au = TS Aw, on obtient finalement la relation suivante :
TS

A’u,:i [CE(6.) + CE(6.) (5T, — AS(6.) " AS(,)] (AT — Ay,)

( ) ]
+ [DF(8) + CE(B.) (5L, — AL(6.)) "B (6.)] Ar (5.58)
+ [DS(6.) + CL(0.)(sIn — AL(6.)) 'B{(6.)] Ay,
+ [Dg<96) + Cc<ee)<51n - AC(Oe)) (eeﬂ Ay,

Le post-filtrage permet donc bien de cacher, du point de vue de la fonction de transfert entrée-
sortie de la dynamique linéarisée du contrdleur, la contribution du pdle localisé en —1/7
introduit par le pré-filtrage. La preuve est ainsi complétée puisque la fonction de transfert
(5.58) précédemment obtenue est identique a celle du controleur LTT C;(6,) d’origine donnée

par (5.11). O
Le Théoréme 5.1 garantit ainsi que 7;(S(9), Cyer+ ) (0e) = T(Si(6.,9),Ci(6.)), i.e., que I'implé-

mentation Cye . de la famille de controleurs LTI C; permet de préserver la fonction de transfert
entrée-sortie du systeme bouclé linéarisé pour tout point d’opération 8, € © et toute configu-
ration incertaine . En réalité, le résultat précédemment démontré est encore plus fort dans
la mesure ou 'on a montré que la fonction de transfert entrée-sortie de Cye(6.) donnée

par (5.58) coincide avec la fonction de transfert (5.11) du contréleur LTI C;(6.) d’origine.
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L’implémentation C.e, permet ainsi de préserver directement le comportement entrée-sortie

de la famille de controleurs LTI C;.

5.3.3.2 Propriétés portant sur la stabilité interne

Le Théoreme 5.1 atteste la pertinence de 'implémentation C,q, d’un point de vue entrée-
sortie. Néanmoins, D'utilisation de modes cachés requiert Panalyse de sa stabilité interne. A
cette fin, on considere la représentation d’état (LA4;(8.), B;(0.),Ci(0.), Di(6.)) du controleur
LTI C,(6.) d’origine donnée par (5.8) ainsi que celle de la dynamique linéarisée Cyer4(0e) du

controleur Cyq 1 au point d’opération 6, qui est, sur la base de (5.47) et (5.53), donnée par :

Xa = Aa(ee)Xa + Ba(ee)Ua
(5.59)
Ya = ca(ee)Xa + Da(ae)Ua
-
ol le vecteur d’état du contréleur est X = {&c:?f 5:0;,]@ éw;J ox, éazlf} , le vecteur

.
d’entrée est U, = {57‘T oy, éyﬂ et le vecteur de sortie est Y, = du. Les matrices de la

représentation d’état précédente sont données par :

—r L, 0 0 0 0]
0 —rL, 0 0 0
A, (0,) = 0 0 7L, 0 0,
TA7(0.) —B{(6.) -TA{(6.)-Bf(6.) -B5(0.)  AL(6.) O
C{(0.) —77'D(8.) —Cf(6.) — 7 'Df(0.) —7'D5(0.) T77'C() O
(5.60a)
[, 0 o |
0 1, 0
Ba(6.) = 0 0 1, |, (5.60D)

Bi(6.)  Bf(6.)  B5(6.)
_T_IDS(OB) 71D§(6.) T_IDS(BQ)_

Ca(6.) = [rCE(0.) —DE(B.) —rCE(0.) —DS(0.) —D§(0,) C(6.) L.|, (5.60c)
D,(6.) = [DS(6,) DS(6.) DE(6.)], (5.60d)

ou.A,(0,.) € R(m+nc+p+p1)x(m+nc+p+p1)’ B.(6.) € R(m+nc+p+p1)X(p+p1), C.(0.) € RmX (mtnetp+p)

et Dy(6.) € R™ PP Le signal v de I'implémentation Cyey donnée par (5.43) n’est ni une
variable d’état, ni une sortie de la dynamique du contréleur, mais uniquement un signal inter-
médiaire. Ainsi, dv n’apparait pas de maniere explicite dans la représentation d’état donnée

par (5.59); I’équation associée a été utilisée afin d’obtenir 1’équation de la dynamique de
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dx, ¢ ainsi que I’équation de sortie de dwu.

Notons qu’a partir de la structure triangulaire inférieure par bloc de la matrice A,(6.), les
poles de la représentation d’état (5.59) sont aisément obtenus comme suit :

— les n,. valeurs propres de A¢(6.) comptées avec leur multiplicité ;

— A =0 pole de multiplicité m ;

— A= —1/7 pdle de multiplicité p + p;.

Il a été vu a la sous-section précédente que les pdles introduits en —1/7 par la stratégie
de pré-filtrage sont des modes cachés de la dynamique du controleur. On se propose ici
d’analyser de maniere plus précise la situation afin de caractériser la stabilité interne du
systeme bouclé avec I'implémentation Cy, en un point d’opération 8. € © donné. A des
fins de simplicité des notations, on omettra dans la suite de cette sous-section de noter la
dépendance des matrices précédentes vis-a-vis du point d’opération .. Les résultats présentés
seront donc valables pour tout point d’opération 8, € ©. En rappelant que la représentation
d’état (A, By, C;, D;) du controleur LTI C;(0,.) d’origine est donnée par (5.8), tandis que la
représentation d’état (Ag, B, Cq, D,) de la dynamique linéarisée de I'implémentation Cyet

au point d’opération 8, est caractérisée par (5.59), on a les résultats suivants.

Lemme 5.2 Supposons vérifiée (H2) de I’Hypothése 5.2. Pour tout A € C\{—1/7}, X est un

pole non observable de (A,,C,) si et seulement s’il est un pole non observable de (A, Cy).
T

Démonstration. Soit X = {wlT Ty T4 x) T1| € R™IFPHPL yn vecteur non nul par-

titionné conformément & la structure par bloc de la matrice A, tel que A, X = A X et

C,X =0. On a alors :

T 1A

—— | La| = A Lo
-

T3 T3

.61
(TAS — Bz, 4 (—7AS — BS)xy — BSxs + Alx, = My (5:61)

(Cf — TﬁlDf) T, + (—Cic — TﬁlDf) Ty — T’ngmg + T’ICSJM = \z5
(7'(31-C = Df)azl + (—TCZC = D(f)azg — ngg + Cfa:4 + x5 =0

Puisque A # —1/7, la premiere ligne du systéme (5.61) implique que @y, 5 et 3 sont des

vecteurs nuls. Il s’en suit que
Ag$4 = /\334

T_ICCJ,‘4 = )\%5 (562)
Cfm4 + x5 = 0
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Sur la base des deux dernieres équations de (5.62), on obtient (1/7 + A)xs = 0, impliquant

que x5 = 0. On en déduit que

ASCL'4 = )\iB4
(5.63)

CSQ§4 =0

Ayant supposé que X # 0, cela implique nécessairement que x4 # 0 puisque l'on a déja
montré que x1, To, X3 et x5 sont nuls. On en déduit que A est un pole non observable de
(AS, CC). Réciproquement, si A est un pdle non observable de (AS, CS), il est suffisant de
considérer 1 = 0, &, = 0, x3 = 0, &5 = 0 et x4 # 0 vérifiant Agaj4 = Az, et ng4 =0

pour montrer que A est un pole non observable de (A,,C,).

Il reste & montrer que A est un pole non observable de (A¢, C¢) si et seulement sil est un pole
non observable de (A;,C;). Considérons dans un premier temps le cas A # 0. S’il existe un
vecteur non nul € R tel que ASx = Az et Céz =0, alors X = [0" & ']" € R™*P1 est un
vecteur non nul vérifiant A4; X = AX et C;X = 0. Réciproquement, supposons qu’il existe
un vecteur non nul X = [z] x|’ € R avec ¢, € R et &y € R™ tel que 4, X = A\ X et
C, X = 0. La premiere égalité implique que Ax; = 0. Puisque X\ # 0, on a ; = 0, impliquant
que x5 # 0, AS:UQ = \xy et ngg =0.

Dans le cas A =0, 4 X = AX =0 et C; X = 0 impliquent :

AS AC

o oo X =0 (5.64)

Sur la base de 'hypothéese (H2), on déduit que X = 0, et donc que A = 0 ne peut étre un pdle
non observable de (A;,C;). De maniére analogue, A = 0 ne peut étre un pole non observable
de (AS, CS) puisque, sur la base de (H2), ASx = Az = 0 et CSx = 0 impliquent que x = 0.
O

L’hypothese (H2) n’est requise dans la démonstration du Lemme 5.2 que pour traiter le cas
A = 0. En particulier, elle permet de prévenir la présence d’intégrateurs non observables dans
la dynamique du controleur. Le cas A = 1/7, laissé de coté par le Lemme 5.2, est traité par

le résultat suivant.

Lemme 5.3 Le sous-espace non observable du pole X = —1/7 de (A4, C,) est de dimension
supérieur ou égal a p + p;.

.
Démonstration. Soit X = {wlT Ty T3 T, wﬂ € R™*netPHPL yn vecteur partitionné
conformément & la structure par bloc de la matrice A, tel que 4,X = —-1/7X et C,X = 0.

En reprenant (5.61) avec A = —1/7, la premiére ligne du systéeme d’équations devient tri-
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vial alors que les deux derniéres deviennent équivalentes. Deés lors, —1/7 est un pole non
observable de (A,,C,) si et seulement s’il existe X € R™ 1771\ {(} tel que HX = 0 ou

a TA? — Bf —TAZC — Bf —Bg Ag + T_lInc 0

H
;CC-DE —rCC-DS D¢ I,

c R(m+nc)><(m+nc+p+p1) (5.65)

Le théoreme du rang garantissant que dim (Ker(H)) + dim (Im(H)) = m + n. + p + p; et
puisque dim (Im(H)) < dim (R™""¢) = m + n,, on en déduit que dim (Ker(H)) > p+p;. O

Ainsi, les poles introduits pas la stratégie de pré-filtrage font partie des modes non observables

du controleur LTI Cyery 1(0.). En particulier, si le controleur d’origine C;(6.) ne présente pas
c

c)

de pole en —1/7, i.e., —1/7 n’est pas une valeur propre de la matrice A§, alors I'ensemble
des poles localisés en —1/7 sont exclusivement introduits par la stratégie de pré-filtrage et

sont non observables (et font donc de surcroit partie des modes cachés).

Ayant investigué les propriétés d’observabilité des poles de la représentation d’état de Cyert 1 (6e ),

on s’intéresse a présent a leurs propriétés de commandabilité.

Lemme 5.4 Pour tout A € C*, X est un pole non commandable de (A,, B,) si et seulement

s’il est un pole non commandable de (A;, By).

.
Démonstration. Soit X = [mlT Ty T4 T, m;} € R metPtP1 yn vecteur non nul parti-

tionné conformément & la structure par bloc de la matrice A, tel que X A, = A X' et

X "B, = 0. Le développement des équations matricielles donne lieu au systéme d’équations

Tz, + 2B+ 7'z, D =0

équivalent :
—r x| +a) (TAS —BS) +x] (Cf — T_lDf) = \z| (5.66a)
—7'zy — @] (TAS + BY) — 2] (Cf + 7 'Df) = Az, (5.66b)
—r ] —x,BS — 7 'x DS = \x] (5.66¢)
x, AS + 7 'x] CS = Az, (5.66d)
0= \z. (5.66¢)
7z +x,BS + 7'z, DS =0 (5.66f)
)
)

1, T T ~1,.T
7z, +2/BS +7 'z, DS =0

Puisque A # 0, (5.66e) implique que x5 = 0. De maniére analogue, on déduit de (5.66¢)
et (5.66h) que &3 = 0. En injectant (5.66f) dans (5.66a), on obtient que 7z AS = \z].

En injectant de méme avec (5.66g) dans (5.66b), on a —7x] A = Az, . Des deux derniéres
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égalités obtenues, en tenant compte du fait que A # 0, on déduit que €3 = —x;. De (5.66d),

on obtient &; AS = Az . Ces relations permettent d’obtenir le systéme équivalent ® suivant :

1 1
XwIAS’ x| A=)\ XmIAf, x,
1
XmIAf, x| B =0
T _ T _TacC
Ty =T Aj (5.67)
Lo = —Iq
r3 — 0
Iy — 0

La premieére égalité de (5.67), sur la base de la définition de la matrice A, (5.8), est équivalente
a I'égalité précédemment établie =] AC = Ax,. La seconde égalité de (5.67) est quant a
elle équivalente aux équations (5.66{-5.66h) sur la base des relations précédemment établies

x3=0, x5 =0, x93 = —x1 €t T:BIAZ-C =\z].

Afin de conclure & partir de (5.67) que A est un pole non commandable de (A;,B;), il
est suffisant de remarquer que X # 0 si et seulement si x4y # 0, i.e., si et seulement si
[1/Ax] A;, x]] # 0. Réciproquement, soit Z = {le zﬂT un vecteur non nul avec z; € R™
et zo € R" tel que Z'A =)\Z" et Z'B, = 0. A partir de la définition de la matrice A;
(5.8), la premiere égalité implique que zg A = A\z]. Donc, puisque X # 0 et Z est non nul,
on obtient que z, # 0. Ainsi, avec x4 = 2o, il suffit de prendre x, x5, x3 et x5 définis par

(5.67) de maniére a conclure que A est un pole non commandable de (A, B,). O

Lemme 5.5 Supposons vérifices (H2) et (H3) de I’Hypothése 5.2. Une valeur nulle de A\ ne
peut étre un pole non commandable ni de (Aq, B,), ni de (A}, B)).

-
Démonstration. Soit X = {a:lT Ty T4 T, w;} € R™t7etPP1 yn vecteur non nul par-
titionné conformément & la structure par bloc de la matrice A, tel que X A4, = 0 et

X "B, = 0. Le développement de ces deux équations matricielles donne lieu au systéme

5. On détaille ici seulement le sens « implique », le sens « retour » se vérifiant aisément.
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suivant :
—r el + wI(TAf — Bf) +x; (CZC — TﬁlDf) =0

—r ) —x, (TAS + BY) —x] (CZC + 7‘_1Df) =0
—r 'y —x,BS — 7', DS =0

TAC | —1.TAC
z, A, +7 2, C, =0

(5.68)
0=0
e +a,BS 72, D =0
T le) +a,BS 72, DS =0
T 'zy +2,BS + 7 'z, DS =0
qui, par calcul direct, est équivalent a :
0=lraf =) B A
x| = —7x, B¢ —x, D¢ (5.69)
x, = —7x, B —x, D¢
x; = —1x, BS —x) D

Sur la base des hypotheses (H2) et (H3), la matrice (5.44) est inversible. On en déduit que
(5.69) est équivalent & X = 0.

R T
A présent, soit X = {ale azﬂ ,avec 1 € R et x5 € R, tel que X' A, =0et X B, =0.
Alors, X " A; = 0 implique que :

AS A€

2 0 o o

= 0. (5.70)

Puisque la matrice (5.44) est inversible, xy = 0. De plus, de X 'B; = 0, on déduit de la
définition de la matrice B; (5.8) que & + x4 B¢ = 0 d’ott &; = 0. On obtient X = 0, ce qui
vient conclure la preuve. U
L’ensemble des résultats obtenus dans cette sous-section permettent d’obtenir le théoreme

suivant.

Théoréme 5.6 Supposons vérifiées (H2), (H3) et (H4) de I’Hypothése 5.2. Alors la repré-
sentation d’état (Ag, Ba,Ca, D,) est stabilisable et détectable. De plus, si l'on suppose que
CL(S5(60.),Ci(0.)) est internement stable, alors CL|(S, Cyel+)(0.) lest également.

Démonstration. De par les Lemmes 5.2, 5.4 et 5.5, on conclut que (A, By, C,, D,) est sta-
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bilisable et détectable puisque (H4) suppose que (A;, B, C;, D,) est stabilisable et détectable.
De plus, si I'on suppose que CL(S;(6.),C;(0.)) est internement stable, on peut directement
conclure que CLi(S,Cyert)(0.) est internement stable puisque la propriété de stabilité in-

terne ne dépend pas d’une réalisation stabilisable et détectable spécifique du systeme et du

controleur (Zhou et al., 1996). O

Finalement, les Théorémes 5.1 et 5.6 montrent que le parametre de filtrage 7 > 0 n’a pas
d’impact ni sur la fonction de transfert entrée-sortie, ni sur les propriétés de stabilité interne
du systeme en boucle fermée. Des lors, 7 ne peut étre ajusté que sur la base de ’évaluation
du comportement du systeme non linéaire en boucle fermée CL(S,Cyer). Ce résultat est a
mettre en perspective avec ce qui a été vu dans la Sous-Section 5.2.2 portant sur 'impact de
la stratégie de pseudo-dérivation dans la mise en ceuvre de I'implémentation velocity-based
algorithm. De plus, ce résultat démontre que le Probleme 5.1 initialement posé admet, sous
les Hypotheses 5.2, au moins une solution, qui est donnée sous la forme de I'implémentation
Cyaly caractérisée par (5.43). Sur cette base, en supposant qu'une famille de controleurs LTI
Ci a été congue de telle sorte que pour tout 8. € O, CL(S(0.),C(0.)) est internement
stable, la stabilité du systéeme bouclé non linéaire CL(S, Cye11 ) est assurée pour des variations
suffisamment lentes du signal de référence r et du signal exogéne w (Rugh and Shamma,
2000; Lawrence et al., 1990).

5.3.3.3 Motivation du choix des stratégies de pré/post-filtrage

On s’intéresse & décrire 'ensemble des stratégies de pré/post-filtrage pouvant étre employées
dans l'implémentation améliorée du wvelocity-based algorithm de telle sorte que les Théo-

remes 5.1 et 5.6 demeurent valides.

Sur la base de la Fig. 5.13, on cherche des opérateur « de filtrage » F,., F,,, Fy, et F, dont les
fonctions de transfert sont des fractions rationnelles a coefficients réels F,.(s), Fy, (s), Fy,(s)
et F,(s) et qui sont tels que le controleur séquence C caractérisé par (5.71) soit une solution

du Probléme 5.1. Le parametre 7 € R* est conservé en tant que facteur multiplicatif agissant
sur les matrices A(0) et C$(0).
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Figure 5.13 Amélioration de I'implémentation velocity-based algorithm : discussion de la stra-
tégie de pré/post-filtrage

T, =FT
Ty, ; =Fy Y
Ty, f =Ty Yo
&, =AL(0)z + TAF(0)[@)f — Ty 4]
ce FBUO) @, ]+ BOyy — 2]+ BOy — )] (BT

v :Cg(e)wc + TCz'C(a)[whf — Ty, 7]
+DE(0)[r — x, 4] + DS(0) [y, — xy, ;] + DS(6)[yy — Ty, /]

u =F,v

0 :V(yla ’Ll)m)

En analysant la preuve du Théoreme 5.1, le point clé de la démonstration permettant d’éviter
I'émergence des TCC réside dans les conditions d’équilibre (5.45). En effet, si ces conditions
d’équilibre ne sont pas satisfaites, (5.48) et (5.49) ne peuvent étre simplifiées, aboutissant a
I’émergence des TCC. Ainsi, de maniere a éviter I'émergence des TCC lors de linéarisation
de la dynamique du controleur séquencé C, les conditions d’équilibre suivantes doivent étre
satisfaites : @, 1.(0c,0) = 7c(0c,0), xy, 1c(0:) = Yy .(0c), Ty, 1e(0c,0) = Yy (0c,0) et
v.(0.,0) = 0. Dans ce cas, sur la base de (H2) de 'Hypothese 5.2, 'Eq. (5.46) implique que
les deux égalités fondamentales 7.(6.) = y, .(0.) et T (0, 0) = O sont vérifiées. Puisque
x, s = F,r, la condition x, .(0.,0) = r.(0.,d) est équivalent a F,(0) = 1. De maniere
analogue, on doit avoir F,, (0) = F,,(0) = 1. Finalement, de maniére & imposer v, (0., d) = 0,

puisque u = F,v, F,(s) doit contenir une composante intégrale, i.e., F,,(s) = F*(s)/s avec
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F*(s) une fraction rationnelle telle que F(0) # 0. Sous ces hypotheses, du fait qu’elles
permettent d’éviter I’émergence des TCC, un calcul direct similaire a celui effectué lors de la

preuve du Théoreme 5.1 montre que :

Au =7F,(s) [C£(6.) + CE(0.)(sL, — A%(6,)) " AS(8,)| (F.(s)Ar — F, (s)Ay,)

F,(s)(1 = F.(s)) [DS(6.) + CS(6.)(sI, — AS(6.)) ' BE(6.)] Ar

(5.72)
Fy(s)(1 = Fy,(5)) [DS(8.) + CE(8.)(sT, — AS(6.))'BS(6.)] Ay,
Fy(s)(1 = Fy(s)) [D§(6.) + CE(6.)(sT, — AL(6.)) ' BS(6.)| Ays.

L’objectif est a présent de sélectionner les fonctions de transfert des composantes de pré/post-
filtrage de telle sorte a ce que (5.72) coincide avec la dynamique LTI du controleur C;(6.)
donnée par (5.11). Puisque 'on recherche une solution générale, i.e., valable pour n’importe
quel jeu de matrices AS(6.),...,DS(0,) dont les dimensions sont compatibles entre elles, on
peut sélectionner des valeurs spécifiques de ces différentes matrices de maniére a dériver les

propriétés des filtres recherchés.

En prenant tout d’abord Ar = Ay, = 0, puisque 'égalité entre (5.11) et (5.72) doit étre

satisfaite pour tout Awy,, on obtient que
[Fu(s)(1 = Fy(s)) — 1] [D§(6.) + CL(0.)(sL, — AL(6.))'B(6.)| = 0. (5.73)
En particulier, si on prend C¢(6,) = 0 et une matrice D$(6.) non nulle, on en déduit que

Fy(s)(1 - F,,(s)) = 1. (5.74)

En considérant une nouvelle fois I’égalité entre (5.11) et (5.72) en prenant Ay, = 0, Ar =
Ay, et C5(6.) = 0, on obtient que

[F,(5)(1 = Fy(s)) — 1]DS(6,) + [Fu(s)(1 — Fy(s)) — 1)DS(6,) =0.  (5.75)
En prenant D¢(6.) = I,, et DS (0.) = 0, la derniére égalité matricielle se réduit 4 :
F,(s)(1—=F.(s)) = 1. (5.76)
En prenant cette fois DS(6,) = 0 et D¢ (0.) = I,,,, on obtient la relation :

Fy(s)(1 = Fy(s) = L. (5.77)
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Ainsi, sur la base de (5.74-5.77), on en déduit que :

Fy(3) = Finls) = Finls) = 1= s (5.78)

Finalement, en considérant une derniere fois 1’égalité entre (5.11) et (5.72) en prenant Ay, =
0, Ay, = —Ar et C5(6.) = 0, on obtient, sur la base de (5.78),

TF,(s)F.(s) — i Cc$(6.) = 0. (5.79)

Donc, puisque 1'égalité matricielle précédente est valable pour toute matrice C$(6,) dont les

dimensions sont adéquates, il vient que :

TE,(s)E,(s) = - (5.80)

En combinant (5.78) et (5.80), on obtient que les composantes de filtrage sont caractéri-
sées par F.(s) = F,,(s) = Fy,(s) = 1/(ts + 1) et F,(s) = 1+ 1/(rs). On vérifie que
les résultats obtenus sont bien compatibles avec les conditions précédemment établies, i.e.,
F.(0)=F, (0) =F,

v 1 (0) =1 et F,(s) comportant une composante intégrale. On a ainsi mon-

tré que les filtres adoptés dans 'implémentation améliorée du velocity-based algorithm Cyes
(5.43) sont les seuls choix possibles pour que le Théoréeme 5.1 s’applique. De plus, puisque
les poles localisés en —1/7 introduits par la stratégie de filtrage sont des modes cachés du
contrdleur, on doit imposer 7 > 0 de maniere & pouvoir satisfaire le Théoréme 5.6 quant a la

stabilité interne du systeme bouclé.

5.4 Applications pour le retour de sortie statique

Dans cette section, on propose d’appliquer la stratégie d’implémentation détaillée a la Sec-
tion 5.3 dans le cas du contrdle par retour de la dynamique en tangage du missile ainsi que

pour la suppression du phénomene de flutter du BACT.

5.4.1 Controdle de la dynamique en tangage d’un missile

Le modele du missile utilisé est celui présenté a la Sous-Section 4.1.4.1. On utilise les gains
obtenus par la méthode du placement de structure propre a la Sous-Section 4.2.1.4 pour
le controleur séquencé donné par (4.57) avec un placement de pdles désiré tel que décrit
dans le Tab. 4.5. On considere exclusivement les gains ayant été obtenus sans tenir compte

de I'impact des TCC. On cherche dans ces conditions a comparer les trois implémentations
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listées ci-dessous :

1. L’implémentation naive donnée par :

T =T =1
Co 23 6. = Ki(0)z; + K, (0)n + K,(0)q (5.81)
0= (a,M)

Il a été vu que cette implémentation, de par l'interférence des TCC, donne lieu a un
placement de poles en boucle fermée tel que résumé dans le Tab. 4.6 distinct de celui
originellement souhaité (Tab. 4.5), avec en particulier des pdles tres mal amortis a

hautes vitesses et pour de larges angles d’attaque.

2. Puisque les signaux n et ¢ ne sont pas mesurés en pratique, il ne peuvent étre utilisés
pour la stratégie de contrdle. On utilise 'implémentation velocity-based algorithm avec

pseudo-dérivation de l'accélération normale n et de la vitesse en tangage ¢ :

Tpg = —€ @y + TN
Tq,p = _5_1%,]‘ +elq
Creta = v =eKi(0)[ne — 1) + K, (0)[n — ) + Ky (0)[q — 74 ] (5.82)
uw=¢e v
0= (a, M)

Comme souligné lors des précédents développements, la stratégie de pseudo-dérivation
de parametre € > 0 introduit une dynamique supplémentaire dans le systeme bouclé

venant parasiter le design originellement effectué.

3. L’implémentation basée sur une stratégie de pré/post filtrage de parametre 7 > 0 :

e = =T Tpog + 70
Ty p = —T_lxmv +7171p
Tgf = —T_1$q7f +717¢
Crety = v =TKi(0)[xy. s — 2y p] + Ky(0)[n — 2 g] + Ky(0)[a — 24 g]  (5:83)
Gy =T 10
U=Tyf5+0v
0= (a,M)

En supposant que le gain K; ne s’annule pas sur le domaine d’opération (ce qui est le cas
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pour les gains considérés), les Hypotheses 5.2 sont rencontrées et donc les Théoremes 5.1

et 5.6 garantissent la pertinence de la stratégie d’implémentation Cyey.

Le comportement temporel du missile placé en boucle fermée avec, respectivement, les trois
architectures de controle Cpajive, Cyel €t Cyerr, €st obtenu en simulation pour une évolution du
nombre de Mach régie par (4.65). Les résultats sont illustrés a la Fig. 5.14 pour ¢ = 7 = 0.002
et a la Fig. 5.15. pour € = 7 = 0.02. Lorsque le parametre de pseudo-dérivation est suffisam-
ment faible, e.g., ¢ = 0.002, I'implémentation Cye , fournit un niveau de performance adéquat
au systeme bouclé. En particulier, elle ne présente pas de dépassement excessif pour le suivi
de référence, au contraire de ce qui est observé pour I'implémentation naive C, (Fig. 5.14(a)).
L’implémentation basée sur le filtrage Cyc offre également pour 7 = 0.002 une bonne ré-
ponse temporelle, quasi-identique a celle observée pour Cye, pour I’ensemble des grandeurs
physiques impliquées. Cependant, lorsque 'on augmente la valeur du parametre de pseudo-
dérivation e, I'interférence de la dynamique de pseudo-dérivation est plus importante comme
cela est illustré a la Fig. 5.14 pour € = 0.02, induisant un comportement oscillatoire tres pro-
noncé pour I'ensemble des grandeurs physiques. A contrario, la réponse de 'implémentation
basée sur le filtrage C,e 4 pour 7 = 0.02 maintient un niveau de performance adéquat en suivi
de référence, avec un comportement temporel des différentes grandeurs physiques demeu-
rant trés proche de ce qui a été observé pour 7 = 0.02 (comparaison des Fig. 5.14 et 5.15).
Ces résultats sont conformes aux analyses effectuées dans la Section 5.3. En effet, alors que
I'implémentation du wvelocity-based algorithm avec stratégie de pseudo-dérivation requiert de
faibles valeurs du parametre de pseudo-dérivation € > 0 afin de minimiser la perturbation
portant sur le placement de poles désiré, I'implémentation améliorée préserve le placement

de pdles désiré, indépendamment de la valeur choisie pour le parametre de filtrage 7 > 0.

L’impact du choix du parametre de filtrage sur le systéme en boucle fermée en présence de
bruits de mesure est illustré a la Fig. 5.16 pour Cyea €t Cyelr. Puisque les deux stratégies
comportent en entrée un filtre passe-haut s/(es + 1), de faibles valeurs de € engendrent des
problemes d’amplification du bruit. Cependant, de larges valeurs du parameétre de pseudo-
dérivation € aboutissent également a une performance dégradée du systeme bouclé avec Cyel o
(cf. Figs. 5.16(a)-5.16(b)). A contrario, I'implémentation Cyq. autorise a sélectionner des
valeurs plus élevées du parametre de filtrage 7, permettant une amélioration de la performance

du systeme bouclé en présence de bruits de mesure, comme illustré aux Fig. 5.16(c)-5.16(d).
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Figure 5.14 Comparaison de la réponse du missile en boucle fermée pour les trois stratégies
d’implémentation 1) naive C, ; 2) velocity-based algorithm avec pseudo-dérivation Cyep, pour
e = 0.002; 3) stratégie de filtrage Cye pour 7 = 0.002
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Figure 5.15 Comparaison de la réponse du missile en boucle fermée pour les trois stratégies
d’implémentation 1) naive C, ; 2) velocity-based algorithm avec pseudo-dérivation Cyep, pour
e =0.02; 3) stratégie de filtrage Cyey pour 7 = 0.02
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Figure 5.16 Réponse du missile en boucle fermée pour Cyey, (premiere ligne) et Cyers+ (deuxieme

ligne) en présence de bruits de mesure

Pour conclure, on analyse le comportement des composantes de pré/post-filtrage pour Cyert
avec 7 = 0.02. Les évolutions temporelles des états des filtres sont données a la Fig. 5.17.
Conformément a I'analyse précédemment effectuée, on observe que les grandeurs z, y — x,, ¢,
N —Tpf, §—Zqs €t vs’annulent a I’équilibre, permettant ainsi d’éviter I’émergence des TCC.
De maniere qualitative, la stratégie de pré-filtrage consiste a injecter une version filtrée du
signal de maniere a en capturer des variations locales autour du point de fonctionnement
 courant, comme on peut l'observer sur les Fig. 5.17(a)-5.17(c). La pré-commande v étant
nulle a I’équilibre, la commande a imposer en entrée du systéme est générée par la composante

intégrale du post-filtrage, comme l'illustre la Fig. 5.17(d).
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Figure 5.17 Evolution des états de pré/post-filtrage de Cye1 avec 7 = 0.02 pour le controle
du missile

5.4.2 Suppression active du flutter pour le BACT

Pour la seconde application, on reprend le probleme du controle du BACT en suppression du
flutter et en suivi de référence de type échelon tel qu’introduit a la Sous-Section 4.1.4.2. En
particulier, on considere les gains qui ont été obtenus a la Sous-Section 4.2.3.2 par la méthode
de placement de structure propre relativement a I’architecture de controleur séquencé (4.77)
en négligeant la contribution des TCC. Le placement de poles avait été effectué relativement
au placement de poles désiré résumé par le Tab. 4.12. On cherche alors pour ces gains a

comparer les trois implémentations listées ci-dessous :



212

1. L’implémentation naive donnée par :

T, =Q, —«Q
Co 24 B = Ki(0)z; + Ko(0)a + Ky (0)h + K4(6)c + K; (8)hh (5.84)
0= (a,U)

qui, comme cela a déja été vu, donne lieu a I’émergence de TCC non pris en compte

dans la phase de synthese.

2. Ne disposant pas des signaux ¢ et h, on recourt & l'implémentation velocity-based al-
gorithm avec stratégie de pseudo-dérivation de & et de la vitesse en tangage h avec le

parametre € > 0 :

Bap=—¢ 'z t+eld
Tj, ;= _5_1xh,f +eth
Cors © v=cK;(0)[a, — o] +eK,(0)a + cK,(0)h (5.85)
+ Ks(8)[6 — ) + I4(0) [ —
Bc =cly
0= (o,U)

Notons que I'implémentation utilisée ici est un mixte entre I'implémentation wvelocity-
based algorithm classique et son approximation par pseudo-dérivation. En effet, ayant
supposé initialement que & et b sont mesurés, il est inutile de les approximer. Ainsi, la
stratégie de pseudo-dérivation ne porte que sur les deux grandeurs non mesurées ¢ et
h. De maniére analogue & ce qui est fait pour le gain K;, il faut dans 'implémentation
multiplier les gains K, et K, par le facteur ¢ de mani¢re & compenser le facteur ¢!

impliqué dans la composante intégrale générant le signal de sortie.
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3. L’implémentation basée sur une stratégie de pré/post filtrage de parametre 7 > 0 :

Ta,f = _Tilxamf +77 0,
Taf = —T_I.Ta,f + 7
j/’h,f = —T_lflfh’f + T_lh
Ta,f = —T_ll‘é[’f + 77
. -1 —1j
Tj, g = =T Tj +7h
Coely = (5.86)

v =TKi(0)[Ta, f — Ta ] + Ka(O)[or = T ] + Kn(6)[h — wp ]
+ K4 (0)[& — o 0] + Kh(e)[h — xh,f]
Ty p = v
Be = Ty g+ v
0= (a, M)

Le gain K; ne s’annulant pas sur le domaine d’opération (ce qui est bien le cas pour les
gains considérés), les Hypotheses 5.2 sont rencontrées et donc les Théorémes 5.1 et 5.6

garantissent la pertinence de la stratégie d’'implémentation Cye; .

Les résultats de simulation obtenus pour les trois architectures de controle proposées sont
donnés a la Fig. 5.18 pour ¢ = 7 = 0.005 et ¢ = 7 = 0.05. La vitesse d’écoulement de 'air
est fixée a U = 16 m/s et on considere des conditions initiales donnant lieu a 1’émergence de
cycles limites d’oscillation pour le systéme en boucle ouverte. A I'instant ¢ = 5s, le systéme
est placé en boucle fermée pour une entrée de référence o, = 0° afin d’évaluer la capacité du
controleur a supprimer le phénomene de flutter. Finalement, a t = 155, I'entrée de référence

passe a «, = 10° afin d’évaluer la performance en poursuite.

L’implémentation naive C, ne permet que de réduire 'amplitude des oscillations sans totale-
ment supprimer le phénomene de flutter. Il rend de plus le systeme bouclé instable pour des
entrées de référence au-dela de 8°. L'implémentation Cy., ne permet pas, quant a elle, pour
les deux valeurs testées du parametre de pseudo-dérivation €, de supprimer le phénomene de
flutter. Pour € = 0.005, on observe une réduction de 'amplitude des oscillations mais avec
une fréquence de ces dernieres accrue (Fig. 5.18(a) et 5.18(c)). Pour ¢ = 0.05, on observe la
déstabilisation du systeme des lors qu’il est placé en boucle fermée a ¢t = 5s (Fig. 5.18(b)
et 5.18(d)). A contrario, 'implémentation Cye permet d’obtenir une bonne suppression du

flutter et un bon suivi de référence pour les deux parametres de filtrage 7 testés.

Pour conclure, I’évolution des composantes de pré/post-filtrage de Cye pour € = 0.05 et dans

les mémes conditions que précédemment est illustrée a la Fig. 5.19. De maniere a obtenir une



214

15 : : — 15 - —
. | .
l i !
10 10 T
! i
5 5 | "
C 0 - il C 0 WUTHR
3 W “4 q ” i “4 ey 3 AT AT LR
"‘l' ‘1l ”\Iltwmui \
ST ST h 1
———— Naive || i
— — — - Vela I :
1ot Vel+ . -0r ||| !
Ref l | I
15 ! ! 15 ! ! !
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Time (s) Time (s)
(a) Angle de torsion a; e = 7 = 0.005 (b) Angle de torsion a; € =7 = 0.05
2 T T T 0.03
0.02
1 3
l 0.01
E 0 “i‘w‘ \” HHH‘ ‘ i Ulil.H' L H‘ "" r‘ "?-u'lv'ylllllllrlvlllllllll E 0
< (Uil A Tl <
0.01
-1F
0.02
2 ! ! ! 003 ! ! !
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Time (s) Time (s)
(¢) Déplacement en flexion h; e = 7 = 0.005 (d) Déplacement en flexion h; e = 7 = 0.05
40 T T ™ 40 ™
i i
! !
20t ;' i
!
< < '
= =
20 F
i
-40 . . -
0 5 10 15 20
Time (s) Time (s)
(e) Position de la gouverne 3; e = 7 = 0.005 (f) Position de la gouverne 5; ¢ = 7 = 0.05

Figure 5.18 Comparaison de la réponse du BACT en boucle fermée pour les trois stratégies
d’implémentation 1) implémentation naive C,; 2) implémentation wvelocity-based algorithm
avec stratégie de pseudo-dérivation Cye, ; 3) Implémentation avec stratégie de filtrage Cyert
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Figure 5.19 Evolution des composantes de pré/post-filtrage de Cyer avec 7 = 0.05 pour le

controle du BACT
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mise en action efficace du contréleur, la stratégie de pré-filtrage est mise en ceuvre avant
la mise en boucle fermée du systéme a ¢ = 5s (cf. Fig. 5.19(a)-5.19(¢e)). La stratégie de
post-filtrage, illustrée a la Fig. 5.19(f), est quant a elle initiée lors de la mise en boucle
fermée du systeme de maniere a éviter la divergence de la composante intégrale. On observe
ainsi lors des cing premiéres secondes une oscillation des états de pré-filtrage di aux cycles
limites d’oscillation régissant le mouvement du BACT. Au moment de la fermeture de la
boucle de contrdle, ces mémes composantes de pré-filtrage, ainsi que la pré-commande v,
convergent rapidement vers zéro. La stratégie de post-filtrage génere alors via la composante
intégrale une commande adéquate pour le systeme bouclé. At = 155, lorsque la référence o,
passe de O deg a £10deg, on observe que les composantes de pré-filtrage oo — x4, h — 45,
& — Z4,5 €t h— ), ; présentent des amplitudes relativement faibles. A premiere vue, l'erreur
de suivi filtrée x, y — x, ; présente une évolution dont I’amplitude est d’'un ordre de grandeur
significativement plus important. Cette amplitude est néanmoins a relativiser dii au facteur

d’échelle 7 = 0.05 qui intervient au niveau du gain intégral dans I'implémentation Cyey.

5.5 Application pour les contréleurs dynamiques

Les applications précédentes concernaient un retour d’état statique. Dans cette section, on
développe le cas de contréleurs dynamiques. On se focalise en particulier sur la mise en ceuvre
de la méthode d’implémentation améliorée dans le cadre de contrdéleurs dont la dynamique

est basée sur des observateurs locaux de type Luenberger.

5.5.1 Implémentation de contrbleurs séquencés synthétisés sur la base d’obser-

vateurs locaux

Dans la Section 5.3, on a étudié le cas général de 'implémentation d’une famille de controleurs
C; dont la dynamique en un point d’opération 8, donné est caractérisée sous la forme générique
(5.6). Dans cette section, on considere le cas particulier d'une famille de controleurs dont la
dynamique en un point d’opération donné est le résultat d'un gain de retour d’état combiné
a ’estimation de I’état du systeme par le recours a un observateur de type Luenberger. Pour

cela, on formule les hypotheses classiques suivantes.

Hypothese 5.3 (Hypothéses de détectabilité/contrélabilité) Dans le contezste du con-
trole du systéme S(8) (5.1), dont la dynamique linéarisée S;(0.,9d) est donnée par (5.2), on
suppose que pour tout 8, € © et tout § € A :

(H1) la paire (AS(0.,8),C%(0.,0)) est détectable ;

(H2) la paire (AS(0,,8),BS(0.,8)) est controlable ;
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(H3) la matrice ci-dessous est de ligne rang plein :

AS(6.,6) BS(6.,96)

) 5.87
C5(6,,6) DS, (6..9) (587)

avec CF (0, 8) = Ohy/0x|,0.6) € RP™ et DS (6, 8) = Ohy/0ulue,5 € R

5.5.1.1 Observateur d’ordre complet

Soit une configuration « nominale » dg € A du vecteur d’incertitudes paramétriques. On
suppose que ’on dispose pour chaque point d’opération 8, € © d’un controéleur LTI prenant

la forme suivante :

5@ = AS(0.,60)8% + B5(6.,8,)0u + BS (0., 50)dw + L(6,)[59 — 5y
89 = C5(0.,8,)02 +D5(0.,80)5u + DS (6., 8,)dw

ox; = 0r — dy,

du =K(6.)d& + K;(6.)dx;

[I>

Ci(6.) (5.88)

ou 0%&(t) € R™ représente l'estimation du vecteur d’état dx(t) € R™ du systéme, dg(t) € R?
est la sortie estimée et dx;(t) € RP* est la composante intégrale du contrdleur. Dans cette
configuration, les deux premieres lignes de (5.88) forment un observateur de Luenberger du
systeme LTI « nominal » a contrdler S;(0.,6d) (5.2), tandis que les deux lignes restantes
constituent la composante intégrale et le retour d’état estimé. Les parametres ajustables du
controleur sont le gain d’observation L(6.) € R™*?| le gain du retour d’état estimé K(0,.) €
R™*™ et le gain intégral K;(0.) € R™*P,

Le point (H1) de 'Hypothese 5.3 assure l'existence d'un gain d’observateur L(8,) € R™*?
tel que AS(0,,d80) + L(0,)C%(0.,8;) est Hurwitz. Similairement, (H2) et (H3) garantissent
selon le test Popov-Belovich-Hautus (Zhou et al., 1996) que le systeme LTI §;(0., d¢), une
fois augmenté avec la composante intégrale x;, est controlable. En d’autres termes, on peut
trouver un gain K, (6.) = [K(0.) K;(0.)] € R™* 71 telle que AS (0., 80)+BS (0., 50)Ka(6.)

est Hurwitz, ou

AS(0,8) 0,y

A(0,0) =
_Cf(07 6) 0p1 XPp1

,B5(6,0) = (5.89)

BS(6,6)
_Dil (07 5) .

Plus globalement, on suppose que les gains L(6.), K(60.) et K;(0.) peuvent étre choisis
afin d’assurer la stabilité du systéme bouclé CL(S;(0.,9d),C,(0.)) pour toute configuration
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incertaine 8 € A.

Afin de vérifier les hypotheéses de mise en ceuvre de 'implémentation améliorée du wvelocity-
based algorithm, on reformule la dynamique du contrdleur LTI C;(6,.) donnée par (5.88) comme
suit :

ox; =0r — oy,

dx.=A%(0,,080)0x, + AS(6,,60)0x; — L(6,)d

C.(6.) = ( 0) ( 0) (6c)dy (5.90)
+ [Bw (0., 60) + L(6.)D,, (0., 6)] dw

ou =K(0.)éx. + K;(0.)dx;

ou dx,. = 0Z et, pour tout 6 € O,

AC(0,80) = AS(0,8y) + L(O)C%(0,6) + [B;‘f(e, do) + L(6)D3 (8, 50)} K(9), (5.91a)
AL(0,8,) = [BS(6,80) + L(0)DS (6, 8)| K;(6). (5.91b)

De maniere & pouvoir mettre en ceuvre la stratégie d’implémentation améliorée® (5.43), on
doit vérifier 'Hypothese 5.2. La condition (H1) est satisfaite des lors que les matrices de
la représentation d’état de S;(6.,dy) ainsi que les gains L(6.), K(6.) et K;(6.) dépendent
continument du point d’opération 8, € O. De maniére a satisfaire la condition (H3), on
suppose que la dimension de l'entrée de contrdle du systeme w coincide avec celle du si-
gnal de référence r, i.e, m = p;. L’hypothese de stabilité interne (H4) est quant & elle une
contrainte portant sur le choix des gains du controleur L(6.), K(6.) et K;(6.). Finalement,
(H2) requiert, lorsque combinée avec 1'égalité de dimensions m = p; imposée par (H3), que

la matrice E(6.) définie par (5.44) soit inversible. On peut voir que

E(Oe) = In Bi(ee’ 50) ™ L<06)D5<967 50)]

Omxn Im

AS(0.,80) + L(0.)C%(0.,80) 0,5y,
K(ee) Kz(ee)
(5.92)
La matrice L(6,) étant choisie de maniére a ce que AS(0,, 8o)+L(0,)C% (0., dy) soit Hurwitz

afin que l'erreur d’estimation converge vers zéro, la matrice E(0,) est inversible si et seulement

si le gain intégral K;(8.) est inversible. Lorsque ces différentes conditions sont vérifiées, les

6. Dans la Section 5.3, I'implémentation a été étudiée en l’absence de contribution du signal exogene
dw dans la dynamique de la famille de controleurs LTI C;. Néanmoins, on peut voir que dw joue dans
la dynamique LTI (5.90) un role similaire a celui de dr dans I'implémentation initialement étudiée (5.6),
i.e., celui d’un signal exogeéne utilisé en entrée du controleur. Ainsi, les conclusions précédemment obtenues
demeurent en appliquant la méme stratégie de pré-filtrage au signal exogene w que pour les autres signaux
d’entrée du controleur.
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Théoremes 5.1 et 5.6 garantissent le fonctionnement adéquat de I'implémentation :

Cl'fhf = — T_lwnf + T_l’f'

. _ -1 —1
Tyf=—T Tyy+T Y
iw,f :—7_1acw,f+7_1'w

& = AS(0,80)& + BS(6,80)v + BS(6,80)[w — x ;] + L(O)[§ — [y — @, /]
Colt =1 § =C5(0,80)& + D5(6, 80)v + D5(6, 80)[w — /]
v = K(0)2 + 7K/(0) [z, ; — a, /]

d}v’f :’7'_1’0

U =Ty s+ v

0 :V<y17 wm)
(5.93)

ol &, f(t) dénote le vecteur composé des p; premieres lignes du vecteur x,, (t).

Bien que pour chaque point d’opération 8, € O le contrdleur LTI C;(6.) contienne un ob-
servateur de Luenberger, l'implémentation finale Cye+ ne comporte pas un tel observateur
pour le systeme non linéaire d’origine. En effet, alors que d& permet de reconstruire 1’état
dx du systeme LTI §(8., o), le signal & ne permet pas de reconstituer le vecteur d’état x
du systeme d’origine S(dg). Pour s’en convaincre, il suffit de noter qu’en général, le vecteur
d’état du systeme a I’équilibre x. (0., dp) est non nul, alors que la stratégie d’implémentation,
de maniére & éviter I’émergence des TCC, garantit (sous réserve de la satisfaction des hypo-
theses précédemment discutées) que &.(6., dp) = 0 pour tout point d’opération 8, € 6. Cela
ne représente pas une limitation dans la mesure ou l'objectif de I'implémentation n’est ici
pas d’essayer de reconstituer I'état du systeme non linéaire, mais de permettre de préserver
la dynamique de la famille de controleurs LTI C; obtenue lors du design point a point tel que

formalisé par le Probleme 5.1.

5.5.1.2 Observateur d’ordre réduit

De maniere a réduire 'ordre de la dynamique de 1’'observateur, on envisage le cas d’observa-

teurs d’ordre réduit tels que décrits dans (Friedland, 2012). Pour cela, supposons que p < n
T

et introduisons dx(t) € R? et dxy(t) € R" 7P tels que dx = {&cf 5:8;} . Conformément

a cette nouvelle écriture de dx, les matrices de la représentation d’état de S;(0.,d) donnée
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par (5.2) sont réécrites comme suit :

S S S
A%(0,.8) - {A;”e"” A}gwe"”], BS(6..5) - B;ﬂ("e"”], (5.99)
A21<9675) A22<06>5) Bu,2(0676)
B3 (6., 9)
BS(0.,0)=|_“"" N C%(6,,0) = |CS0,,8) C5(6.,0), 5.95
2(6..9) Bg,2<ee,a>] (6.,6) = |CY(6..6) C5(0..8)],  (5.95)

ott AS(0,,8) € RP*P le(ee,é) e Rpxm, Bfwl(Oe,d) € RP et C$(0,,8) € RP*P; les
dimension des autres matrices en sont déduites. De maniere a mettre en place ’observateur
d’ordre réduit, on suppose que la matrice C$(0.,8) est inversible, i.e., C$(0.,d) € G, (R)
pour tout 8, € O et tout § € A. On suppose de plus que DS = 0, et DS = 0,4,

Pour un point d’opération 8. € © et une configuration incertaine & donnés, on considere le

changement de base du vecteur d’état suivant :

5o — {6@1

0o

Ci(6..8) C5(6.. 5)] bz, (5.96)

O(n*p)xp In—p

permettant de réécrire la dynamique de §;(0., d) sous la forme :

0% = [@11(96’ 9) Au6e,0)| 5z |Bua(60)) 5y | Bualbe: 5)] Sw
S(0.,9) = Ay (60.,6) Axn(6.,9) B, (0,0 B, 2(6.,9)
5y = I, Opx(n_yp| 0Z
(5.97)
ou, pour tout @ € © et § € A,
A11(0,8) = [CT(6,0)AT(6,9) + C3(0,8)A3,(9,8)]CT(8,8) ", (5.98a)
A15(0,8) = —A3S (0,8)C5(0,0) + CS(0,0)AS,(0,8) + C5(0,8)A5,(0,8),  (5.98D)
Ay (0,6) = A5 (0,6)CT(0,6)7, (5.98¢)
A5(0,8) = A3,(0,8) — A3(6,6)C7(0,6)'C5(0,9), (5.98d)
B.1(6,6) = C(0,6)B3 ,(6,8) + C3(6,6)BS ,(6,9), (5.98¢)
B.2(0,6) = BS,(6,0), (5.98f)
B,1(6,8) = C5(0,0)B,,1(0,0) + C5(0,8)BS ,(8,4), (5.98¢)
B,2(0,8) = BS,(0,6). (5.98h)

Soit une configuration « nominale » dg € A du vecteur d’incertitudes paramétriques. On
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synthétise pour chaque point d’opération 68, € © un controleur par retour de sortie avec

observateur d’ordre réduit sous la forme suivante (Friedland, 2012) :

08 :MS(OE, (50)(55 + My(Oe, 50)5y + Mu(067 50)6’11: + Mw(Oe, (50)(5’11)
3dy =05 + G(6.)dy

C(6.) = 5.99
{(6e) Si; =61 — by, (5:99)
ou :K1 (08)6’,{/ + Kg(ee)aifa + K,(Ge)&c,
ou 0s € R" P, dx; € RP! et, pour tout # € O,

M5<9, 60) = AQQ(O, 60) — G(O)Alg(e, 60), (5100&)
M, (6,80) = [Ax(0,80) — G(0)A15(0,80)| G(6) — G(6)A11(6,30) + As (6, 80), (5.100b)
Mu<0, 60) = B%Q(O, 60) - G(O)Bu’l(e, 60), (51000)
M., (0, 60) = B,2(0,80) — G(0)B,,1(6, ). (5.100d)

Les parametres ajustables du controleur LTI C;(6.) sont le gain de 'observateur réduit
G(6.) € R P)*P_ ainsi que les gains de contrdle K;(0,) € R™P, Ky(0,) € R™* P et
K;(0.) € Rm*p,

En notant de, = d&5 — 0@ l'erreur d’observation, la dynamique de 'observateur est régie
par dé, = M,(0,d¢)de,. La condition (H1) de I'Hypothése 5.3 assure, apreés changement
de base et recours au test de Popov-Belovich-Hautus (Zhou et al., 1996), la détectabilité
de la paire (Agy (0., d0), A12(0.,dp)), garantissant ainsi I'existence d’un gain d’observation
G(6.) € R=PXP tel que M, (0, 6o) = Asz(0e, 80) — G(0.)A12(0., dp) soit Hurwitz et donc la
convergence exponentielle vers zéro de 'erreur d’observation. De maniere analogue au cas de
I'observateur de Luenberger précédemment investigué, les hypotheses (H2) et (H3) assurent
I'existence d’un gain K,(0.) = [K;(0.) K2(0.) K;(0,)] € R™ 41 tels que AS(0.,d0) +
B%(6.,80)K,.(0,) est Hurwitz.

Plus globalement, on suppose que les gains G(6.), K;(6.), K2(0.) et K;(0.) peuvent étre
choisis afin d’assurer la stabilité du systeme bouclé CL(S,(6.,d),C;(8.)) pour toute configu-

ration incertaine § € A.

La dynamique du controleur LTI C;(6,.) donnée par (5.99) peut étre réécrite sous la forme :

dx; =0r — oy,
Cl(ee) = 5mc ZAS(Oe, 50)5330 + Ag‘j(eea 50)513@' + BZ(O, 50)53/ + Mw(eea 50)511) (5101)
du =K,(0,)0z, + Ki(6,)dz; + [K,(0.) + K,(0.)G(6.)|dy
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ou dx, = ds et, pour tout 6 € O,

AS(H, (50) = Ms(g, 50) + MU(O, (50)K2(0>, (5102&)
AS(0,6,) = M, (6,50)K;(0), (5.102b)
BS(0,80) = M, (0., d0) + M, (.,80)K1(0.) + M, (0, 60)Ks(0.,80)G(6.,8,). (5.102¢)

On doit une nouvelle fois vérifier 'Hypothese 5.2 de mise en ceuvre de la stratégie d’implé-
mentation améliorée (5.43). Comme précédemment, la condition (H1) est satisfaite des lors
que les matrices de la représentation d’état de S;(6., dy) ainsi que les gains G(6.), K;(6.),
K- (0.) et K;(6.) dépendent continument du point d’opération 8, € ©. De maniere a satis-
faire la condition (H3), on suppose que la dimension de Ientrée de contrdle du systéme u
coincide avec celle du signal de référence r, i.e, m = p;. L’hypothése de stabilité interne (H4)
est quant a elle une contrainte portant sur le choix des gains du controleur L(6.), K(6.)
et K;(0.). Finalement, (H2) requiert, lorsque combinée avec 1'égalité de dimensions m = p;

imposée par (H3), que la matrice E(6,) définie par (5.44) soit inversible. On peut voir que

E<0€) . Infp Mu(06760>] |:Ms(0760> O(R—p)x 1] . (5103)

p
Omx(nfp) L, K?(ee) K1(0€>

La matrice G(0,) étant choisie de maniére a ce que My (0, 8o) = Ay (0., 80)—G(0.)A12(0., b))
soit Hurwitz afin que 'erreur d’estimation converge vers zéro, la matrice E(6.) est inversible
si et seulement si le gain intégral K;(8.) est inversible. Lorsque ces différentes conditions sont

vérifiées, les Théoremes 5.1 et 5.6 garantissent le fonctionnement adéquat de 'implémenta-

tion :
. _ -1 -1
LTy =—T Tpf+7 T
Ty r=—7T ‘@yr+7 "
yf =T LyfTtT Y
. _ -1 -1
LTy f=—T Lysf+T W

5 =M;(0,00)s + M(0.,00)[y — . r| + M, (0.,00)v + M, (0., ) w — ]|
Coely £ &9 =5+ G(0)[y — x, /]

v =Ki(0)[y — z /] + Ka(0)&2 + 7K;(0) [, ; — Ty, /]
&y =17 'v

U =Ty 5+ v

0 :V(yh wm)
(5.104)

ol x,, ¢(t) dénote le vecteur composé des p; premieres lignes du vecteur x,, (¢).
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Comme dans le cas de I'observateur de Luenberger, bien que pour chaque point d’opération
0. € © le controleur LTI C;(0.) contienne un observateur d’ordre réduit, 'implémentation

finale C,¢; ne comporte pas un tel observateur pour le systéme non linéaire d’origine.

5.5.2 Suppression active du flutter pour le BACT

En guise d’application, on considere 'exemple du BACT. On utilise la méthode de synthese
H, structurée avec les mémes branches de performances et des pondérations quasi-identiques
a ce qui a été présenté a la Sous-Section 4.1.4.2. Cependant, au lieu d’effectuer la synthese
pour un controleur se réduisant a un simple gain de sortie nécessitant de mesurer «, &, h
et h, on propose ici les deux approches listées ci-dessous. Dans les deux cas, la synthese est

effectuée sans tenir compte des TCC.

1. En supposant que I'on ne dispose que de la mesure de «, on propose la mise en ceuvre
d’un controleur dynamique s’appuyant localement sur un observateur LTI d’ordre
complet de type Luenberger venant estimer l'intégralité du vecteur d’état du sys-
teme S;(0.,0). De la sorte, le contrdleur LTI prend la forme de I'Eq. (5.88) dont
on fixe la configuration nominale a dy = 0. Les parametres a ajuster sont le gain
d’observation L(0,) € R le gain intégral K;(0,) € R et le gain de retour d’état
K(0.) = |Ko(0.) Ka(0.) Kin(0.) K;(0.) Ks(0.) K46.)| € RS Limplémen-

tation améliorée du contrdleur séquencé correspond alors a (5.93).

2. En supposant que 1'on dispose de la mesure de « ainsi que de I'angle effectif de la gou-
verne (3, on propose la mise en ceuvre d’un contrdleur dynamique s’appuyant localement
sur un observateur LTI d’ordre réduit venant estimer ¢, 0k et dh. En effet, la dyna-
mique du BACT pouvant s’interpréter comme étant la mise en cascade de la dynamique
de la gouverne (ordre 2 dont les variables d’état sont 0 et 83 et la sortie est df3) avec
la dynamique de la section d’aile & proprement parler (ordre 4 dont 'entrée est 0/ et
les variables d’état sont da, dcv, Oh et 5h), supposer que 3 est mesuré permet d’estimer
directement la dynamique de la section d’aile en laissant de coté la dynamique de la gou-
verne. Ainsi, la dynamique du contrdleur correspond a celle donnée par (5.99) dans la-
quelle on substitue le du de la premiere ligne par 63, tandis que le du de la derniere ligne
correspond toujours a l’entrée de commande du systeme, i.e., 05.. De plus, les matrices
de la premiere ligne sont obtenues sur la base de la dynamique du BACT en 'absence
de la dynamique de la gouverne. La configuration nominale est fixée a 69 = 0. Les pa-
rametres ajustables sont le gain d’observation G(0,) € R3, le gain intégral K;(0,) € R
et le gain de retour Ky(8,) = Ko(6.) et Ko(6,) = [K4(6.) Ki(6.) K;(6.)] € R

L’implémentation améliorée du controleur séquencé correspond alors a (5.104), en te-
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nant compte des ajustements précédemment mentionnés dans ce paragraphe.

Pour les deux stratégies de commande, une implémentation naive ne permet pas, dii aux
TCC, de supprimer le phénomene de flutter et rend le systéme instable en suivi de référence.
On se focalise donc sur les implémentations a méme de s’affranchir du probleme des TCC.

En particulier, on procede aux trois implémentations suivantes :
1. 'implémentation velocity-based algorithm C, en supposant que ¢ est mesuré ;
2. I'implémentation velocity-based algorithm avec stratégie de pseudo-dérivation Cyey, ;
3. Iimplémentation avec stratégie de filtrage Cyery.

Dans les simulations présentées ci-dessous, la vitesse d’écoulement de I'air est de U = 16 m/s,
le parametre de pseudo-dérivation pour Cyen est fixé a € = 0.003 pour 'ordre complet et
e = 0.005 pour l'ordre réduit. Dans le méme temps, le parametre de filtrage pour Cyey est
fixé a 7 = 0.03 et 7 = 0.02, respectivement. Les résultats obtenus sont illustrés a la Fig. 5.20.
Dans les deux cas, on observe que l'implémentation C,, permet a la fois de supprimer le
flutter et d’effectuer un bon suivi de référence. Cependant, la mise en ceuvre de la stratégie
de pseudo-dérivation lorsque ¢« n’est pas mesuré requiert des valeurs du parametre de pseudo-
dérivation ¢ inférieures a 0.001 afin de fonctionner de maniere adéquate. Pour des valeurs
légerement plus élevées, on observe une nette dégradation des performances comme cela
est illustré a la Fig. 5.20. A contrario, la stratégie d’implémentation améliorée Cyey permet
d’opérer le systeme pour des valeurs du parametre de filtrage 7 plus élevées. Le comportement
obtenu sur la base de Cy et de Cyer est quasi-identique dans la phase de suivi de référence
(i.e., pour t > 10s). On constate en simulation que le facteur limitant pour le choix des
parametres € et 7 réside dans la capacité du contréleur a supprimer le flutter. La phase de
suivi de référence est quant a elle moins exigeante, tolérant des valeurs plus élevées de ces

parametres.

Finalement, la Fig. 5.21 illustre certains signaux internes de 'implémentation Cy . dans le
cas d’observateurs locaux de Luenberger. En particulier, la Fig. 5.21(a) vient confirmer que
bien que basée sur le design d’observateurs locaux, 'implémentation finale de contient pas
un observateur pour le systeme non linéaire d’origine. En effet, alors que « suit le signal de
référence r et peut donc prendre en régime permanent des valeurs non nulles, sa pseudo-
estimée contenue dans le vecteur d’état du controleur & converge invariablement vers zéro.
Cette observation est également valable pour les autres pseudo-estimations des grandeurs du
systeme avec un & s’annulant a I’équilibre, quand bien méme ce n’est pas le cas pour le vecteur
d’état du systeme x. Ce résultat est conforme aux analyses précédemment effectuées dans la
mesure ou 'annulation de & a d’équilibre est le mécanisme qui permet d’éviter I’émergence

des TCC. D’un point de vue qualitatif, I’évolution de & peut s’interpréter comme étant une
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Figure 5.20 Comparaison de la réponse du BACT en boucle fermée avec U = 16 m /s pour les
trois stratégies d’implémentation 1) velocity-based algorithm Cye ; 2) velocity-based algorithm
avec pseudo-dérivation Cye,; 3) stratégie de filtrage Cyert
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estimation de la déviation locale du vecteur d’état du systeme x relativement a son point
de fonctionnement courant. La Fig. 5.21(b) montre quant a elle que, conformément aux
analyses, le signal v converge vers zéro en régime permanent tandis que le signal de sortie u

est adéquatement généré par la composante intégrale du post-filtrage.

10 = 10 v
s / g u=g
/
< ® / ~ 0
) / )
E : 8
2 0 2
4 510
g <
s -5 ]
I Ref -20
” — Z "estimé"
-10
! ! .30 !
5 10 15 20 5 10 15 20
Temps (s) Temps (s)
(a) Comparaison de « avec son pseudo-estimé & (b) Post-filtrage

Figure 5.21 Evaluation sur le BACT de signaux internes & I'implémentation Cye,. dans le cas
d’observateurs locaux de Luenberger
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CHAPITRE 6 MODELISATION D’UNE AILE FLEXIBLE EN DIMENSION
INFINIE ET THEORIE DES OPERATEURS DE C,-SEMI-GROUPE

La flexibilité accrue des systémes aéronautiques et spatiaux, allant des avions militaires et
commerciaux aux lanceurs spatiaux et panneaux solaires des satellites, est la source de nom-
breux défis en termes de commande active des phénomenes aéroélastiques. En effet, de par
I'interaction de phénomenes aérodynamiques, élastiques et inertiels, les phénomenes aéroé-
lastiques peuvent aboutir a une sévere dégradation des performances de 'appareil, voire
compromettre totalement son intégrité structurelle. L’exemple traité jusqu’a présent dans le
cadre de cette these a été celui du BACT modélisant une section d’aile & deux degrés de
liberté. Cependant, un tel modele de dimension finie ne peut modéliser de maniere fidele la
dynamique d’une aile flexible dont le nombre de modes est infini. En effet, une aile flexible
est plus fidelement modélisée par un systeme distribué composé de deux EDP décrivant res-
pectivement la dynamique de 'aile en flexion et en torsion (Bialy, 2014; Zhang et al., 2005;
Ziabari and Ghadiri, 2010).

La Section 6.1 vise a introduire le modele de la section d’aile dont la stratégie de commande
sera investiguée dans les Chapitres 7 et 8. L’aile est supposée étre actionnée a son extrémité
par l'intermédiaire de volets permettant de générer des efforts aérodynamiques en termes de
portance et de moment de torsion. Les EDP régissant la dynamique d’un tel systéme sont
tirées de Bialy (2014). A des fins de complétude, les principales étapes de leur obtention,

reposant sur I'application du principe d’Hamilton, sont brievement détaillées.

Une fois le modele présenté, la suite de ce chapitre vise a introduire les outils mathématiques
permettant un traitement rigoureux des systémes en dimension infinie dont font partie les
EDP et les équations a retard. Plus particulierement, les outils de base de la théorie des semi-
groupes, et plus spécifiquement des semi-groupes fortement continus (généralement abrégé
sous la dénonimation Cp-semi-groupes), sont introduits (Curtain and Zwart, 2012; Pazy,
2012). La présentation de ces outils, loin d’étre exhaustive, représente le pré-requis minimal
afin d’aborder les prochains chapitres. En particulier, il sera rappelé dans quelle mesure la
théorie des Cy-semi-groupes permet d’assurer que le probléme est bien posé (well-posed) tel
que défini par Hadamard (Hadamard, 1902), i.e., 'existence d’une solution, son unicité et
sa continuité vis-a-vis des conditions initiales. Des rappels préalables portant sur les notions
de base des espaces vectoriels normés, des espaces de Banach, des espaces de Hilbert et des

espaces de Sobolev sont effectués en Annexe D.
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6.1 Modéle d’une aile flexible en dimension infinie

On présente ici les étapes principales permettant I'obtention du modele de l'aile flexible
a partir du principe d’Hamilton (Bialy, 2014). Soit une aile flexible de section uniforme
sujette a des mouvements élastiques en flexion et en torsion. On note [ € R7 la longueur
de l'aile, p : [0,{] = R* sa densité linéique, I,, : [0,1] — R son moment d’inertie linéique,
ET :[0,]] = R sa rigidité en flexion et G'J : [0,1] — R¥ sa rigidité en torsion. On suppose
qu'une masse m, € R} de moment d’inertie J; € R’ est attachée a I'extrémité de I'aile. On
consideére un systeme de coordonnées direct dont 'origine est située au centre de cisaillement
a I’emplanture de I'aile, et dont les axes = et y pointent respectivement vers 'arriere de 1’aile
et son extrémité. On note w(y,t) et ¢(y, t) les déformations élastiques en flexion et en torsion
a l'ordonnée y et a 'instant t. A des fins de simplification, le centre de gravité de la section
d’aile, le centre aérodynamique et le centre de gravité de la masse attachée a 'extrémité de
I’aile sont supposés colinéaires. On note pour la suite les dérivées spatiales et temporelles des

déplacements flexibles comme suit.

Ow 0w Pw 0o 0o 0w

E’ Wyy:aiyw wtyyzwa Cbtzaa gby:aiya gbty:(()ti(?y (6.1)

Wt =

De maniere a dériver les équations de la dynamique a partir du principe d’Hamilton, la
premiere étape consiste a évaluer les énergies cinétique et potentielle de l'aile. L’énergie

cinétique s’exprime sous la forme :

alle 2/ wt y’ Lu(y)gb?(y’t) dy? (62>

tandis que 1’énergie cinétique de la masse située a 'extrémité de 1'aile est donnée par :

T,(1) = o0, + TG0, (6.3)

L’énergie potentielle liée a la déformation élastique est quant a elle exprimée par :

=5 [ BT, (0.0 + GIw)6 1) dy. (6.4)

L’expression analytique du Lagrangien est alors donnée par £ = T3, +71s —U. Pour exprimer
le travail virtuel du systéme, on introduit L, : (0,1) x R, — R la portance et M, : (0,1) x
R, — R le moment en torsion de 'aile a 'ordonnée y et a l'instant . On note également
Lip : Ry — R et My, : Ry — R la portance et le moment en torsion générés par les volets a

'extrémité de l'aile. On note finalement 7,7, : (0,1) — R¥ les coefficients d’amortissement
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de Kelvin-Voigt. Le travail virtuel de I'aile est alors donné par :

(1) = [ Luly)dio(y, 1) + Mo(w)50(y. )y (65

- /0 l N (Y) EI(Y)Wiyy (4, 1)0wyy (v, 1) + 16 (y) G T (y) b1y (y, 1)y (y, t)dy
+ L ()0w(l, £) + Myp(£)36(1, 1).

Le principe d’Hamilton impose alors que la dynamique du systéme doit satisfaire :

t2
Vit < b, / SL(E) + 6W ()dt = 0. (6.6)

t1

Un calcul explicite (le lecteur est renvoyé a (Bialy, 2014) pour plus de détails) permet d’ob-

tenir que la dynamique de I’aile flexible est régie par les équations suivantes :

pwit + (Elwyy + Ny Elwiyy)yy = L sur (0,1) x Ry,  (6.7a)
Lyou — (GJ oy + neGJ )y = M, sur (0,1) x Ry,  (6.7b)

w(0,1) = wy(0,t) = wy,(l,t) = ¢(0,t) =0 t>0, (6.7¢c)
(Elwyy + nuElwy, ), (1) = —Lip(t) + mswi (1, 1) t>0, (6.7d)

(GJ by + neG I Py ) (1, 1) = Mip(t) — Jspu(l,t) t>0, (6.7e)

Dans cette configuration, la dynamique régissant 1’évolution des déplacements élastiques de
l'aile flexible est donnée par (6.7a-6.7b). Les conditions a la frontiere (6.7¢) sont liées au fait
que l'aile est attachée a sa base au fuselage de I'appareil alors qu’elle est libre a I'extrémité de
I’aile. Finalement, les entrées de commande impactent le systeme au niveau de la condition
a la frontiere a I'extrémité de l'aile (6.7d-6.7e). Le probléme correspond donc a celui d’un

controle a la frontiere du domaine.

Afin de pouvoir étudier de maniére rigoureuse le probléme de contrdle a la frontiere tel que
donné par (6.7a-6.7e), la prochaine section introduit les outils mathématiques de la théorie

des Cp-semi-groupes.

6.2 Théorie des opérateurs de Cy-semi-groupe

Cette section vise a introduire les principaux résultats généraux de la théorie des Cy-semi-
groupes qui seront employés dans les Chapitres 7 et 8. Des rappels portant sur les notions
de base des espaces vectoriels normés, des espaces de Banach, des espaces de Hilbert et des

espaces de Sobolev sont effectués en Annexe D.
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6.2.1 D’un exemple illustratif vers une approche intuitive de la théorie des

opérateurs de (C-semi-groupe

Cette sous-section vise, en partant de la dimension finie et sur la base d’un exemple illustratif
en dimension infinie, d’introduire les motivations et une approche intuitive de la théorie des

opérateurs de Cy-semi-groupe.

6.2.1.1 Cas de la dimension finie

Il est courant dans la théorie du controle des systemes LTI de représenter la dynamique du

systeme sous la forme d’une représentation d’état :

&(t) = Ax(t) + Bu(t), t>0, (6.8a)
y(t) = Cx(t), t>0, (6.8b)
z(0) = xg (6.8¢)

ou z(t) € R™, u(t) € R™ et y(t) € R? représentent respectivement ’état, 'entrée et la sortie
du systéme. On suppose que u : Ry — R™ est de classe C° par morceaux. La condition initiale
est quant a elle donnée par ry € R™. Les dimensions des matrices sont données par A € R™*",
B € R™™ et C' € RP*". L’équation différentielle (6.8a) représente la dynamique interne du
systeme dont la condition initiale est donnée par (6.8c). L’équation algébrique (6.8b) permet
quant a elle d’obtenir la sotie du systeme. Dans cette configuration, on parle de systéme en
dimension finie car l'ordre de la représentation d’état, qui correspond a la dimension n du
vecteur d’état, est finie. De maniere plus abstraite, et qui sera sujette a généralisation par la
suite, cette notion de dimension découle du fait qu’en interprétant les matrices A, B et C' en
tant qu’applications linéaires, i.e., A € L(R", R"), B € L(R™,R") et C' € L(R™,R™), 'espace

d’évolution en tout instant de la solution de (6.8a) est R”, i.e., un espace de dimension n.

L’une des étapes cruciales dans 1’étude de tout systeme décrit par un jeu d’équation réside
dans 'étude de sa well-posedness telle que définie par Hadamard (Hadamard, 1902) et qui

correspond aux trois points fondamentaux suivants :
1. lexistence de solutions pour toute condition initiale admissible!:
2. pour une condition initiale donnée, unicité de la solution ;
3. dépendance continue de la solution vis-a-vis de la condition initiale.

Dans le cadre général des systemes décrits par une EDO en dimension finie, la well-posedness

est assurée pour des champs de vecteurs suffisamment réguliers (& savoir localement lipschit-

1. Ce concept sera rigoureusement spécifié par la suite.
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ziens) par le théoreme de Cauchy-Lipschitz. Il permet en effet d’assurer I'existence et 'unicité
des solutions, tandis que la dépendance continue de ces derniéres vis-a-vis de la condition
initiale en est un corollaire. Ce résultat général garantit en particulier la well-posedness des
systemes LTI de dimension finie prenant la forme (6.8a-6.8¢), pour lesquels la solution expli-

cite est donnée sous la forme :
t
VE>0,  at) = eMag + / A=) By (7)dr, (6.9)
0

et ou la sortie est obtenue par ’équation algébrique (6.8b). On rappelle que pour une matrice

carrée M € C™ ", I'exponentielle de matrice est définie par? :

M= (6.10)

6.2.1.2 Transposition heuristique en dimension infinie

Bien que couvrant un large spectre d’applications, la représentation d’état en dimension
finie (6.8a-6.8c) ne permet pas de capturer I’ensemble des modeles LTI décrivant 1’évolution
de certains systemes. Un exemple classique d’une telle situation réside dans les systeémes
distribués décrits par des EDP. On peut également mentionner le cas des systemes a retard,
c’est-a-dire de systemes modélisés par des équations différentielles linéaires incluant des délais.
De maniere a motiver 'introduction de la théorie liée aux systéemes LTI en dimension infinie,
considérons le cas classique (Curtain and Zwart, 2012, Exemple 2.1.1, page 13) d’une barre
métallique de longueur unitaire® que I'on chauffe sur I'intégralité de sa longueur. L’équation

modélisant ce probleme est donnée par :

0z 0%z

Wt = 05 (y,8) +u(y, 1), (y,t) € (0,1) x Ry, (6.11a)
2(y,0) = 20(y), y € (0,1), (6.11D)
0z 0z

had ="(1.4) = R A1
ay(O,t) ay( ) =0, teRy, (6.11c¢)

ou z(y,t) représente la température de la barre a la position y et a l'instant ¢, z est le
profile initial de température et u(y,t) est le flux de chaleur injecté a la barre a la position
y et a U'instant ¢. Ainsi, (6.11a) représente la dynamique d’évolution de la température de la

barre, (6.11b) est la condition initiale et (6.11c) correspond aux conditions a la frontiere en

2. La convergence de la série est assurée car absolument convergente dans ’espace de Banach C"*".
3. Cette hypothese n’est pas restrictive dans la mesure ot un changement de variable dans la dimension
d’espace permet de ramener 1’étude d’une barre de longueur [ > 0 quelconque a celle d’une barre unitaire.
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I'absence de flux de chaleur passant aux extrémités de la barre. En comparant (6.8a-6.8¢) et
(6.11a-6.11c), il semble raisonnable de chercher a écrire (6.11a-6.11c) sous la forme abstraite

suivante :

2(t) = Az(t) + Bu(t), te Ry, (6.12a)
2(0) = zo (6.12b)

avec les opérateurs A = d?/d?y et B = I, et ou pour tout ¢ > 0, 2(t) : [0,1] — R est une
fonction suffisamment réguliere. Dans cette premiere approche, on ne définit pas de maniere
rigoureuse les opérateurs. Il est en effet nécessaire de spécifier les ensembles de départ et
d’arriver, ainsi que les métriques associées et le sens des opérateurs de dérivation suivant les
variables temporelle ¢ et spatiale y. Ces points seront abordés de maniere plus détaillée par

la suite.

Sur la base de la formulation abstraite (6.12a-6.12b), on est tenté de chercher une solution
du probléme sous une forme analogue a celle donnée en dimension finie par (6.9). En effet,
une théorie portant sur les systéemes en dimension infinie doit, pour étre consistante avec les
résultats usuels en dimension finie, I’englober. Le point crucial est ici d’identifier ce qui va
pouvoir jouer le réle du terme « e ». Autant en dimension finie ce terme correspond & une
exponentielle de matrice dont la définition est simplement donnée par (6.10), autant définir
I'exponentiel d'un opérateur tel que A = d?/d?y n’est pas une tache aussi aisée. Dans le
cas particulier ou I'opérateur linéaire A, défini et a valeur dans le méme espace de Banach
E, est borné?, ce que I'on note A € L(E), la définition de I'exponentielle de matrice (6.10)
s’étend de maniere directe. En effet la convergence de la série dans L(E) est assurée de par
la convergence absolue de la série et la complétude de I'espace. Cependant, dans la grande
majorité des cas d’intérét, 'opérateur A est non borné ce qui rend inapplicable une telle

approche.

De maniére a intuiter un résultat pertinent dans le cadre de (6.11a-6.11c), on peut dans un
premier temps chercher une solution de I’équation homogene (i.e., pour v = 0) de maniere
heuristique par la méthode de séparation des variables. Pour cela on pose a priori z(y,t) =
f(t)g(y). En injectant dans I’équation (6.11a) et en tenant compte des conditions a la frontiere
n?m2t

(6.11c), on obtient une solution de la forme z,(y,t) = e~ cos(nmy) ou n € N. De maniere

heuristique (i.e., sans se soucier de la convergence de la série), par linéarité de ’équation

4. Le terme borné renvoie dans le cadre des opérateurs linéaires & la notion de continuité. La notion de
borné au sens classique des fonctions n’a dans ce contexte que peu d’intérét dans la mesure ou les applications
sont linéaires et donc le seul opérateur borné au sens classique du terme est ’opérateur nul.
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différentielle, on peut envisager des solutions homogenes sous la forme :
s 2.2
=Y e cos(nmy), (6.13)

olt o, € CN est sélectionné de manieére & tenir compte de la condition initiale (6.11b). Pour
cela, on suppose que zg € L*(0,1) équipé de son produit scalaire naturel (f,g) g)r2o,1) =
JEF(©)g(€)dE, dont on sait qu'une base de Hilbert possible est donnée par la famille {y —
1} U {y = V2cos(nmy),n € N*} (cf. Définition D.9 est les explications qui en découlent).

Ainsi, on a que
20 = (20, 1) 12(0,1) Z 20, V2 cos(nm+)) 12(0,1) V2 cos(n), (6.14)

ol I'égalité précédente est valable dans L?(0,1). En prenant ¢ = 0 dans (6.13), de par uni-
cité des coefficients dans une base de Hilbert, on obtient que oy = (20,1)7200,1) et a;, =

2(zp, cos(nm+)) 12(0,1), n > 0. On définit alors la fonction de Green® comme étant :

gt y, &) =142 e ™t cos(nary) cos(naf). (6.15)
On déduit alors de (6.13) et en inversant formellement série et intégrale que :

Snt) = [ ot 2010 (6.16)

oll pour tout ¢ > 0 I’égalité a lieu dans L?(0,1). En comparant ce résultat & celui obtenu
en dimension finie (6.9) lorsque u = 0, on observe que le role joué en dimension finie par le

terme e?? est ici remplacé par un terme intégral pondéré par une fonction de Green.

En tenant compte de l'entrée de commande, I’analogie avec (6.9) permet alors de deviner
pour u(t,-) € L*(0,1) la solution de (6.11a-6.11c) sous la forme :

)= [ ot 02O+ [ [ ot~ s,p.0ule s)agds, (6.17)

oll pour tout ¢ > 0 'égalité précédente est valable dans L?(0,1). Un calcul heuristique semble

alors indiquer que (6.17) est bien solution de (6.11a-6.11c).

De maniere a pouvoir justifier de maniere rigoureuse les développements précédemment ef-

fectués de maniere heuristique, il est nécessaire d’introduire le probleme dans un cadre plus

5. La définition de la fonction de Green renvoie a la notion de réponse impulsionnelle en théorie de la
commande, également appelée solution fondamentale dans le cadre de la théorie des distributions.
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formel. Reprenons le systeme tel que décrit sous forme abstraite (6.12a-6.12b) et spécifions
de maniére précise les opérateurs sous-jacents pour le probleme (6.11a-6.11c). Il serait a pre-
miere vue tentant de choisir 'espace d’état, correspondant a la distribution de température
le long de la barre, comme étant I'ensemble des fonctions de classe C?([0,1];R) puisque la
dérivée spatiale intervient deux fois dans (6.11a). Dans le méme temps, il semble naturel
d’un point de vue physique de mesurer ’énergie du systéme en termes de la norme-2 du
signal 2, i.e., [|2(t, )|l z2(0,1) = ( o 22(t, §)d§)1/2. Un tel choix meéne cependant a une impasse
dans la mesure o certes (C%([0,1];R), ||| L2(0.1)) st un espace vectoriel normé, mais n’est
pas un espace de Banach. Or, comme on le verra par la suite, et de maniere analogue a ce
qui se passe en dimension finie pour le théoréme de Cauchy-Lipschitz®, le caractére complet
de I'espace de travail est indispensable dans le cadre de la théorie des Cy-semi-groupes afin
d’établir les propriétés de well-posedness. Pour cette raison, on va plutot travailler dans I’es-
pace de Hilbert # = L?(0, 1) équipé de son produit scalaire naturel (cf. Théoréme D.2). Une
raison secondaire” qui incite & travailler dans cet espace réside dans les calculs heuristiques
précédemment effectués. En effet, la détermination des coefficients «a,, de (6.13) fut rendue
possible par 1’écriture de la condition initiale dans une base de Hilbert de H, confére (6.14).
Ce choix n’est néanmoins pas sans conséquence dans la mesure ou il n’est pas possible de
donner un sens au terme d?f/d%y pour tout élément f € L*(0,1) et donc de définir 'opéra-
teur A = d?/d%y sur H tout entier. Pour contourner cette difficulté, on délaisse la notion de
dérivée telle que définie au sens classique au profit de la notion de dérivée faible (cf. Défini-
tion D.20) telle que définie dans le cadre de la théorie des distributions. Ainsi, 'opérateur de
dérivation spatiale d/dy renvoie a cette notion de dérivée faible, inscrivant de maniére natu-
relle le probleme étudié dans le cadre des espaces de Sobolev (cf. Définition D.21) (Brezis,
2010; Evans, 1997). L’intérét d’une telle opération est double. Premiérement, cela permet de
considérer une notion de dérivée dans un sens plus large que celle au sens classique. Deuxie-
mement, les espaces de Sobolev pour les fonctions de carré intégrable, lorsque équipés de leur

produit scalaire naturel, sont des espaces de Hilbert.

Sur cette base, on peut a présent introduire de maniere rigoureuse le probleme sous forme
abstraite. Plus spécifiquement, le probléme (6.11a-6.11c) est reformulé sous la forme abstraite
(6.12a-6.12b) ot1 'espace de travail est I'espace de Hilbert H = L?(0,1) équipé de son produit

6. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz se démontre sur la base du théoréme du point fixe qui requiert que
I’espace de travail soit complet, ce qui est toujours le cas pour un espace vectoriel de dimension finie sur le
corps des réels ou des complexes.

7. Qui en réalité découle de la premiere mais permet d’avoir une certaine intuition du choix effectué.
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scalaire naturel. L’opérateur non borné A est défini par :

A: DACH — H

d2f (6.18)
! By
sur le domaine D(A) C H donné par :
d d d
D(4) = {f € HY(0,1) : d‘g];(O) - dgu) 0, f. dg e AC[D, 1]}, (6.19)

ou H?(0,1) désigne l'espace de Sobolev constitué des fonctions de L?(0,1) admettent des
dérivées faibles elles mémes dans L2(0,1) jusqu’a lordre 2. L’opérateur B est quant & lui

défini comme étant I'identité sur H, i.e., B = I.

Les conditions a la frontiere (6.11c) sont spécifiées sous forme abstraite en étant introduites
dans le domaine de définition de l'opérateur A. Dépendamment du probleme étudié, tout
ou une partie de ces conditions a la frontiere peuvent également étre inclus directement
dans la définition de I'espace de travail. En outre, dans le cadre de la théorie des fonctions
p-intégrables, et de surcroit des espaces de Sobolev, une fonction n’est pas bien définie a
sous-ensemble de mesure nulle pres. Pour illustrer cela, considérons le cas d’une fonction
f € H'0,1). Cette notation constitue en réalité un abus dans la mesure ou f n’est pas
directement un élément de H'(0,1), au contraire de sa classe d’équivalence [f] € H?(0,1)
qui correspond a ’ensemble des fonctions qui ne différent de f que sur un sous-ensemble de
mesure nulle, i.e., les rendant indistinguables du point de vue de la théorie de I'intégration 2.
Des lors, imposer par exemple la contrainte g(0) = 0 a toutes les fonctions de la classe
d’équivalence de f, i.e., pour tout g € [f], n’a pas de sens dans la mesure ou la valeur
9(0) de la fonction g n’est pas définie en tant que telle de par son appartenance a la classe
d’équivalence [f]. Pour contourner ce probléme, on fait porter la condition & la frontiére sur
une fonction suffisamment réguliere de la classe d’équivalence. En particulier, on sait par le
Lemma D.8 que H'(0,1) € ACJ0, 1] dans le sens ou pour tout [f] € H'(0,1), il existe une
unique fonction g € AC[0, 1], i.e., une fonction absolument continue, telle que g € [f] (ou,
en d’autres termes, telle que f "2 g). La condition a la frontiere est alors imposée sur cet
élément suffisamment régulier et unique g, pour lequel la valeur g(0) est ainsi parfaitement

définie. C’est pour cette raison qu’il est mentionné dans la définition du domaine D(A), en

8. L’introduction de telles classes d’équivalence est requise puisque pour une fonction f p-intégrable,

1/p .p.
( fol |fP (E)df) = 0 implique que la fonction f est simplement nulle presque partout, i.e., f "2 0, mais
avec en général f = 0. Des lors, pour assurer que l'intégrale précédente définit bien une norme il ne faut pas
distinguer, du point de vue de l'intégration, deux fonctions qui sont égales presque partout.
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assimilant par commodité une fonction et sa classe d’équivalence, que les conditions a la

frontiere portent sur le représentant de la classe d’équivalence qui est absolument continu.

Ainsi, 'opérateur A n’est pas défini sur H tout entier, mais seulement sur un sous-espace
restreint pour lequel la notion de dérivée seconde au sens des distribution est bien définie. A
ce stade, il pourrait a premiere vue étre tentant de réduire 1'espace de travail ‘H au simple
sous-ensemble D(A). Cependant, I'espace D(A) équipé du produit scalaire (-,-)z2(,1) n’est
pas complet (D(A) est dense dans L?(0,1) muni de son produit scalaire naturel), rendant

inapplicable les outils théoriques sur ce sous-espace.

A présent que les opérateurs ont été définis de maniére rigoureuse, il est nécessaire de revenir
sur le sens a donner a la dérivée temporelle apparaissant dans le membre de gauche de
équation (6.12a). Travaillant dans Pespace de Hilbert (L*(0,1), (-, )r2(0,1)) la métrique de
'espace est naturellement définie par la norme associée || - [[12(0,1). Des lors, le terme de
dérivation temporelle Z a un instant ¢ > 0 fixé ne peut étre interprété que dans le sens de
Iexistence d'un élément de L?(0,1), noté 2(t), vérifiant :

2(t+h) —2(t) .
=20

— 0. (6.20)

£2(0,1) h—0

Ainsi, alors que le probleme EDP était initialement formulé sous la forme de dérivées partielles
classiques (6.11a-6.11c), le probléme mis sous forme abstraite s’interprete en réalité en termes
de dérivées faibles au sens des distributions pour la variable spatiale, et en termes de dérivée
de Fréchet relativement a la norme de I'espace d’état H pour la variable temporelle. Cette
différence de nature est cruciale afin d’interpréter correctement les résultats obtenus dans la
cadre de la théorie des C-semi-groupes, dans la mesure ou une solution de la formulation
abstraite ne fournit pas, en général, une solution au sens classique des dérivées partielles
usuelles (Curtain and Zwart, 2012, Exemple A.5.28 en page 630). Ainsi, en supposant que
la condition initiale zy € D(A), une solution classique de la forme abstraite est une fonction

2z € C'(Ry, D(A)) NCH Ry, H) vérifiant (6.12a-6.12b).

Sur la base des développements heuristiques précédemment menés, on peut deviner que
'analogue du terme « e’ » en dimension finie est donné par la famille d’opérateurs T'(t) €
L(H) définie pour tout ¢ > 0 par :

Tt) : H — H

X (6.21)

oll g est la fonction de Green définie par (6.15). On dira par la suite que (T'())ier, est le

Co-semi-groupe généré par 'opérateur A sur H. Dés lors, dans le cas homogene (i.e., u = 0),
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la solution initialement écrite sous la forme (6.16) se réinterpreéte sous la forme :
vVt >0, z(t) = T(t)zo, (6.22)

tandis que dans le cas non homogene avec u(t) € H pour tout ¢ > 0, on a a partir de (6.17)
que
¢
VE>0,  2(t)=T(t)z + / T(t — 5)Bu(s)ds. (6.23)
0

En comparant ce résultat intuité a celui usuellement rencontré en dimension finie (6.9), on

4t en dimension finie a été remplacée par le Cy-semi-

note que I'exponentiel de matrice « e
groupe (T'(t))ier, généré par 'opérateur A sur H. Cet exemple montre ainsi la nécessité de
générer le concept d’exponentiel de matrice dans le cadre d’opérateurs non bornés définis sur
des espaces de dimension infinie. L’étude de cette généralisation est le coeur de la théorie des

opérateurs de C-semi-groupe.

6.2.1.3 Approche intuitive des C)-semi-groupes

Afin de donner une approche intuitive du concept de Cy-semi-groupes, supposons que zg € H
est la condition initiale d'un systéme LTI homogene (i.e., sans entrée de contrdle) dont I'espace
d’état est 'espace de Hilbert (H, ||-||) de corps de base K = R ou C, possiblement de dimension
infinie. Supposons que le probléme ainsi étudié est well-posed sur R, ;| c’est-a-dire que 1’on a
I'existence et 1'unicité de la solution Ry 3 ¢ — 2(t;29) € H pour toute condition initiale 2,
(i.e., 2(0; z9) = 20) et que cette solution dépend continument de la condition initiale. L'unicité

de la solution permet alors de définir pour tout ¢ > 0,

Tt) : H —» H

zo — 2(t;20) (6.24)

donnant lieu a z(t;z9) = T'(t)zo. En particulier, on obtient pour toute condition initiale z,
que T(0)zp = 2(0; 29) = 2o, i.e., T(0) = Iy.

Par linéarité, t — az(t,2}) + Bz(t, 22) est solution du probléme pour la condition initiale
azl 4+ 22 ot a, B € K. Par unicité de la solution, on obtient que pour tout ¢ > 0, z(¢; azy +
B22) = az(t,z}) + Bz(t,22), ie., T(t)(azy + B22) = aT(t)z} + BT(t)z2. On en déduit la
linéarité de T'(t) pour tout ¢ > 0. La dépendance continue vis-a-vis de la condition initiale z,
entraine alors la continuité de T'(t), d’ou T'(t) € L(H).

Sur la base du caractere temps invariant du systeéme et de I'unicité des solutions, z(t + s; 2)

coincide avec z(t; 2(s, 29)). Cela traduit le fait que 1'état atteint a l'instant ¢+ s & partir de la
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condition initiale z, coincide avec I’état atteint a 'instant ¢ & partir de la condition initiale
z(s, zp). Ainsi, pour toute condition initiale zo, T'(t 4+ s)zo = 2(t + s;20) = 2(t; 2(s, 20)) =
T(t)z(s,20) = T(t)T(s)z0. On aboutit au résultat T'(t + s) = T'(t)T(s) pour tout t,s > 0.

Cette propriété donne lieu au terme « semi-groupe » dans l'expression « C-semi-groupe ».

On impose finalement une condition de régularité supplémentaire en supposant la continuité
de la solution a l'instant initial. En d’autres termes, on suppose que z(t, zq) — 2. Cela
t—0
se traduit par ||T(t)zo — 20| —+ 0 pour tout zo € H. Cette propriété donne lieu au terme
t—0

« fortement continu », abrégé en « Cy », dans 'expression « Cp-semi-groupe ».

Les propriétés générales que 1'on vient d’intuiter sur la base du comportement attendu d’un
systeme LTI homogene sont a la base de la définition des opérateurs de C-semi-groupe tels

que définis dans la prochaine sous-section.

6.2.2 Définition et propriétés fondamentales des opérateurs de Cy-semi-groupe

Sur la base des éléments présentés précédemment, on définit la notion de Cjy-semi-groupe
de la fagon suivante. Dans ce qui suit, H désignera un espace de Hilbert séparable (réel ou

complexe) dont le produit scalaire associé est noté (-, -) et la norme induite || - || = 1/(-, ).

Définition 6.1 Un semi-groupe fortement continu, ou Cy-semi-groupe en abrégé, sur un

espace de Hilbert H est une fonction

t = T(t) (6.25)

satisfaisant les propriétés suivantes :
1. T(t+s) =T(t)T(s) pour toutt,s > 0;
2. T0)=1Iy;

3. || T(t)z0 — 20]| —> 0 pour tout zy € H.
t—0+

On a vu que cette définition a été posée de maniere a pouvoir généraliser I’exponentielle de
matrices. L’exemple qui suit vient confirmer que le concept de Cy-semi-groupe en est effet

bien une généralisation.

Exemple 6.1 Soit un opérateur A € L(H) fizé. Définissons pour tout t > 0,

A < (Ab)F
et =3%" o

k=0

(6.26)
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On vérifie tout d’abord que la définition précédente a un sens et donne lieu a un élément de

L(H). Pour cela, notons que

(At)*
k!

>

k=0

Z ||A’“||1t’c <3 (||f]1€|||t)k _ Al - o (6.27)

k=0

La série est donc absolument convergente. L’espace L(H) étant complet pour la norme induite

par lespace de Hilbert H, on en déduit la convergence de la série dans L(H).

On vérifie a présent que Ry > t — e € L(H) est un Cy-semi-groupe. Par convergence

absolue de la série, on a pourt,s > 0 par le produit de Cauchy ,

k=0 k=0 1=0

00 k oo l oo k k-1 00 k k
pAtpAs _ Z (At'> Z (A;S) _ AS) Z A Z k=l
k! = [! ! - D! prs ! =
= Z k' (t+s)F = eMH) - (6.28)

A-0

On vérifie directement a partir de la définition que e = Iy. Finalement, pour tout zg € H,

k k
|AH t — (Il

e

1 — 0 6.29
)Izoll o (6.29)
par continuité de la fonction exponentielle définie sur les nombres réels.

La derniére équation montre en réalité que la condition plus forte ||e?t — |y — 0 est
t—0

vérifiée. On a donc une « uniformité » du caractere continu du semi-groupe. En reprenant les

éléments de la Définition 6.1, lorsque le troisieme point peut étre remplacé par la condition

plus stricte ||T'(t) — I||x 2 0, on parle de semi-groupe uniformément continu.
t—

L’exemple 6.1 montre que la définition du concept de Cp-semi-groupe englobe I’exponentielle
de matrice, et plus largement ’exponentielle d'un élément quelconque de £(H). Cependant, le
concept de Cp-semi-groupe permet d’englober un bon nombre d’autres configurations. L'une

de ces configurations, comptant parmi les plus fondamentales, est donnée ci-dessous.

Exemple 6.2 (Curtain and Zwart, 2012) Soit {¢,, n > 1} une base de Hilbert d’un espace
de Hilbert séparable® H sur le corps des nombres complexes. Etant donnée une suite (A )p>1 €
C" telle que

M = sup Re(\,) < oo, (6.30)

n>1

9. Le caractere séparable (cf. Définition D.10) permet d’assurer ’existence une base orthonormale dénom-
brable.
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on introduit pour tout t > 0 et tout z € H,
Bz =3 Mz, b (6.31)
k=1

On vérifie premiérement que cette définition a bien un sens. La théorie générale des espaces
de Hilbert (cf. Lemma D.4) assure que pour z € H quelconque, la série des |{z, gp)|* est
convergente. On déduit de Mz, ¢p)|> < 2MY(z, pp)|? que la série des |eM(z, gp)|? est
convergente, et donc que la série des eM'{z, ¢p.)¢r converge dans H. Le terme T(t)z est donc
bien défini en tant qu’élément de H pour toutt > 0 et tout z € H. La linéarité de T(t) découle
alors de celle 1) du produit scalaire par rapport d la premiére entrée ; 2) de la somme; 3) du

passage a la limite. De plus, ce qui précéde montre que ||T(t)z| < e2MY||z||, d'ou T(t) € L(H).

Vérifions que T : Ry — H est bien un Cy-semi-groupe. Tout d’abord, pourt,s >0 et z € H,
s)z = Z eMUT(s5)z , Ok) Ok

= ZeAkt<Zem z, ¢lv¢k> o

o0

SN E L i) (¢, i) D
=1

=1

ol

ST M (2 dr) i
k=1

(t+s)z, (6.32)

Il
S~

ot il a été utilisé la linéarité et la continuité du produit scalaire relativement a sa premiéere
entrée. La théorie générale des espaces de Hilbert assure que T'(0) = Iy (découle de l’écriture
d’un élément de l’espace dans une base de Hilbert). Finalement, la continuité forte découle
du fait que pour z #20, N e N* et t <t; =1,

IT(t)z — 2||* = Z e = 117 (z, o) |”

o0

< sup [N — 1] Z| NN Gt S VD D (C (6.33)

1<k<N k=N+1
Soit € > 0. La série des |{z, ¢p)|* étant convergente, il existe N € N* tel que

> 1P < 3o (6:31)

k=N+1



241

Pour un tel N fixé, par continuité de la fonction t — sup |eM! — 1)? qui est nulle en t = 0,

1<k<N
il existe n € (0,t1) tel que pour tout 0 <t <,
sup |eM — 12 < S (6.35)
1<k<N 2|z[2
On obtient donc que pour tout 0 <t < n,
IT(t)z — 2| < Z (2, 66+ (M0 + 1) e —— <e. (6.36)

2H 12 = 2(eMh 4 1)2 —

Cela démontre le caractére fortement continu de T(t). On a bien montré que T forme un

Co-semi-groupe.

Introduisons un dernier exemple, que I'on ne détaillera pas (le lecteur intéressé est renvoyé
a (Curtain and Zwart, 2012) pour un traitement exhaustif). Cet exemple est celui dit du

décalage a gauche, qui joue un role essentiel dans la théorie des systemes a retard.

Exemple 6.3 Soit H = L*(0,00) l’espace de Hilbert des fonctions intégrables sur [0, 00) doté

de son produit scalaire usuelle. Alors, ['opérateur de décallage a gauche
(T'(t)h)(z) =h(t+z), he H, t >0, x >0, (6.37)

est un Cy-semi-groupe.

On a donc vu a travers quelques exemples que la définition de Cy-semi-groupe permet d’en-
glober un grand nombre de configurations généralisant le concept d’exponentiel de matrice.
En outre, les Cy-semi-groupes jouissent d’un certain nombre de propriétés qui sont résumées

dans le prochain théoréme.

Théoreme 6.1 (Curtain and Zwart, 2012) Soit T(t) un Cy-semi-groupe sur un espace de

Hilbert H. Les propriétés suivantes sont vérifiées.
1. ||T(t)|| est borné sur tout sous intervalle de [0, 00) de longueur finie.

2. T(t) est fortement continu pour tout t € [0,00), i.e., Vo € H, la fonction t — T(t)x

est continue sur R .

1
3. Pour tout v € H, — f(f T(s)zds @

log [|[T'(¢ log || T'(¢
4. Enposantwozi ngHt()H naw oztlimogu()n<oo.
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5. Pour tout w > wy, il existe M,, € R, tel que pour tout t > 0, ||T(t)|| < M,e“".

La constante wy est appelée le taux de croissance (growth bound) du semi-groupe.

Il est a souligner que l'intégrale intervenant dans le troisieme point du Théoreme 6.1 porte
sur une fonction de variable réelle mais a valeur dans un espace de Hilbert. Ainsi, I'intégrale
est ici a interpréter au sens de 'intégrale de Bochner, qui est une généralisation de 'intégrale

de Lebesgue aux fonctions a valeur dans un espace de Banach (Phillips and Hille, 1957).

En reprenant 'Exemple 6.3, il est aisé de voir que ||T'(¢)h|| < ||h|| pour tout h € L*(0, 00), i.e.,
|T(t)|| < 1. Par définition, on a donc que wy < 0. Supposons par I'absurde que wy < 0. Par
définition de wy, il existe alors ¢y > 0 tel que ||T'(to)|| < 1. En prenant h = 1p, 441] la fonction
caractéristique de l'intervalle [ty , to+1], ona (T'(to)h)(x) = 1y, 1941 (to+2) = Lo, 1(x). Ainsi,
1 =||T(to)h| < ||h]| =1, ce qui donne la contradiction souhaitée. On a donc bien que wy = 0.

Une approche similaire permet de montrer que dans le cas de I’'Exemple 6.2, wy = sup Re(A\,).
n>1

6.2.3 Générateur infinitésimal d’un Cj-semi-groupe

A présent que le concept de Cy-semi-groupe a été introduit, on aborde la question du gé-
nérateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe. Pour cela, rappelons que la définition de C)-
semi-groupe a été introduite de maniere a pouvoir décrire de maniere satisfaisante 1’évolu-
tion temporelle d’un systeme LTI autonome. Des lors, on cherche a interpréter la fonction
t — T(t)z comme étant une solution d'une équation différentielle sous forme abstraite. Ce-
pendant, ayant simplement supposé la continuité de T'(t)z, il n’est en général pas possible de

dériver T'(t)z pour tout élément z € H. Pour cette raison, on introduit la définition suivante.

Définition 6.2 Le générateur infinitésimal A d’un C°-semi-groupe sur un espace de Hilbert
H est défini par

T(t)z —
Az = Jim LWZ=2 (6.38)
t—0+ t
sur le domaine D(A) donné par
T(t)z —
D(A) = {z €H : lim )z =2 existe} : (6.39)
t—0+ t

En appliquant la Définition 6.2 il est par exemple aisé de montrer dans le cadre de I’Exemple 6.1
que le générateur infinitésimal de e avec A € L(H) est A sur H tout entier. Cependant, la
Définition 6.2 ne permet pas en général de calculer de maniere directe et explicite le générateur
infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe. Une méthode indirecte, généralement plus performante,

sera mentionnée par la suite.
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Les principales propriétés du générateur infinitésimal d'un C%-semi-groupe sont résumées dans

le prochain théoreme.

Théoréme 6.2 (Curtain and Zwart, 2012) Soit T(t) un Cy-semi-groupe sur un espace de

Hilbert H. Les propriétés suivantes sont vérifiées.

1. Pour tout zg € D(A), T(t)zo € D(A) pour tout t > 0.
d(T'(t)2)
dt

3. T(t)zo — 2 = fy T(s)Azods pour tout zy € D(A).
4. Pour tout t > 0 et tout zg € H, [y T(s)zods € D(A). I s’en suit que D(A) est dense
dans H.

2. = AT (t)zo = T(t) Az pour tout zg € D(A) et t > 0.

5. A est un opérateur linéaire fermé'°.

Le Théoréme 6.2 assure donc que si zg € D(A), la trajectoire de t — T'(t)zy reste dans D(A)
et que z(t) = T'(t)zo est solution de I’équation différentielle abstraite 2 = Az. Ces résultats
seront au fondement du concept de well-posedness présenté dans la Sous-Section 6.2.5. De
plus, bien que la définition 6.2 du générateur infinitésimal A n’offre a priori aucune garantie
quant au fait que D(A) n’est pas vide, il s’avere que c’est effectivement bien le cas pour tout

Cy-semi-groupe et que de surcroit cet ensemble est dense dans H.

Par unicité de la limite dans un espace vectoriel normé, le générateur infinitésimal d’un
Co-semi-groupe est unique. A contrario, il est 1légitime de se demander si le générateur infi-
nitésimal permet de déterminer de maniere unique le Cy-semi-groupe d’origine. La réponse

est positive, telle que formulée par le prochain théoreme.

Théoréme 6.3 (Luo et al., 2012) Soient T(t) et S(t) deux Cy-semi-groupes sur un espace
de Hilbert H. On note A et B leurs générateurs infinitésimaux respectifs. St A = B, alors
T(t) = S(t) pour tout t > 0.

Si le générateur infinitésimal A d'un Cy-semi-groupe T'(t) est tel que D(A) = H, puisque A est
un opérateur linéaire fermé (Théoreme 6.2), le théoreme du graphe fermé (cf. Théoreéme D.5)
assure que A et borné et donc A € L(H). L’unicité du Cy-semi-groupe associé a un générateur
infinitésimal tel que formalisé par le Théoréme 6.3 assure alors que T(t) = e*. Or, comme
préalablement mentionné, la théorie des Cy-semi-groupes vise a étendre le concept d’expo-
nentielle au cas d’applications linéaires qui ne sont pas continues. Ainsi, dans la majorité des

cas de figure, 'opérateur A qui est étudié n’est pas borné, de sorte que D(A) & H.

10. Confere Définition D.16.



244

On rappelle que pour un opérateur A : D(A) C H — H, le résolvant de A, noté p(A), est
défini par :

p(A) = {/\ € C : My — A: D(A) — Hest bijective, (M — A)~' € E(H)} (6.40)

On définit alors pour A € p(A) Popérateur résolvent R(A\, A) = (Al — A)~! du générateur
infinitésimal A. Cet opérateur joue un role prépondérant dans les théoremes de génération
de Cj-semi-groupes exposés ci-dessous. Cela provient en particulier de la connexion entre

Iopérateur résolvent et la transformée de Laplace d'un C-semi-groupe.

Théoréme 6.4 (Curtain and Zwart, 2012) Soit T(t) un Cy-semi-groupe sur un espace de
Hilbert H. Soient A son générateur infinitésimal et wy son taux de croissance. Pour R(\) >
w > wp, on a que X\ € p(A). De plus, pour tout z € H, on a les résultats suivants.
1. RO\ A)z = [0 e MT(t)zdt.
< v
I'= Re(N\) —w
3. Pour a € R, algroloaR(a, Az =z.

2. |R(\, A)

ou M, est donné par le Théoréeme 6.1.

Le Théoreme 6.4 joue un role fondamental dans la théorie des Cy-semi-groupes, permettant
d’interpréter I'opérateur résolvant du générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe T'(t) en
tant que transformée de Laplace de T'(t). De plus, ce théoréme donne un moyen pratique
indirect de calculer le générateur infinitésimal d'un Cp-semi-groupe. C’est par exemple le cas
pour 'Exemple 6.3 (Curtain and Zwart, 2012)[Exercice 2.14]. En effet, on a vu que dans ce
cas wy = 0. Cela permet a partir du point 1 du Théoréme 6.4 de calculer de maniere explicite

I'opérateur résolvant R(«, A) pour tout o > 0 :
Vh € L*(0, 00), Vz € [0, 00), (R(a, A)h)(x) = e** /Oo e “Th(r)dr. (6.41)

En utilisant le fait que D(A) = Im(R(«, A)) pour a > 0, une analyse attentive permet alors

de montrer par double inclusion que

D(A) = {f € L*(0,00) : jii € L*(0,00), f € ACJ[a,b] pour tout 0 < a < b < oo} . (6.42)

On déduit alors de cette analyse que A = d/dx.
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6.2.4 Théoremes de génération des Cj-semi-groupes

A présent que les principaux résultats généraux portant sur les Cp-semi-groupes et leur gé-
nérateur infinitésimal ont été introduits, on se pose la question de la génération d'un Cp-
semi-groupe a partir d’'un opérateur A donné. En effet, pour un probleme a étudier du type
%2 = Az, on verra dans la prochaine sous-section que les propriétés d’existence et d’unicité des
solutions sont intimement liées a l’existence d’un Cp-semi-groupe dont le générateur infinitési-
mal est A. La nécessité de pouvoir établir si un opérateur A donné génere un Cy-semi-groupe

revét donc un caractere primordial.

6.2.4.1 Théoréme de Hille-Yosida

La caractérisation des opérateurs A définis sur un espace de Hilbert générant un Cy-semi-
groupe est fournie par le théoreme de Hille-Yosida, pilier central de la théorie des opérateurs

de Cy-semi-groupe.

Théoréme 6.5 (Théoréme de Hille-Yosida) (Curtain and Zwart, 2012) Soit H un es-
pace de Hilbert et A : D(A) C H — H un opérateur. A est le générateur infinitésimal d’un

Co-semi-groupe T'(t) sur H si et seulement si
1. A est fermé et densément défini (i.e., D(A) dense dans H);

2. il existe M,w € R tels que pour tout nombre réel o > w, a € p(A) et

M

* A < ————.
Ve € N 1B, AY | <

(6.43)
Dans ce cas, ||T(t)]| < Me*t.

Contrairement a une large majorité des théoremes d’existence de solutions dans le cadre
d’équations différentielles, la démonstration du théoreme de Hille-Yosida ne repose pas sur
I'un des nombreux théoremes du point fixe. Elle repose sur une approximation de I'opérateur
A par les opérateurs bornés A, = a?R(a, A) — aly € L(H) lorsque o > w. En effet, pour
z € D(A), il est aisé de voir que A,z = aR(a, A)Az —2 Az d’aprés le Théoréme 6.4.
En définissant alors le Cp-semi-groupe T,(t) = e?e! généré par Popérateur borné A,, la
démonstration du théoréeme consiste dans un premier temps a montrer qu’en faisant passer
T.(t) & la limite lorsque o« — o0, on peut définir un Cy-semi-groupe T'(t). Dans un second
temps, la démonstration se réduit a montrer que le générateur infinitésimal de T'(¢) coincide

avec 'opérateur A d’origine.
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6.2.4.2 ()-semi-groupe de contraction et theoréme de Liimer-Phillips

Bien que fournissant une caractérisation complete des opérateurs générant un Cy-semi-groupe,
le Théoreme de Hille-Yosida est en général difficile a appliquer de maniere directe. Cela est
principalement dii & la nécessité de vérifier la condition (6.43) pour tout o > w et tout r € N*.
Il est cependant & noter qu'un cas simple d’application est lorsqu'un M € [0, 1] peut étre
trouvé tel que pour tout a > w, ||R(cr, A)|| < M/(a—w). En effet, on a dans ce cas pour tout
a>w et tout r € N*, [|[R(a, A)"|| < ||R(e, A)||" < M" /(v — w)" < M/(av — w)". Ce résultat
est I'une des principales motivations amenant a introduire le concept de Cy-semi-groupe de

contraction.

Définition 6.3 Un Cy-semi-groupe de contraction T'(t) est un Cy-semi-groupe vérifiant pour
tout t > 0 la majoration ||T(t)| < 1.

Notons que pour w € R, A—wly est le générateur d'un Cy-semi-groupe de contraction S(t) si
et seulement si A est le générateur d’un Cy-semi-groupe T'(t) = e*tS(t) vérifiant || T'(¢)]| < e“*.
Ce constat permet d’obtenir comme conséquence directe du Théoreme de Hille-Yosida le

théoréme suivant basé sur le concept d’opérateur adjoint (cf. Définition D.18).

Théoréme 6.6 (Curtain and Zwart, 2012) Soit H un espace de Hilbert, A : D(A) C H —
H un opérateur et w > 0. A — wl est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de

contraction T(t) sur H si et seulement si
1. A est fermé et densément défini;

2. pour tout nombre réel a > w,

Vze D(A),  |(aly— A)z|| > (a—w)|z], (6.44a)
Vze DAY, |(aly - A7)z 2 (@ —w)]2], (6.44b)

ou A* est l'opérateur adjoint de A.

De ce théoreme découle le corollaire suivant qui donne une condition suffisante généralement

plus facile a vérifier en pratique.

Corollaire 6.7 (Curtain and Zwart, 2012) Une condition suffisante pour qu’un opérateur

A fermé et densément défini sur un espace de Hilbert soit le générateur infinitésimal d’un
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Co-semi-groupe vérifiant | T(t)|| < e*t est donnée par :

Vz € D(A), Re((Az, 2)) < wl|2|)?, (6.45a)
Vz € D(AY), Re({A*z, 2)) < w|z|]*. (6.45D)

Exemple 6.4 (Curtain and Zwart, 2012) Soit 'espace de Hilbert H = L*(0,1) équipé de son

produit scalaire naturel. On définit A = —d/dx sur le domaine
d
D(A) = {z € L*(0,1) : é € L*(0,1), 2(0) = 0, 2 € AC|0, 1]}. (6.46)

11 est aisé de montrer't que A est fermé et que son opérateur adjoint est A* = d/dz sur le

domaine 4
D(A*) = {z € L*(0,1) : é € L*(0,1), 2(1) =0, z € AC|0, 1]} : (6.47)

De plus, un calcul direct montre que

Re((A%22)) = Re ( [ j§<g>z<>ds) _Re ([;z(f)ﬂ i) - LP<o. (6ash)

Le Corollaire 6.7 assure alors que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de

contraction.

Dans le cadre des opérateurs de Cy-semi-groupe de contraction, une caractérisation alter-
native au théoreme de Hille-Yosida est fournie par le théoreme de Lumer-Phillips. Afin de

I'introduire, définissons le concept d’opérateur dissipatif.

Définition 6.4 (Opérateur dissipatif) Un opérateur linéaire A : D(A) C H — H sur un
espace de Hilbert H est dit dissipatif si

Vx € D(A), Re((Az,z)) <0. (6.49)

Le théoreme de Lumer-Phillips dans le cadre des espaces de Hilbert est énoncé ci-dessous.

Théoréme 6.8 (Théoréme de Liimer-Phillips) (Luo et al., 2012) Soit A : D(A) C

H — H un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H. A génére un Cy-semi-groupe de

11. Confere Exemples D.1 et D.2 en Annexe D.
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contraction sur H si et seulement si A est dissipatif et il existe A\g > 0 tel que Im(Nglyy — A) =

H.

Il est en particulier a noter que le caractere fermé et densément défini de 'opérateur A n’ont,
dans le cadre du théoreme de Liimer-Phillips, pas besoin d’étre vérifiés car sont conséquence

des hypotheses du théoreme.

Exemple 6.5 De maniére a illustrer l'application du théoreme de Limer-Phillips, considé-
rons a nouveau l'opérateur A rencontré dans le cas de l’évolution de la température de la
barre défini sur l'espace de Hilbert H = L*(0,1), équipé de son produit scalaire naturel, par
A = d?/d?y sur le domaine D(A) C H donné par :

df

D(A) = {f € H*(0,1) : d—y(O)

_4f
-5

(1)=0, f, jjyc e ACo, 1]} . (6.50)

On vérifie dans un premier temps le caractere dissipatif. Pour f € D(A), on obtient par

intégration par partie :

2

12 _ _q&=t 1
wrn - [ Gherea- |Lora] - [|ie & <o

£=0

df
@(f)

2 G /01
(6.51)

ot il a €été utilisé les conditions a la frontieres telles que spécifiées dans la définition du
domaine D(A). L’opérateur A est donc bien dissipatif. Il reste a vérifier Uexistence d’un
Ao > 0 tel que Im( NIy — A) = H. On va le vérifier pour \g = 1. Pour cela, fizons f € L*(0,1)
quelconque. On cherche alors h € D(A) tel que (A—I)h = f, i.e., jzz —h = f. En résolvant
de maniére classique cette équation différentielle ordinaire en tenant compte des conditions

auzx limites spécifiées dans le domaine D(A), on obtient le candidat suivant :

el hly) = Cooshly) = [ sinh(y —)F(€)d, (6:52)

ot la constante C' € R est donnée par

1

C = smh(l)/o cosh(1 — €) f(€)de. (6.53)

Les deux intégrales précédentes sont bien définies puisque par l'inégalité de Cauchy-Schwartz
L?(0,1) € L'(0,1) et les fonctions sinh et cosh sont bornées sur l'intervalle [0, 1]. De plus,

il est aisé de voir que h est continue sur [0, 1] et donc que h € L*(0,1). Finalement, en
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écrivant de maniere explicite [’expression de sinh en fonction de la fonction exponentielle,

[Msimnty -9 7©ae = ["erieae - [ pera (6.54)
0 0 0

puisque £ — e Sf(€) et & — e5f(€) sont dans L*(0,1), on en déduit que la fonction h est
absolument continue sur [0, 1]. Dés lors, h est dérivable presque partout et vérifie pour presque

tout y € [0, 1],
dh

dy

De maniére similaire a ce qui a été fait précédemment, le membre de droite de [’égalité

(4) = Csinh(y) — [ coshly — ) F(§)ds. (6.55)

précédente est absolument continue sur [0, 1], d’ou dh/dy € ACI0,1]. Un calcul direct montre
que l'on a bien (dh/dy)(0) = (dh/dy)(1) = 0. Finalement, pour presque tout y € [0, 1],

d?h v

2y () = Ceoshly) — ["sinh(y — ) (€A — ) = hly) ~ fw),  (6.50)
. d?h 5 , , e .
i.e., dTy — f = h dans L*(0,1). On a bien montré la surjectivité de l'opérateur Iy — A. En

appliquant le théoreme de Limer-Phillips, on en déduit que A génere un Cy-semi-groupe de

contraction.

6.2.4.3 Théoréme de pertubation

Lorsqu’un opérateur A génere un Cy-semi-groupe, on peut se demander dans quelle mesure
une perturbation de cet opérateur permet elle de préserver la propriété de génération de

Co-semi-groupe. Une réponse est apportée par le théoréme suivant.

Théoréme 6.9 (Perturbation par un opérateur borné) (Luo et al., 2012) Soit A :
D(A) C H — H un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H générant un Cy-semi-groupe
T(t) vérifiant ||T(t)|| < Me*t. Soit un opérateur B € L(H). Alors A+ B: D(A) CH —H
génére un Cy-semi-groupe S(t) sur H vérifiant ||S(t)|| < Me@+MIBDE,

Ce résultat est tres utile dans la mesure ou il peut grandement simplifier la preuve qu’un
opérateur génere un Cy-semi-groupe. En effet, supposons que 1’on souhaite étudier un opéra-
teur A et que ce dernier peut se décomposer sous la forme A = Ay + B avec B € L(H). Dés
lors, sur la base du Théoreme 6.9, il suffit de s’assurer que Ay génere un Cy-semi-groupe pour
en déduit que c’est également le cas pour A. Ce théoreme sera mis a profit lors des prochains
chapitres. Il est a noter que certains résultats existent également dans le cas d’opérateurs B

non bornés. On renvoie le lecteur intéressé a, e.g., (Luo et al., 2012).
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6.2.4.4 Opérateur Riesz Spectral

On conclut cette section portant sur les théoremes de génération des Cy-semi-groupes par
un résultat sur les opérateurs Riesz-spectraux. Bien que n’étant qu’une classe particuliere
d’opérateurs, elle permet de traiter nombre de configurations élémentaires en donnant un
lien explicite entre les valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur Riesz spectral et la
forme prise par le Cy-semi-groupe qu’il engendre. Pour cela on introduit le concept de base
de Riesz (Christensen, 2003).

Définition 6.5 (Base de Riesz) Un ensemble dénombrable de vecteurs {¢, , n € N*} d'un

espace de Hilbert H forme une base de Riesz si :
1. ton =H;
YRt =,
2. il ewiste m, M € R tels que pour tout N € N, et tout ay,...,an € CY,

2 N
<M Z |an\2. (6.57)

n=1

N N
m > > <D andn
n=1 n=1

Il est trivial de vérifier qu'une base de Hilbert est une base de Riesz. La notion de base de
Riesz est introduite de maniere a étendre la notion de base de Hilbert comme en atteste le

lemme suivant.

Lemme 6.10 Soit {¢, , n € N*} une base de Riesz d’un espace de Hilbert H. Alors,

1. 1l existe {1, , n € N*} une famille de vecteur biorthogonale a {¢, , n € N*}, ie.,
(Dny Ym) = Opm pour tout n,m € N*;

2. tout élément x € H peut étre représenté de maniére unique sous la forme :
z= Z(z, V) D (6.58)
n=1

On peut a présent introduire la notion d’opérateur Riesz spectral.

Définition 6.6 (Opérateur Riesz spectral) (Curtain and Zwart, 2012) Soit opérateur li-
néaire A fermée et densément défini sur un espace de Hilbert H. Supposons que ses valeurs
propres { A\, n € N*} sont simples et introduisons {¢,, n € N*} les vecteurs propres associés.
A est un opérateur Riesz spectral si ses vecteurs propres forment une base de Riesz de H et

si l'ensemble des valeurs propres est totalement disconnecté'?.

12. Cela signifie que pour tout A, u € {\,, n € N*}, [\, u] € {\,, n € N*}.
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On a alors le résultat suivant portant sur la génération de Cy — semi — groupe des opérateurs

Riesz-spectraux.

Théoréme 6.11 (Curtain and Zwart, 2012) Soit un opérateur Riesz spectral sur un espace
de Hilbert H de valeurs propres simples {\,, n € N*} et de vecteur propres {¢,, n € N*}. I
existe alors une famille biorthogonale {t,, n € N*} a4 {¢,, n € N*} telle que :

1. A peut étre représenté sous la forme

Az = 3" Mz )6, (6.59)
n=1
ot z € D(A) avec,
D(A) = {z ceH : i Al [{z, )] < oo}; (6.60)
n=1

2. A est le générateur infinitésimal d’un opérateur de Co-semi-groupe T'(t) si et seulement

si sup Re(\,) < oo. Dans ce cas, pour toutt >0 et z € H,
neN*

et le taux de croissance du Cy-semi-groupe est donné par

wp = sup Re(A,). (6.62)

neNx
Ainsi, le Théoreme 6.11 donne une condition nécessaire est suffisante pour qu’un opérateur
Riesz spectral génere un Cy-semi-groupe et, le cas échéant, en donne une formulation explicite.
Dans le cas particulier ot {¢,, n € N*} est une base de Hilbert, la famille biorthogonal et
alors donnée par {¢,, n € N*} elle méme. Un exemple d’application de ce théoréme est dans

le cas de I’évolution de la température de la barre.

Exemple 6.6 Considérons a nouveau l’opérateur A défini sur l’espace de Hilbert H = L?(0,1),
équipé de son produit scalaire naturel, par A = d?/d?y sur le domaine D(A) C H donné par :
df

D<A>={feH2<o,1> Lo -

df
dy

47 1y Z o, f—f AC[O,l]}. (6.63)

Il est aisé de montrer que A est fermé et densément défini. On cherche alors a caractériser

des valeurs propres et vecteurs propres associés. Pour A € C et ¢ € D(A), l'égalité Ap = \¢
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est équivalente a l’équation
@ = \o. (6.64)
d2y
Puisque ¢ est continue, d*¢/d*y l'est également. On en déduit que ¢ est de classe C?. Le cas
A = 0 donne lieu, en tenant compte des conditions a la frontiére, a ¢(y) = a, o € C. Dans le
cas A # 0, ¢(y) = eV +Be‘ﬁy, ot avec les conditions a la frontiére, o = 3 et A\ = —n?m?
pour n € N*. Les valeurs propres de A sont alors données par N\, = —n?xw? pour n € N et les
vecteurs propres associés sont donnés par ¢o = 1 et ¢, = \/icos(mr-) qui forment une base

de Hilbert de L*(0,1). En vertu du Théoréme 6.11, l'opérateur A peut s’écrire sous la forme :

Vz e D(A), Az = i —2n?1*(z, cos(nm-)) cos(nt-), (6.65)
D(A) = {z € L*(0,1) : 2n47r4|<z,cos(n7r')>\2 < oo} : (6.66)

De plus, puisque sup Re(A\,) =0 < 0o, A génére un Cy-semi-groupe tel que pour tout t > 0
neN*
et z € H,
T(t)z=(z1)+> 2e~ ™ 2, cos(nr-)) cos(nw), (6.67)

n=1
dont le taux de croissance est wg = 0. On retrouve ainsi, de maniére rigoureuse cette fois, le
résultat que 'on avait entre-aper¢u de maniere intuitive lors de [’exemple introductif via les
équation (6.15) et (6.10).

Bien que le Théoréme 6.11 soit un outil puissant pour étudier les opérateurs Riesz spectraux,
la difficulté inhérente est la capacité, pour un probléeme donné, a caractériser les valeurs
propres et vecteurs propres associés. De plus, les opérateurs Riesz spectraux ne sont qu’une

partie restreinte des opérateurs générant des Cp-semi-groupes.

6.2.5 Well-posedness

A présent que les principaux résultats portant sur la génération de Cp-semi-groupes ont été
présentés, on retourne au probléme initial de la well-posedness d’équations différentielles sous

forme abstraite.



253

6.2.5.1 Probleme de Cauchy homogéne

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) C H — H un opérateur linéaire. On considere le

probleme dit de Cauchy sous la forme abstraite :

£(t)
2(0)

Az(1), t>0, (6.68a)
z0 € D(A). (6.68b)

Le probleme de Cauchy consiste alors a trouver une solution a (6.68a-6.68b) la notion de

solution fait ’objet de la définition suivante.

Définition 6.7 Une fonction z : R, — H est dite solution du probléme de Cauchy (6.68a-
6.68b) si z € C°(Ry; D(A)) NCHRy;H) et vérifie (6.68a-6.68b) pour tout t € R,

La notion de solution au probléeme de Cauchy (6.68a-6.68b) est intimement lié au concept de

Co-semi-groupe, comme en atteste les théoreme suivant.

Théoréme 6.12 (Luo et al., 2012) Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire densé-
ment défini sur espace de Hilbert H avec p(A) # 0. Le probléme de Cauchy (6.68a-6.68b)
admet une unique solution pour toute condition initiale zg € D(A) si et seulement si A génére

un Cy-semi-groupe sur H.

Ce théoreme vient légitimer I'étude de l'opérateur A en tant que générateur infinitésimal
(ou non) d’'un Cy-semi-groupe. Il est & noter que I'hypothese p(A) # 0 est indispensable

t13

dans le sens « implique » de I’énoncé du théoreme précédent '*, comme le montre (Luo et al.,

2012)[Exemple 2.65, page 65].

6.2.5.2 Probleme de Cauchy non homogeéene

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) C H — H un opérateur linéaire. On considere le

probleme dit de Cauchy non homogene sous la forme abstraite :

z(t) = Az(t) + f(b), t>0, (6.69a)
2(0) = zg € D(A), (6.69b)

ou f : [0, T] — H. Le probleme de Cauchy non homogene consiste alors a trouver une

solution a (6.69a-6.69b) la notion de solution fait I’objet de la définition suivante.

13. Dans le sens retour, le caractere non vide de ’ensemble résolvant est garanti par le théoréme de Hille-
Yosida.
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Définition 6.8 Une fonction z : Ry — H est dite solution de (6.69a-6.69b) sur [0, T] si
2 € CY0, T); D(A)NCH[0, T);H) et vérifie (6.69a-6.69b) pour tout t € [0, T).

Le résultat classique permettant d’assurer, sous hypothese de régularité de la fonction f,

'existence et I'unicité des solutions de (6.69a-6.69b) est fournie par le thoreme suivant.

Théoréme 6.13 (Curtain and Zwart, 2012) Soient A le générateur infinitésimal d'un Cy-
semi-groupe T (t) sur lespace de Hilbert H, f € C*([0, T];H) et zg € D(A). Alors le probléme
de Cauchy non homogéne (6.69a-6.69b) admet une unique solution sur [0,T] et est donnée
par

vt e [0, T], 2(t) = T(z)z0 + /OtT(t —5)f(s)ds. (6.70)

On retrouve une formule analogue & celle rencontrée en dimension finie dans lequel « et » a
été remplacé par 'expression du Cy-semi-groupe 7'(¢). On a ainsi une partie liée a la condition
initiale zp, tandis que le terme intégral correspond a la « réponse forcée » liée a la contribution

de la fonction f.

6.2.5.3 Probléme de controle a la frontiére

On conclut la présentation des outils portant sur la well-posedness par l'introduction du

probleme du controle a la frontiere qui prend la forme suivante.

2(t) = Uz(t), t>0, (6.71a)
Bz(t) = u(t), t>0, (6.71b)
2(0) =z € D(U), t.q. Bzg = u(0) (6.71c)

oul : DU) CH — H, u(t) € U pour tout t > 0 avec U un espace de Hilbert séparable et
un opérateur a la frontiere B : D(B) C ‘H — U tel que D(U) C D(B).

On introduit alors la définition de boundary control system comme suit.

Définition 6.9 (Boundary control system) (Curtain and Zwart, 2012) On dit de (6.71a-
6.71c) qu’il est un boundary control system si les deuz conditions suivantes sont réunies.
1. Lopérateur A : D(A) C H — H défini sur le domaine D(A) = DU) N D(B) par
A= L{|D(A) est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe T'(t) sur H.

2. 11 existe un opérateur B € L(U, H) tel que Im(B) C D(U), UB € L(U,H) et BB = Iy.



255

Des lors, si (6.71a-6.71c) est un boundary control system, on peut introduire pour u €

C%([0,T);U) le probléme de Cauchy non homogéne suivant.

0(t) = Av(t) — Bu(t) + UBuf(t), t>0, (6.72a)
v(0) = vy € D(A), (6.72b)

Avecu € C*([0,T);U), B € LU, H) etUB € L(U,H), on a alors —Bu+UBu € C*([0, T); U).
Puisque A génere un Cy-semi-groupe, on déduit du Théoreme 6.13 que le probleme de Cauchy
non homogene (6.72a-6.72b) admet pour tout vy € D(A) une unique solution. Le théoreme
ci-dessous permet alors de faire le lien entre le boundary control system (6.71a-6.71c) et le

probléme de Cauchy non homogene (6.72a-6.72b).

Théoréme 6.14 (Curtain and Zwart, 2012) Considérons le boundary control system (6.71a-
6.71c) et le probléme de Cauchy non homogéne (6.72a-6.72b). Supposons que u € C*([0, T|;U)
et soit zy € D(U) vérifiant Bzy = u(0). Posons alors vy = zy — Bu(0) € D(A). Les solutions
de (6.71a-6.71c) et (6.72a-6.72b) sont alors liées par la relation v = z — Bu. En particulier,

le boundary control system (6.71a-6.71¢c) admet une unique solution.

En particulier, on déduit des Théoremes 6.13 et 6.14 que la solution du boundary control

system (6.71a-6.71c) est donnée par :

Vi e [0, T], z2(t) = T(t)(z0 — Bu(0)) + Bu(t) + /T(t — 8) [=Bu(s) + UBu(s)]ds. (6.73)

0

6.2.6 Stabilité exponentielle d’'un Cy-semi-groupe

Pour conclure ce chapitre, on passe en revue la notion de stabilité pour les Cy-semi-groupes.

On s’intéresse en particulier a la notion de stabilité exponentielle.

Définition 6.10 Un Cy-semi-groupe T(t) sur un espace de Hilbert H est dit exponentielle-
ment stable s’il existe a, M > 0 tels que ||T(t)|| < Me™ pour tout t > 0.

On dit que « est un taux de décroissance pour 7'(¢). La borne supérieure des taux de crois-
sances de T'(t) correspond & —wy ol wy est le taux de croissance de T'(t). La convergence
exponentielle du Cy-semi-groupe 7T'(t) dont le générateur infinitésimal est noté A permet
d’assurer la convergence exponentielle des solutions de 2 = Az pour toute condition initiale
2(0) = zo € D(A). En effet, pour z(t) = T'(t)z, on a ||z()]] < [|T(#)||||lz0]] < Me™|z0]|.
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La notion de convergence exponentielle en dimension infinie est beaucoup plus délicate que
celle rencontrée en dimension finie. En effet, en dimension finie, la stabilité est assurée des
lors que le spectre de la matrice A € C" est contenue dans le demi plan complexe ouvert
At

Re(A) < 0. Cela est dii au fait que le taux de croissance wy du Cyp-semi-groupe e vérifie

wp = sup Re(N). Bien que cette situation se retrouve dans le cas des opérateurs Riesz
A€spe(A)

spectraux (confere Théoreme 6.11), tel n’est pas le cas en regle général en dimension infinie.
En particulier, il est possible de construire un Cy-semi-groupe tel que le spectre du générateur
infinitésimal soit contenu dans le demi plan complexe fermé Re(\) < —1 alors que le Cp-
semi-groupe n’est pas exponentiellement stable (Luo et al., 2012)[Exemple 3.3, page 110]. De
maniére analogue, contrairement & la dimension finie, la stabilité asymptotique * n’implique
pas la stabilité exponentielle (Luo et al., 2012)[Exemple 3.2, page 110]. Ainsi, en régle géné-
rale, ’évaluation seule des valeurs propres du générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe

n’est pas suffisante pour établir la stabilité exponentielle du dit Cy-semi-groupe.

Théoréme 6.15 (Curtain and Zwart, 2012) Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-

groupe T'(t) sur un espace de Hilbert. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. T(t) est exponentiellement stable.
2. 11 existe tg > 0 tel que ||T'(to)] < 1.
3. Pour tout x € H, T(-)x € L*(Ry;H).
4. Il existe un opérateur P € L(H) positif*® tel que

Vo € D(A), (Az, Pz) + (Px, Az) < —||z|* (6.74)

5. si de plus H est séparable, sup |(sIy — A)7Y| < oo.
{s€C : Re(s)>0}

L’équation (6.74) est connue sous le nom d’équation de Lyapunov, extension directe de I’équa-

tion de Lyapunov en dimension finie.

14. On dit qu’un Cp-semi-groupe est asymptotiquement stable si pour tout « € H, ||T(t)x|| o 0.
—+00
15. Un opérateur P € L(H) est dit positif si (Px,z) > 0 pour tout z € H non nul.
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CHAPITRE 7 CONTROLE A LA FRONTIERE D’UNE AILE FLEXIBLE
HOMOGENE

Dans ce chapitre, on s’intéresse au controle de la dynamique de l'aile telle que décrite a
la Sous-Section 6.1 dans le cas particulier d’une aile homogene. On suppose que les seules
grandeurs mesurées et disponibles pour la loi de commande sont les positions, vitesses et
accélérations des déplacements en flexion et en torsion de l'extrémité de l'aile. La loi de
commande proposée consiste alors en un retour de sortie (Section 7.1). De maniére a justifier
sa pertinence, les propriétés du systeme bouclé sont étudiées dans le cadre de la théorie des
Co-semi-groupes. Apres avoir reformulé le probleme sous forme abstraite, on étudie dans un
premier temps la well-posedness du systeme (Section 7.2). Dans un second temps, une analyse
de type fonction de Lyapunov est menée pour établir la stabilité du systeme en boucle fermée
(Section 7.3). Finalement, une étude numérique est effectuée afin de valider la stratégie de

commande en simulation (Section 7.4).

7.1 Modele de l’aile homogeéne, loi de commande et forme abstraite

7.1.1 Modele de ’aile homogeéne et loi de commande

Puisque 'on s’intéresse au cas de I’aile homogene, on suppose que ses parametres physiques
sont des constantes le long de 'aile :ET, GJ, ., 1, 0w, B, Ve @4, B, Vo € R On étudie alors

le probleme du controle du systeme d’EDP couplées suivant :

Wy + ci(wyy + Wiy )yy = Cw® + Bu®r + Yowt, sur (0,1) x Ry, (7.1a)
Pre — Ci(ﬁﬁy + NoPry)y = AP + Bodr + Ypwr, sur (0,1) x Ry, (7.1b)

ouc, =/EI/p€ R} et cy =,/GJ/I, € R%. Les conditions a la frontiere sont données par :
w(0,t) = wy(0,t) = wy,(l,t) = ¢(0,t) =0, vt >0, (7.2)
avec une commande a la frontiere telle que :

Lip(t) = —pci(wyy + NuWiyy )y (1, 1) + mswie (1, 1), t>0, (7.3a)
Myip(t) = Luc(dy + nodry) (1, 1) + Jedu(l, 1), t>0. (7.3b)
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Les entrées de commande sont la portance Ly, (t) et le moment en torsion M, (t) générés a

I'instant ¢ > 0 par les volets situés a 'extrémité de l'aile.

La stratégie de commande prend la forme :

Liip(t) = —kip[wi(l, 1) + exw(l, 1)] + mgwy (1, 1), t>0, (7.4a)
Miip(t) = —ko Ly [du(1, 1) + €20(1,1)] + Jspu(l, 1), t>0, (7.4b)

ou ky, ko € R sont deux gains de commande et €, e € R deux parametres qui seront sélec-
tionnés par la suite. En combinant (7.3a-7.3b) et (7.4a-7.4b), on obtient les deux conditions

a la frontiére suivantes :

2 (Wyyy (1, 1) + Nuwiyyy (1, 1)) = k1 (wi(L,1) + eqw(l, 1)), t>0, (7.5a)
Ci (¢y(lv t) + 77¢¢ty<l7 t)) = —ky (¢t(l7 t) + €2¢(l’ t)) ) t >0, (75b)

Finalement, les conditions initiales, dont la régularité sera spécifiée plus tard, sont données
par w(-,0) = wo , wi(+,0) = wio, ¢(+,0) = ¢g et ¢;(-,0) = Pyo.
Ce chapitre vise & démontrer le bien fondé de la stratégie de controle a la frontiere (7.4a-7.4b).

On définit I'énergie F(t) du systéeme® :

1 l
V¥t >0, B(t) = 5 /0 Cawyy (s 1) + Wi (y, 1) + G (y, 1) + ¢ (y, t)dy. (7.6)

L’objectif est de montrer la convergence exponentielle de I’énergie F(t) du systéme bouclé

vers 0, ainsi que celle des déplacements flexibles w et ¢ de maniére uniforme le long de I'aile.

7.1.2 Reformulation du probléme sous forme abstraite

Considérons le R-espace vectoriel défini par :

H ={(f g,h,2) € H*0,1) x L*(0,1) x H'(0,1) x L*(0,1) :
£(0) = f'(0) =0, h(0) =0, f, f',h € AC[0, 1]}

1. La définition (7.6) adoptée ici differe légérement de 1’énergie au sens physique de l'aile qui s’exprime

(7.7)

1
sous la forme 3 fol pctwe, (Y, t) + pwi (y,t) + Luci 9% (y, t) + Lu¢i (y, t)dy. Néanmoins, on peut montrer que si

E(t) converge (exponentiellement) vers 0, alors il en est de méme pour I’énergie au sens physique.
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avec le produit scalaire (-, -), ; défini par? :

<(f17 g1, h1721)7 (f2, 92, ha, 22)>7-L,1

2 [2HOEG) +00)ow) + RO + 2020 . (18)

La norme associée est notée |-||,, ;. Le choix de ce produit scalaire est motivé par la définition

de I’énergie du systeme adoptée (7.6); on a ainsi :

1 2

Vit > 07 E(t) = 5H(W('7t)7wt('7t>7¢('7t>7¢t('7t))||7-[,1' (79)
L’un des aspects fondamentaux pour mettre en ceuvre la théorie des Cy-semi-groupes est la
complétude de I'espace dans lequel le probléme est formulé. Le prochain lemme traite cette

question.
Lemme 7.1 (H,(-,+);,,) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Vérifions tout d’abord que (-, ), ; est un produit scalaire. A partir de la
définition, il est aisé de voir que (-, ->H’1 est bien défini sur H x H (c’est une conséquence
directe de I'inégalité de Cauchy-Schwartz), bilinéaire, symétrique et positif. Il reste donc a
vérifier que (X, X), ; = 0 avec X = (f,g,h,2) € H implique X = 0. Puisque ¢2, ¢ > 0, on
déduit de (X, X); , = 0que f" =g =h =z =0dans L?(0,1). Or, puisque f, f', h € ACJ0, ]
avec f(0) = f'(0) = h(0), on en déduit que f =g =0 d'ot X = 0. On a montré que (-, ),

définit bien un produit scalaire sur H.

De la théorie des espaces de Sobolev (cf. Annexe D), il est connu que (H™(0,1), (-, ") ym (o))
est un espace de Hilbert. Ainsi, 'espace produit H?(0,1) x L?(0,1) x H'(0,1) x L*(0,1) équipé

du produit scalaire défini par :

((f1, 91, h1, 21), (f2, g2, P2, Z2)>Z £ (fi, T2y 200 + (91, 92) L2(00) + (P1, ha) o) + (21, 22) L2(0)

(7.10)
est un espace de Hilbert dont la norme associée est notée HHZ Montrons que H est un
sous-espace fermé de H?(0,1) x L?(0,1) x H'(0,1) x L*(0,1). Soit pour tout n € N, X,, =
(frs Gy, hns 2) € H tel qu'il existe X = (f,g,h,2) € H*(0,1) x L*(0,1) x H'(0,1) x L*(0,1)
vérifiant || X,, — XHZ e 0. Alors,

1fn = fHH2(O,l) M gn — gHL2(O,l) e — h”Hl(O,l) lzn — z”LQ(O,l) - 0. (7.11)

n——+o0o

2. L’indice « 1 » dans la notation du produit scalaire est utilisé pour le différencier du second produit
scalaire introduit par la suite.



En particulier, || f, — fll 42 00 0 implique que

1w = Fllzeny s 1o = Fllzon 157 = F 2oy, 572 0

n——+oo

et |2 — hll oy e 0 implique que
1An = hll 200y » 1A = WMl 200y =572 O-

0,) n——+o0o

Puisque f,, f € ACJ0,!], alors pour tout n € N et y € [0,1],
4 / Y !/
1) = )+ [ frm)ar = [ firyar.
—— 0 0
=0
y
) = FO) + [ f(r)ar.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a pour tout y € [0, ],

Inly) = (F@) = JOD] = | [ £11) = f(m)ar
< VUL = Pl WS V-

—>+400

Donc,

fo 8 F— £(0).

n—-+o00
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(7.12)

(7.13)

(7.14a)

(7.14D)

(7.15)

(7.16)

Or, puisque || f, — fll 2 0,) njoo 0, la preuve classique du théoréme de Riez-Fisher® portant

sur la complétude de L?(0,7) muni de sa norme naturelle assure 1’existence d’un suite extraite

de (fn)nen, notée (fn)nen, telle que f, converge presque partout vers f. Soit * € (0,1) un

point ot la convergence a lieu, i.e., tel que f,(y*) - f(y*). A partir de (7.16), I'unicité

de la limite donne donc f(y*) = f(y*) — f(0), i.e., f(0) = 0. De maniére similaire, on montre

que f'(0) =0et g(0) =0 d'ou X € H. On a donc montré que #H est un sous-espace vectoriel
fermé de H?(0,1) x L?(0,1) x H*(0,1) x L*(0,1). On en déduit que H équipé de la restriction

du produit scalaire (-, -)Z sur ‘H est un espace de Hilbert. Pour conclure la démonstration,

montrons que ”HZ et |||, ; sont des normes équivalentes sur H. Dans un premier temps, il

est immédiat a partir des définitions des deux normes que pour tout (f, g, h, z) € H,

1(f5 9, by 2)llgy < max(1, cu, co) [(f, 9,0, 2) 5 -

3. Cf. Théoréme D.2 en Annexe D.

(7.17)
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Pour (f.g,h, ) € H avec f, f'h € AC[0, ], puique f(0) = f'(0) = h(0) = 0, 'application de

I'inégalité de Poincaré (cf. Lemma D.9) donne

2 2 2 2 2
1Cf595 1 2) 15~ = 1 00 + 1912200 + 121 0.0 + 1211220

16[4 4l2 2 2 4l2 2 2
< ( ! + =) + 1) HfHHLQ(o,l) + HQHL2(0,Z) + =) + 1 Hh/HH(o,z) + HZHLQ(OJ)
< M|(f,9.7.2) 5 (7.18)

. 1 [161* 417 1 (42 )
ou M = max <c2 (774 + o + 1) ' <7r2 + 1) ,1). On a montré que ”HZ et [|+[[4,, sont

w ¢
équivalentes sur H. On en déduit finalement que H équipé du produit scalaire (-, )51 est un
espace de Hilbert. O

On introduit a présent, a partir des EDP couplées (7.1a-7.1b), 'opérateur suivant :

A: DA — H

ot (7.19)
(fagahaz) — (f,g,h,Z)
ou
iy (7.20a)
i 2 =" +nug") + awh + Buz + 1u; (7.20b)
oA (7.20c)
i 2 G+ ne2) + agh+ Bsz + 749; (7.20d)

défini sur le domaine :

D(A) = {(f,g,h,2) €H :
g € H*(0,0), z€ HY(0,1), "+ n.g" € H*(0,1), V' +ny2" € H'(0,1),
f(0) = f'(0) =0, g(0) = ¢'(0) = 0, ~(0) = 0, 2(0) = 0, (f" +ng")(l) =0,
(" +n0g") (1) = ka(g(l) + e f (1), (B 4 1p2") (1) = —ka(2(1) + €2h(1)),

L1 a,9 bz (f +n0d"), (" +nug”)s (B +n,2") € AC[0,1]},
(7.21)

qui a été choisi de maniére a tenir compte des conditions aux frontieres (7.2) et (7.5a-7.5b). Si

I'on interprete les dérivées temporelles et spatiales au sens classique des dérivées partielles?,

4. Ce qui, dans le probleme de Cauchy traité par la suite n’est pas le cas puisque la dérivée spatiale
correspond a une dérivée faible au sens des espaces de Sobolev alors que la dérivée temporelle est une dérivée
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la condition & la frontiere wy, (1, ) = 0 implique wyy,(/,t) = 0, donnant la condition wy, (I, )+
Nuwiyy (1, 1) = 0. A contrario, wy,(l,t) + nuwiyy (I, t) = 0 avec la condition initiale wy,(,0) =0
implique wy, (I, 1) = 0 pour tout ¢t > 0. Cette observation motive I'introduction de la contrainte
a la frontiere (f” + n.¢")(l) = 0 dans (7.21).

Le probleme de Cauchy investigué dans ce chapitre prend la forme suivante :

dX
E(15) =AX(t), t >0 (7.22)

X(0) = X, € D(A)

ot le vecteur d’état est donné par X (t) = (w(-,t),wi(-, 1), d(+, 1), ¢¢(, t)) et la condition initiale
est telle que Xy = (wo, w0, Po, P10) € D(A). 1l s’agit donc de démontrer que le probléeme de
Cauchy (7.22) admet pour tout condition initiale X, € D(A) donnée une unique solution
X € C°(Ry; D(A)) NCHRy;H). On a besoin pour cela de vérifier que I'opérateur A est le

générateur d’'un Cy-semi-groupe sur H.

7.2 Well-posedness

De maniere d’étudier les propriétés de 'opérateur A, on introduit les deux opérateurs linéaires
A1 D(Ay) — H et Ay : D(Ay) — H définis par :

Ai(f,g.h,2) & (g, = (" + nwg")s 2 G0 +157)) (7.23a)
AQ(fa g, ha Z) =S (07 awh + ﬁwz + Vw9, O, Oé(z)h + B¢z + ’y¢g) (723b)

avec les domaines D(A;) = D(A) et D(Az) = H. En particulier, ils sont tels que A = A; +.4,
sur le domaine D(A).
7.2.1 Motivation et introduction d’un second produit scalaire

On souhaite dans un premier temps montrer que 'opérateur A; génere un Cy-semi-groupe.
Pour cela, on souhaite appliquer le théoréme de Liimer-Phillips (Théoréeme 6.8) dont la conclu-

sion est fournie au lemme suivant.

Lemme 7.2 A; n’est pas un Cy-semi-groupe de contraction sur (H,(-,-))z.1-

de Fréchet dans un espace de Hilbert.
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Démonstration. Pour X = (f,g,h,2) € H,

(A1 X, X>H — << 2 (f// +nug")", 2 ci(h/ + 7](;52’)/) (f,q,h, Z)>H,1
G / F'(W)g"(y)dy - ¢ / (f"+n.9")"(v)9(y)dy (7.24)

+c¢/ B (y dy—l—c¢,/ (R +ns2")'(y)2(y)dy.

En intégrant par partie avec les conditions a la frontiere (7.21), on obtient :

e /0 (74 nag) (Wgly)dy =<2 (" + 9" W9 — <& / (f" +nug") (v)g' (y)dy
=k1(9() + e f(D)gl) = & [(f" +ng")w)g )]
v [+ ng g )y

b (9(0) + e D)D) + & [ )5 Wy +n, [ 4 (0)e,
(7.25)

ainsi que

c /Ol(h’ +157) () 2(y)dy =2 (W' + 02 ) ()2 ()] = — & /0 l(h’ + 7)) ()2 (y)dy

= — ka(2(l) + e2h(1))2(1) — & /0 B ()2 (y)dy — noc’ /0 2 () dy.

On en déduit l'identité :

(X, X gy = = Ralo(D) + e S0 (D) — nec? [ 97()d

(7.27)
— a(2(1) + e2h(1)2(0) - %%AW@ML

L’équation (7.27) permet de conclure que l'opérateur A; n’est pas dissipatif relativement au
produit scalaire (-, ), ;. En effet, en prenant f = g = 0, h(y) = (261/1 — Ka)y + (—k1/1* +
ko /)y? et z(y) = y/l, ot k1 = —(1+ka+nycs /1)) (kaea) € Ret ky = —ko(14e€2k1)/ch—ns/1 €
R, il est aisé de vérifier que (f, g, h, z) € D(A) car la nature polynomiale de f, g, h et z permet
de satisfaire les hypotheses de régularité, tandis que les conditions a la frontiere se vérifient
par calcul direct. En effet, h(0) = 2(0) = 0 et, sur la base de h(l) = k1, h'(l) = ko, 2(I) = 1
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et 2/(I) =1/I, on a
(W + 152 ) (1) = (k2 4 np/l) = =k (1 + e251) = —ka(2(1) + e2h(1)). (7.28)

Cependant, pour ce choix spécifique de fonctions, on a

l
<A1(fa g, ha Z), (fa g, hv z)>’H,1 = _kQZ(l)2 - kQEQh(l)Z(l) - 7I¢03>/0 Z,2(y)dy
= —kg — k2€2/€1 — 77¢C§)/l
= 1, (7.29)

ce qui implique que (Ai(f, g, h, 2), (f,9,h,2))5; =1 >0, ie, que A; nest pas dissipatif sur
(H, (-,-,)n.1)- En conséquence, le théoréeme de Liimer-Phillips (Théoréme 6.8) assure que A;

ne génere pas un Cp-semi-groupe de contraction sur (#H, (-, -, )2.1)- O

Le résultat précédent ne permet pas de conclure que A; ne génere pas de Cy-semi-groupe
sur (H, (-, -, )n,1)- Il permet simplement de conclure que s’il en géneére un, ce dernier n’est
pas un Cp-semi-groupe de contraction. De maniére a pouvoir réellement conclure quant a
la génération ou non d’un Cy-semi-groupe, la premiére approche possible est de recourir
au Théoreme de Hille-Yosida (Théoréme 6.5) qui fournit une caractérisation complete des
opérateurs générant des Cp-semi-groupes. Cependant, la condition (6.43) est généralement
difficile a vérifier de maniere directe. C’est pour cette raison que I'on propose ici une approche
alternative permettant de recourir malgré tout, en dépit du lemme précédent, au théoreme
de Liimer-Phillips. Pour cela, il est nécessaire de choisir un nouveau produit scalaire (-, )3 2

sur H vérifiant les trois conditions suivantes :
1. (H,(-,-)2.2) est un espace de Hilbert ;
2. A, est dissipatif relativement a (-, )32 ;
3. les normes ||-[|,,; et [|-||;,, sont équivalentes.

Les deux premiéres conditions visent a se mettre dans un cadre favorable pour appliquer le
théoreme de Liimer-Phillips. La troisiéme condition vise quant a elle & pouvoir transposer

une partie des résultats obtenus dans l'espace de Hilbert (H, (-,-)3.2) dans celui d’origine

(Hv <'7 '>H71)'
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Dans ce contexte, on introduit le candidat (-, '>7—t,2 : H x H — R défini ci-dessous pour tout
(f1,91, Py 21), (f2, 92, ha, 22) € H par
<(f1a g1, hla Zl)v (f27 g2, h?a z?))’;—,{ £ <(f1 g1, hla Zl) (f?v g2, h2> 22)>H,1

o [ 1fiem) +aWhEld  (130)
s [ alp)aly) + 21)haly) d

ou €1, € > 0 sont les parametres introduits par la stratégie de controle (7.4a-7.4b) et inter-

venant en conséquence dans la définition du domaine D(A) (7.21).

De maniere a procéder a I’étude de ce candidat, on introduit la constante K,, € R% définie

par

1 1 42 160
). (7.31)

A
K,, = max (, —

Cy Co Ty Ty,

On a alors le résultat suivant.

Lemme 7.3 Pour tout 1,63 € (0,1/K,,), (-, )55 est un produit scalaire pour H. De plus,

la norme associée a ce produit scalaire, notée ||-||,, 5, est équivalente a |-, ;-

Démonstration. Il est aisé de voir que (-, ), , est bien défini (application directe de I'in-

égalité de Cauchy-Schwartz), bilinéaire et symétrique. Pour tout X = (f, g,h,z) € H,
1
(X, X) 300 = XI5, + 26 / FWew)dy + 26 [ hiy)=(n)dy. (7.32)

En appliquant 'inégalité de Young® puis I'inégalité de Poincaré® pour h € H'(0,1) avec
h(0) = 0, on obtient :

[

< [ ()=l dy
< 2; l/ Cihz(y)dw/l z2(y)dy1
SQZ[M/%”Q b+ [ ]

max(1,40? /7 !
<2% /™) | ) + )y, (7.33)

2 ’I“b2
5. Ya,b >0, Vr > 0, ab<—+f

2r 2
6. Confére Lemma D.9
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De maniére analogue, en appliquant l'inégalité de Young puis celle de Poincaré pour f, f’ €

H'(0,1) avec f(0) = f'(0) =0,

[ rwswa] < L [ sl

1 [/ !

<o /03f2(y)dy+/ 92(y)dy]
Cw | o 0
1[4 !

<o |5 [ 2rmas [ #u
Co | ™ Jo 0
1 [1604 f !

<o |95 e [[#w)
cw | ™ Jo 0

IA

l4 4 l
max{léif /W)/ & " (y) + ¢°(y)dy. (7.34)

Ainsi, pour tout X € H,
(1 — €emdin) HXH?-[,l < (X, X)?-,{,Q < (14 enKn) ||XH3-L,1 . (7.35)

oll €, = max(ey, €2). Puisque par hypothese 0 < €,, < 1/Ky,, (-, )4, est défini positif et est

donc bien un produit scalaire sur H. De plus, en notant ||-||,, , la norme associée, on a pour

tout X € H,
V1= B X s < IX o < 1+ ko X (7.50)
On a donc montré que ||||;,; et [|-[|,,, sont équivalentes. O

On déduit directement du lemme précédent le corollaire suivant.
Corollaire 7.4 (H, (-,-);,) est un espace de Hilbert.

Par la suite, on supposera toujours que 0 < €1, €3 < 1/K,,, de telle sorte que le Lemme 7.3
s’applique.
7.2.2 A, génére un Cy-semi-groupe

On cherche & appliquer le théoreme de Liimer-Phillips sur (H, (-, -)y, ,). Pour cela, on introduit

dans un premier temps le résultat suivant

Lemme 7.5 L'opérateur A7' : H — D(A,) existe et est borné, i.e., A;' € L(H). Ainsi
0 € p(Ay) et Ay est fermé.
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Puisque ||-||5, ; et |||l 5 sont équivalentes, il est suffisant de démontrer que le résultat est vrai

pour [-[|,, pour en déduire immédiatemment qu’il est aussi valide pour ||-||,, ,-

Démonstration. On démontre dans un premier temps que A; est surjectif. Fixons (f, §, h, Z) €
H et cherchons (f, g, h,z) € D(A,) tel que Ai(f, g, h,z) = (f,§,h, %), ie

g= f in H*(0,1); (7.37a)

(" +n.g") = § in L*(0,1); (7.37D)
z= h in H'(0,1); (7.37¢)

(W +ns2) = Z in L*(0,1). (7.37d)

Le principal intérét de I'introduction de l'opérateur (A;, D(A;1)) réside dans le découplage
des équations (7.37a)-(7.37b) et (7.37¢)-(7.37d), rendant plus simple leur étude. Ainsi, il est
possible de résoudre (7.37a)-(7.37b) indépendamment de (7.37¢)-(7.37d). On procede pour

cela par « analyse/synthese ».

Résolution des équations (7.37a)-(7.37b). Notons tout d’abord que ’équation (7.37a)
donne directement g = f avec, par définition de H, f € H2(0,1), f(0) = f(0) =0 et f, f'
absolument continues, ce qui est compatible avec la définition de D(A;).

Partie analyse. Sur la base de (7.37b), on cherche une fonction f € H?(0,1) telle que f(0) =
F1(0) =0, f" +nuf" € H(0,), (f" +nuf") 1) = 0, (" +nuf") (1) = ki (f) + erf(D)),
avec f, f', (f" + 0o f"), (f" +n.f") € AC[0,1] et vérifiant

Ci(f// + nw.fll)// — _g. (738)

Par intégrations successives, on obtient pour tout y € [0, ],

AU+ V) = A+ VW) + [ ae
— k() + e f0) + [ 3(6)de, (7.302)
AU+ V) = A"+ nd N + baly = DO + e f0) = [ [ gle)iads

=ki(y = D) +efl) // (€2)d&adé, (7.39b)

A )+ () = & (F/(0) + nf'(0) + ];y(y —20)(f(1) + e f (1)

N /oy /; /; 3(&s)dEsdéadéy
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:Zly(y—zz)(f )+ e f(l) / / / (©)d&sd&dsy,  (7.39¢)
) + 1T ) = A(O) 4 1F(0)) + Loy = 3D(FQ) + 1 f D)

- /051 / fgg(@)d@dsgd&d&

L2 (y — 30)(F(1) + e £(1) / /& / / (€4)dEsdEsdEde, .
(7.39d)

On en déduit que pour tout y € [0,1],

) = =)+ st o= 30O+ f) - 5 [ 7 [ [ a(edsuaeds, (740

w

ce qui définit f de maniére implicite puisque f(I) intervient dans le membre de droite de

I’équation précédente. En évaluant en y = [ et en isolant f([), on obtient que

kB3 1 Lpe gl
f) = —mf(l) - W/O /0 /2 /539(54)d§4d§3d§2d€1, (7.41)

qui est bien défini puisque n,c2 + k113/3 > 0. On en déduit alors que pour tout y € [0, ],

- k WCo + k33N
) = =nef) + g3 (1= ST )

- [ senasnasas

~ =3 [0 [ [ atenacugneads

~ ki 1—emy,
= —nf(y) + 6102“277[3/392(9 - 30 f() (7.42)

- / [ st

€1k1

62 2 +61k113 73 2(y — 31) / /& / / (€)d€4dE5dErdey.
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Partie synthese. Sur la base des développements précédents, on pose pour tout y € [0, ],

1) & =) + o = 3D ) (7.43)

/fﬁj (6)deudEsdeades
6610]%1 ¢+ 61/7*f?1l3/3 Hy =30 / / /2/ (§4)d84d5dEadE;.

On vérifie que f(0) = —n, f(0) = 0. Puisque f € H?(0,1) € C'[0,1] et § € L*(0,1) C L'(0,1),
on obtient que pour tout y € [0, (],

~ k 1 — n
f’(y) = _nwf’(y) + 21%217[3)/:3 ( — 2l / / / §3 d&;déydé, (744>
€1k 1
B 203 C?J + €1k1l3/3 / / /2/ §4 d§4df3d€2d§17

avec f/(0) = —n,,f'(0) = 0, ainsi que pour presque tout y € [0, 1],

s — €17y s ! l~
ﬂ@z—mﬂ@+héivarﬂﬂw—l//gﬁﬁ&m (7.45)

o [ [ [ssasasas

dont on déduit que f € H?(0,1) avec (f"+n.f") € AC[0,1] et (f”+n.f")(1) = 0. On obtient
que (f" +n,f") € H*(0,1) et vérifie pour tout y € [0,1],

" iy, _ Il—ean, 1
R ety TIUR g IOL (7.46)

+
€1k 1 /l /él l/
02 62 —|—€1k'1[3/3 &2 /&3

En évaluant en y = [, on déduit que

(§4)dE4dEadEeds; .

Qz

_ 1— e _ 1 Lopen Lol
2 4 = e ) — e [ d(edgdgdga
Cw(f + 1) f )() 1cwCi+61kll3/3f<> €1 1Ci+61]{71l3/3 o Jo \ 539(&4) 54 53 52 ’51

= k1 (f(1) + e f(1)). (7.47)
Finalement, en appliquant le Lemme D.8 avec g € L*(0,1) C L'(0,1), on a pour presque tout
y €1[0,1],
N 1
(" 1S "(y) = =5 9()- (7.48)
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. 1
Puisque f = g, on obtient que (f"+n.9")" = — 3§ dans L2(0,1) avec f, f', (f"+n.9"), (f"+

N.9")" absolument continues.

Résolution des équations (7.37c)-(7.37d). Notons tout d’abord que 1’équation (7.37¢)
donne z = h avec, par définition de H, h € HY(0,1), 71(0) = 0 et h absolument continue, ce
qui est compatible avec la définition de D(A;).

Partie analyse. En partant de (7.37d), on recherche une fonction h € H'(0,1) telle que h(0) =
0, h' +meh' € HY(0,1), (W + ngl') (1) = —ko(A(l) + 2h(1)), avec h, W + ngh’ absolument

continues et

(W +ngh') = 2. (7.49)
Par intégrations successives, on obtient pour tout y € [0, ],
~ - l
N+ mol!)(y) = (W + mgh!) (1) - / (s)ds
— ko (h(D) + esh() / £)de, (7.508)
Yy
{h(y) + 1 (1)) = EH(O) + 1 (0) — kay(blD) + b)) = [ [ 2(6a)agede

= —koy(h(l) + €2h(1) / / (€2)d&2dés. (7.50b)

On en déduit donc que pour tout y € [0, ],

- ko - 1oy gt
h = —nsh — —y(h(l Eghl -5 z ngdl, 7.51
() = =neh(0) = olh(D) + ah(®) = 7 [ [ 2(ea)deads (751)

ce qui définit h de maniére implicite puisque h(l) intervient dans le terme de droite de ’égalité

précédente. En évaluant en y = [ et en isolant A(l), on obtient que

2
77¢C¢ + le ~ 1 /l /l ~

h(l) = ———h(l) = ——— dé,d 7.52

() ci + €9kl () Ci + eskol Jo Je, AH&)d&de, ( )

qui est bien défini car cﬁ + e3kol > 0. On en déduit donc que

~ ]Cg 77¢C%¢+kgl ~
— —n,h(y) — 1— e 22 "2 ) h1
h(y) neh(y) Ciy< 2C¢—|—62/€2l (1)
1 y
_ - déd / )déd
ci/o /51 ( ) Soddy + ciyci+€2k21 € 52 S2d&y
~ 1—¢
= —noh(y) = ky5—y 208 _h(1) (7.53)

+ €2k2l
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1y b
-2 /0 /&z(fg)dﬁgd&—i—

L ¢ Ul
222_1_262]{2[31/0 /51 Z(§2)d&pdE;.

€5 Cop

Partie synthese. Sur la base des développements précédents, posons pour tout y € [0, ],

h(y) = —ngh(y) — k2T€ZkZ yh(l) (7.54)

/ / (&2) d§2d§1+ 2 2+€2k2l1/// Z(&)d&adEy,

qui vérifie h(0) = —ngh(0) = 0. Puisque h € H'(0,1) et 2 € L?(0,1), on obtient que pour
presque tout y € [0, ],

= 1 —eamy
! = —n,h’ ky— 1% R(] 7.55
(0) = =l () = b 23D (7.55)

l~ k’g €9
—%Lz®%+%%+%d/ﬂ 5(62)d62d6s

Ainsi, (W' +nyh') € AC[0,1] et son évaluation en y = [ donne :

~ 1 —e9m
2 (1 V(1) = —had—Z h(1) + & // )déad
cy(h' +ngh) (1) = —kac SZ ¥ eahyl (1) +khyg——— 2+62k2l 1 (€2)d&ad&:

= —ko(h(l) + exh(1)). (7.56)

Finalement, en appliquant le Lemme D.8 avec z € L?(0,1) C L'(0,1), on a pour presque tout
y €10,1],
(h + 1) (y) = (). (7.57)

~ 1
Puisque h = z, on obtient que (h' 4+ n4z’') = —Z avec h et (b’ + ny2") absolument continues.
Mg Cgb ¢

Bilan de I’étude sur la surjectivité. On a montré que pour tout élément (f, g, h, Z) eH,
Ai(f, f hh) = (f, 3, h,2) avec (f, f,h,h) € D(A;) ot f et h sont respectivement définies
par (7.43) et (7.54). On a ainsi prouvé que A; est surjectif. Il s’agit a présent d’étudier la

question de l'injectivité.

Etude de Dl’injectivité. Par linéarité, il est suffisant de montrer que pour (f,g,h,2) €
D(Ay), Ai(f,9,h,2) = (0,0,0,0) = (f,g,h,2) = (0,0,0,0). Par définition, Ai(f,g,h, 2) =
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(0,0,0,0) implique que :

g= 0 in H*(0,1); (7.58a)
—(f"+n.9")" = 0 in L*(0,1); (7.58b)
z= 0 in H'(0,1); (7.58¢)

(W +mez') = 0 in L*(0,1). (7.58d)

Alors g = 0 dans H?(0,1) et z = 0 dans H'(0,1). On en déduit alors que " =0 et h” =
dans L?(0,1). Puisque (f, g, h,z) € D(A;), les conditions d’intégration sont f(0) = f'(0) =
() =0, f"(1) = (krer/c2) f(1), h(0) = 0 et W(l) = —(kaez/c)R(l). Ainsi, de f"'(y) =0
pour presque tout y € [0,1] et f, f', f”, f" € ACJ0,], on obtient par intégrations successives
que pour tout y € [0,1],

P = 170 = 25 (7.59)
- ) = O+ = D10 = S = DA (7.590)
S fly) - @ SR /2 = 1)) = S50 2= 1)) (7.50)
)= £0) 6~ 172 F0) = S5 2. (7.590)

=0

En évaluant la derniére égalité en y = [, on obtient (1 + kye103/(3¢2))f(1) = 0. Puisque
ki,e1,1 >0, f(I) =0 et donc f = 0. De maniere analogue, puisque h”(y) = 0 pour presque
tout y € [0,1] et h,h' € AC[0,1], on a pour tout y € [0, ],

szﬁmz—%;MD (7.60a)
= ;xy)::@gyf-fgfyh<o::-—ﬁgfyha>. (7.60D)

En prenant y = [ dans la derniere égalité, il vient que (1 + kaexl/c})h(l) = 0. Puisque
ks, €9,1 > 0, cela implique que h(l) = 0 et donc h = 0. Au bilan, A;(f,g,h,z) = (0,0,0,0)
implique (f,g,h,z) = (0,0,0,0), i.e., A; est injectif. On déduit ainsi que A; : D(A;) —
H est bijectif. Ainsi, A7 : H — D(A;) est bien défini pour tout (f,§,h,2) € H par
ATNF, G,h,2) = (f, f,h,h) ol f et h sont respectivement donnés par (7.43) et (7.54).
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Etude du caractére borné. Pour conclure la démonstration, il reste & montrer que A;*

AN g. R D), <

est borné, i.e., il existe M € R, tel que pour tout (f,g,ﬁ, Z) € H,
M||(f.g.h.2)

"t Par définition, on a que

(7.61)

+ S 1 e + [P

= o + |

H,1 L2(0,1) L2(0,0)

Sur la base de I’équation (7.55), il existe ¢y, ¢9, ¢3, ¢4 € R qui ne dépendent que des constantes

N, Co» €2, ko, | tels que pour presque tout y € [0, 1],

W) = e () + b)) + x| 3¢+ e [ [ 2Ggads (7.62)

Par inégalité triangulaire, on déduit que

¥ g0+ VO] + e Ve [ [ (&)l

JEGL
(7.63)

Sur la base de h € AC[0,1], h(0) = 0 et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, le second terme est
tel que

171l 20y < leal |

L2(0,0) Lo

\h(1)| = n (7.64)

2 (0 +/h’ dg‘ /\h’ )|de < VI

£2(0,0)

De maniere similaire, pour y € [0, ],

de| < [ 101de < [ O < VIlEl (7.65)
d’ou l
20)de| < - (7.66)
L2(0,0)
Finalement,
L rl L rl
L Eeieds < [0 [ aEldeds < VI E - (7.67)
On en déduit 'inégalité suivante :
1711200 < My g0+ M2 012 20 (7.68)
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avec My = |c1| + l|ea| et My = l|es| + [?]cy|. On obtient ainsi la majoration :

2
3 i+ 20200

+2M, M, Hl}’

110 < (M

< M? i

5 21152
£2(0,0) 121l 200y + M3 12N 20,

< My (M + M)

L2(0,1)

Al
L2(0,0)

+ My(My + My) [|2][720. - (7.69)

Sur la base de (7.45), il existe dy, ds, ds, ds € R qui ne dépendent que des constantes 1, c,,, €1, k1, {
tels que pour presque tout y € [0, (],

£10) = i o+aly-0 70+ | [ gleagadeirdito=) [ [ [ atedidgadgadss
(7.70)

On déduit de I'inégalité triangulaire que

" < |da] || f o+ 1l | [ sede
17 t0ay < Vol [ 7]y + ol @I +1asl | [ [ ate2)deade s
l3/2 &1
ld///ngmm@m& (7.71)

En se basant sur f, f/ € AC[0,1], f(0) = f/(0) = 0 et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

que

1= 7o)+ [ Fene = |[ 710+ [ Feneds

{ﬂfﬂ@mml

]E//

- /Ol /051 ‘f’l(ﬁg)’d&d& < /Ol /Ol ’f,/(52)|d£2d51 < l3/2’

on (7.72)

De maniere analogue, pour y € [0, ],

l !
yémmw&

1l Lo
= /y /51 19(62)[dE2dE, < /0 /0 15(&)[déxdéy < 132 ||§HL2(0,Z) . (7.713)

ce qui entralne que

< P13l 20, - (7.74)
£2(0,)

H/l /ﬁi §(&2)d&2dé

On obtient alors la majoration :

U rp& plopl U orl el ol
AA/%ﬁ@m&ﬁﬁﬁéﬁﬁAW%@%%%SWMMMme
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Au final, on obtient que

HfHHLQ(O,l) < M; ‘ f//

LQ(O,Z) + M4 Hg”LQ(O,l) ’ (776)

avec My = |dy| + 13|da|/V/3 et My = (?|ds| 4 1°|d4|/+v/3. On en déduit,

2
iy + V131 m))

L2(01) + 2M3M,

< M5(Ms3 + My)

2
17" Va0 < (M3
< Mj

- 112
L2(oz H9HL2 0,0) +M2 H9HL2(0,Z)

+ Ma(Ms + M) 131720 (7.77)

L2(o )
Finalement, en tirant profit de 'inégalité de Poincaré avec f, f/, h € AC[0,1] et £(0) = f'(0) =

1(0),
=112 2 2
(0 N %1 A P Vi .7 %A 1 (7.78)

avec M5 = 41%/(7c}) et Mg = 161*/(n*c]). En rassemblant (7.61) et les inégalités (7.69-7.78),

on obtient

L2(0,0) —

AT (F. 3, 2) (f,g.h,2)

<M‘
H,1 T

(7.79)

avec la constante

M 2 max (M (My+Ma)+Ms, ¢ Mo(My+ Ms), Ms(Ms+ My)+Me, 2 My(Mz+My))'/? € Ry,
(7.80)

qui ne dépend que des parametres du systeme.

Bilan. On a ainsi montré que A;' € £(H). Dés lors, par définition de I’ensemble résolvant,

0 € p(A;), dont on déduit que A; est un opérateur fermé. O

On s’intéresse a présent a la seconde condition d’application du théoreme de Limer-Phillips,

a savoir la dissipativité de I'opérateur. Pour cela, on introduit :

2, 2
a A7 NeCy .

N 47r47]wci .
B 16[2—1—7r2226 +

R 7.81
6414 + min2c? + ( )

* *
€ €9

On a alors le lemme suivant.

Lemme 7.6 Soit €1,€6; > 0 tels que €o < min(el, 1/K,,) et e; < min(ef,1/K,,). Alors l'opé-
rateur Ay : D(A1) — H est dissipatif sur (1, (-, )35)-
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Démonstration. Puisque 0 < €;,€; < 1/K,,, le Lemme 7.3 assure que (H, (-,),,,) est un

R-espace de Hilbert. Il s’agit donc de montrer que
VX € D(A), (A1 X, X)4, <0. (7.82)
Soit X = (f,g9,h,z) € D(Ay),
(A1 X, X) g0 = (A1 X, XDy
e [ Py —ac [(77+ng") ()5 )y

e [ 2y + e [0+ nY ()hi)dy. (7.83)

Le premier terme du membre de droite de (7.83) a été évalué précédemment via (7.27).
On s’intéresse donc aux troisieme et cinquieme termes du membre de droite de (7.83). Le
troisieme terme, en utilisant des intégrations par partie avec les conditions a la frontiere de

(7.21), s’exprime comme suit :

%KU”%JT@ﬂWM=%W“MWW@ﬂMﬁr%AwﬁmMW@f@@
= ki(g() + e f D) F (1) = [+ nud ) W) F )]
+%Akﬂ+m@%@ﬂwﬂy

= kalg(D) + e f)FD) + & [ )y (7.84)

!
+m%%f@ﬁ@ﬂy
De maniére analogue, le cinquiéme terme du membre de droite de (7.83) devient :
l B !
& [0 + oY )y = & [0+ s )y — & [0 + a2 () )y
!
= —ko(2(1) + e2h(1))h(l) — ci R (y)dy (7.85)

0
!
—%éAW@V@My
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En injectant dans (7.83) les équations (7.27), (7.84) et (7.85), on obtient le résultat suivant :

(ALY, X )y = —ka(g(D) + €1 f1)” = ka(z(0) + eah(1))? (7.86)
va [ Wy +e [ 2o
— 7C / 9" (y)dy — nec; /
—ad, [ )y - and /0 £'(w)g' (v)dy

1 l
- egci/o R (y)dy — 62%03,/0 W (y)Z (y)dy.

En appliquant 'inégalité de Young pour rq,75 > 0 quelconques qui seront déterminés par la

suite, on obtient

l
" // // 2d / Zd )
(v)g"(y | _%/ Fyydy+5 | 9" (y)"dy, (7.87a)

Olh'(y)z'(y)d | <5 / B (y)2dy + 2 / (7.87h)

L’inégalité de Poincaré pour g, ¢,z € AC|0,!] avec ¢g(0) = ¢'(0) = 2(0) donne :

! 2 4l2 ! 12 16[4 ! 12
/09 (y)dy Sf/ 9" (y)dy < ?/O 9" (y)dy, (7.88a)
l 412
/ 2y)dy <— / 22(y)dy. (7.88D)
0 s 0

Des lors, pour tout X = (f,g,h,z) € D(A) et tout ry,ry > 0,
(X, X) gy p < = ka(g(l) + e f(1)? = ka(2(1) + e2h(1))? (7.89)
1614 o C2 !
- (mca — e <4 -4 C“ﬁ)) / 9" (y)dy
s 2 0
4[2 77¢02T2 l
2 ¢ 2
- (%% — €2 <7r2 + 9 /0 2*(y)dy
—ad, <1 — m) /l f"(y)dy
27’1 0
2 Mg Lo
— €, (1 27’2)/0 h'*(y)dy.

Puisque ¢ : R% 2z — 21,2 /(321* + 7n,c2 ) est une fonction continue et décroissante

sur R* avec, par hypothese, e < € = ¢1(n./2), il existe alors 77 > n,,/2 tel que € <
©1(r) < ¢1(nw/2). De maniére analogue avec @y : RY > = — 2n%n4c3 /(817 + mnycix), il
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existe 75 > 1,/2 tel que €3 < a(15) < @2(ns/2) = €5. Ainsi, en prenant r = rj et ro = rj}
dans (7.89), cela assure que pour tout X € H, (A1 X, X),, , <0, ie., A; est dissipatif sur H

équipé du produit scalaire (-, -),, . O

On peut a présent introduire le résultat principal au regard de I'opérateur A;.

Théoréme 7.7 Soient €1,e5 > 0 tels que €1 < min(ej, 1/K,,) et eo < min(e}, 1/K,,). Alors

Vopérateur Ay génére un Co-semi-groupe de contraction sur (H, (-, )5, ,)-

Démonstration. Puisque 0 < €1, 6, < 1/Ky, le Lemme 7.3 assure que (4, (-, ), ,) est un
espace de Hilbert. De plus, le Lemme 7.6 montre que A; est dissipatif. Il reste donc & montrer
quiil existe Ag > 0 tel que R(AoIp(a,)—A1) = H. Le Lemme 7.5 montre que 'opérateur A; est
fermé avec 0 € p(.A;). Puisque I'ensemble résolvent p(.A;) est un sous-ensemble ouvert de C,
il existe donc Ag > 0 tel que la condition Im(AoIp(a,) — A1) = H soit vérifiée”. L’application

du théoreme de Liimer-Philips (Théoreme 6.8) permet de conclure la démonstration. U

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 7.8 Soient €1,e5 > 0 tels que ¢; < min(ej,1/K,,) et o < min(e}, 1/K,,). Alors
D(A) est dense dans H équipé de (-,-)y,1 ou de (-, )2, i.e., D(A) =H.

Démonstration. La densité de D(A;) dans H équipé de (-, -)3 2 est une conséquence directe
des propriétés de dissipativité et de rang par 'opérateur A; dans I'application du théoreme
de Limer-Philips pour les espaces réflexifs. Puisque sur la base du Lemme 7.3 les normes
[[3,1 et [l sont équivalentes, D(A;) est également dense dans H équipé de (-, -)4,1. La

démonstration est compléte car, par définition, D(A) = D(A;). O

7.2.3 A, est borné

Apres avoir complété I’étude de Ay, on investigue a présent le cas de 'opérateur A,. Rappe-

lons qu’il est défini par :
A2(f7 g, h? Z) = (07 awh + sz + Y3, 07 Oé¢h, + 5¢Z + ’7¢g) (790)

sur le domaine D(Ay) = H. On a alors le résultat suivant.

7. On peux voir que tout Ay € (O, |.A1_1’H;[12) vérifie cette condition. En effet, A\oIp4,) — A1 =
— (I — XoAT") Ar avec Im(A;) = H. La conclusion provient alors du fait que, puisque A;' € L(H)

et donc

avec H espace de Hilbert, Iy, — \o.A7' admet un inverse dans L£(H) pour |\g| < H|Afl|‘|;12,

Im(I — oA !) = H.
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Lemme 7.9 L’opérateur Ay est borné, i.e., Ay € L(H).

Une nouvelle fois, puisque ||-||,, ; et ||-||;, 5 sont équivalentes, il est suffisant de démontrer que

le résultat est valable avec [|-[|,, ; pour en déduire sa validité pour |||, .

Démonstration. Soit (f,g,h,z) € H,

1A= (f, 9,1y 2) 30 = 10, @l + Bz + 709, 0, a9k + Bz +169) I3

= /0 l(%h(y) + Boz(y) + 1w9(y))*dy + /0 l(%h(y) + Boz(y) + 199(y))*dy

<M |\(f,9:h, )51 (7.91)

ou, apres développement des carrés, les inégalités de Young et de Poincaré (pour f, f',h €
AC[0,!] et f(0) = f(0) = h(0) = 0) ont été utilisées. La constante M € R, dépend unique-
ment de [, ¢y, €4, Quy B, Yoy Xy Bos Voo OJ

7.2.4 Well-posedness du probléme de Cauchy

On peut finalement introduire le résultat principal de cette section sous la forme du prochain

théoreme.

Théoréme 7.10 Soient €1,€2 > 0 tels que €; < min(ej, 1/K,,) et eo < min(es, 1/K,,). Alors

Vopérateur A génere un Co-semi-groupe sur (H, (-, )3, 5)-

Démonstration. Par définition, A = A;+ A sur D(A) avec D(A) = D(A;) et D(As) = H.
De plus, par le Théoréme 7.7, A; génere un Co-semi-groupe sur (#, (-, ), ,) et, de par le
Lemme 7.9, As est borné. Le Théoreme 6.9 assure alors que A génere une Cyp-semi-groupe
sur (H, (-, )g)- O

On en déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 7.11 Soient €1,e2 > 0 tels que ¢, < min(e},1/K,,) et e < min(el, 1/K,,).
Alors Uopérateur A génére un Cy-semi-groupe sur (H, (-, +)4,,). De plus, ce Co-semi-groupe
S(t) généré par A sur (H,(-,)y,) coincide avec le Cy-semi-groupe T'(t) généré par A sur
(H, () p0)s d-e, S(t) = T(t) pour tout t > 0.

Démonstration. Notons 7'() le Cp-semi-groupe généré par A sur (H, (-,-),,,). Par équi-

valence des normes, T'(t) est également un Cy-semi-groupe sur (H, (-, ), ;) avec générateur
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infinitésimal A. Le Théoreme 6.3 portant sur 'unicité du Cyp-semi-groupe associé a un géné-

rateur infinitésimal donné permet de conclure la démonstration. O
On déduit alors du Théoréme 6.12 que le probleme de Cauchy (7.22) est bien posé. Soit
T :R, — L(H) le Cy-semi-groupe généré par A. Pour toute condition initiale Xy € D(A),

X: R+ — H

(7.92)

est I'unique solution de (7.22), i.e., vérifie X (0) = Xy, X € C*(R,,H), et pour tout ¢ > 0,
X(t) = AX(t). De plus, pour tout ¢t > 0, X(t) € D(A), i.e., X € CO(R,, D(A))NC (R, H).

7.3 Stabilité exponentielle

La question de la well-posedness réglée, on s’intéresse a présent aux propriétés de stabilité
du systeme bouclé (7.22).

7.3.1 Décroissance exponentielle de ’énergie du systéme

Dans le cadre des méthodes dites energy multipliers methods (Luo et al., 2012), on définit

I’énergie augmentée du systeme par
sl 2 1
V>0, £() 2 S IX ()5, = 5 (X0, X(0)ys. (7.93)

ot Ry 5t — X(t) £ T(t)X, € D(A) représente I'unique solution du probléeme de Cauchy
(7.22) associé a la condition initiale X € D(.A). Puisque T'(t) est un Cy-semi-groupe, on en
déduit que € € C(R;R) avec pour tout ¢t > 0 (cf. Annexe D),
E(t) = (X (1), X(1)), = (AX (1), X(£))g5 = (A1X (1), X ())yy0 + (A2X (1), X (1))
(7.94)

H,2

Le premier terme du membre de droite de (7.94) a été majoré via (7.89) puisque pour tout
t >0, A(t) € D(A) et, par définition de 'opérateur Ay, D(A;) = D(A). On se focalise donc
sur 1’évaluation du second terme. Pour tout X = (f, g, h, z) € D(A),

<A2X7 X>’H72 = <(07 Oéwh + BWZ + Ywd, 07 a(bh + 6¢Z + /y(bg) ’ (f7 g, h7 Z)>H,2
l
= [ lowh(®) + Buz(y) + 9(9)] 9(u)dy

+ /0 l lagh(y) + Boz(y) + 159(y)] 2(y)dy
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s [ Touh(o) + Ausly) + 90)] 1)y

+eo [ lash(y) + Aozly) + 109 o)y

= €10 /Ol FW)gly)dy + eron, /Ol F)h(y)dy + e /Ol fzy)dy  (7.95)
+ Ve /Ol 9 (y)dy + (aw + e275) /Ol 9W)h(y)dy + (B + 79) /Ol 9(y)z(y)dy
+esay [ Ry + (a0 + o) [ (0)=(0)dy

l
B [ )y,

En utilisant une nouvelle fois les inégalités de Young et Poincaré (pour f, f',g,¢' h,z €
ACI0,1] avec f(0) = f'(0) = g(0) = ¢’(0) = h(0) = 2(0) = 0), on a pour 73,...,75 > 0 :

[ o] <5 [ @+2/

854 / £2(y) / y)dy, (7.96a)
/f dy’</f d+r4/h2
854 / F72(y) @ / h2(y)dy, (7.96D)
[0 ®<*/F(*w/
8l4 / £2(y) / y)dy, (7.96c¢)
ﬂmmm%gi/ 2()ay+ 2 [ n2()a
;%%Ag@®+iféwmm% (7.960
/lg(y)Z(y)dy Sl/l 9°(y)dy + 27/01 2(y)dy, (7.96e)
2
/ h2(y)dy < <4l / B2 (y (7.96f)
e s 5
fl; / B2 (y)dy + 8 / (7.96g)
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On en déduit la majoration suivante :

8€1l '70.)
X, X / " 7.97
(X, Xy <0 (24 20 22) [ (7.7
ay+ e avwrs  Bot+ Y /l 2
w d
+ (v R T S 9" (y)dy
412 ((ay, + €Ys)T6  (p + €0s) €Ty l
- w w h/2 d
+ — ( 5 + o + 5 + €20 /0 (y)dy
L+ + AW
+ (6¢ L0 2%)7“7 4 s ;ﬁﬁm + 6152 TS) /0 2*(y)dy

En combinant cette majoration avec (7.89) et en notant X (¢) = (f(-, 1), g(-,t),h(-,t), z(-, 1)),

I’équation (7.94) donne lieu a la majoration :

E(t ki(g(D) + e f(1,1)* = ka(2(1) + e2h(1, 1)) (7.98)

02 814 /BUJ FY(U ! 12
= — + =4+ = t)d
( 2r1 ot <r4+r5+7’3 /of (v, £)dy

Oéw+€27¢+€1%7“3 @u‘i‘%)/g y, t)dy
2 b

161 n,
<77wci e ( X NwCi, 7”1))/ g//2 (y,t)dy
4[2 W w :
< e, AP ((04 + €279)76 L Yt €2 4G9l 62a¢)> /0 h2(y, t)dy

+

Yo

219 4 2 2rg 2

[
B“ i %) + (29 +;25¢)r8 + 61%"”’) /0 22(y, t)dy

4[2 TM)CQT'Q l

2 (4 2

—1n — — + t)dy.
< e 62( 3 5 /0 z (y, ) Y

A la vue de ce résultat, on formule d’hypothese suivante.

+

Hypothése 7.1 On suppose que les constantes du probléme intervenant dans (7.1a-7.1b),

ie, l, c, cé, Nws Moy s Bus Yus Vg, By €l Ve, sont telles qu’il existe ri,7a,...,78 > 0 ainsi



que 0 < €1 < min(e}, 1/K,,) et 0 < g9 < min(el, 1/K,,) tels que

2
A NwC
)\1 = €1 <C2 — Y-

8I* [ay, » »
(o3)
m T4 Ts T3

“ 2’/’1
Qy + € €17YuT o+
Ao £y, + 2%5—1- il 3—!—5 %5,
27"6 2 27”7
161*  n,ciry
Ay 2 w“w
Az = M, — € <ﬂ_4+ 9 .
2 2
€aCylly A7 [(aw + €279)r6 | g+ €20y | 1007y
D P S Al
4= €€y o 2 5 + s + 5
w T T Qg + € T €10,T
)\5éﬁ¢+(ﬁ ’Y¢)7+(¢ 25¢>)8 15 5’
2 2 2
A2 neciry
A 2 ¢
A6 = TpCy — €2 <7T2+ 9 ;

vérifient Ay, ..

Sur la base de I'Hypothese 7.1, on obtient :

-7)\6 >0, 7T4)\3/<].6l4) — X >0 et 7TQ)\6/<412) — A5 > 0.

E() < —ki(g(lt) + e f(1,1)* — ka(2(1, 1) + e2h(1,1))?
l l l
— )\1/0 f”Q(y,t)dwaAz/O 9*(y, t)dy — >\3/0 9" (y, t)dy

l l
- A4/ h’2(y,t)dy+k5/ 22y, t)dy — Aa/ 2?(y,t)dy
0 0

l
0

< —ki(g(t) + e f(1.1)* = Ra(2(1,t) + e2h(1,1))?

!
o "2 _
)\1/0 "y, t)dy (16l4

l
A4/O h=(y, t)dy <412

71'4)\3

7T2)\6

- Az> /Ol 9*(y,t)dy

l
_)\5>/0 22(y7t)dy7

+ 620[¢> s

ol la seconde inégalité découle de I'inégalité de Poincaré. On introduit alors

N . </\1 774/\3
M = 2min

/\4 7T2A6
c2’ 161 > g’ Al

ce qui fournit, basé sur (7.36),

vVt >0,

—)\5> > 0,

. . A
E(t) <~ IX O, < ~F IX O = —AE(),
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(7.99a)
(7.99)

(7.99¢)
(7.99d)

(7.99¢)

(7.99¢)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

ot A 2 f1,,/(1 4 €nK,) > 0 est indépendant de la condition initiale X, € D(A). Puisque
£ € CY(R,;R), on obtient apres intégration que pour tout ¢t > 0, £(t) < £(0) exp(—At). En
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rappelant que E(t) = ||X(t)|]3_[2 /2, on obtient :
VXo € D(A), vVt >0, IT(t) Xolly o < 1 Xollyy o exp(—At/2). (7.103)

Cette inégalité peut étre étendue a tout Xy € H puisque pour tout ¢t > 0, T'(t) € L(H) et,

en se basant sur le Corollaire 7.8, D(A) = H. En d’autres termes,
VX €H, vt >0, IT(t) Xoll30 < | Xolly 0 exp(—At/2). (7.104)

On a ainsi montré que T'(t) est un Cp-semi-groupe tel que ||T'(¢)||,, , < exp(—At/2) pour tout

t > 0. Ce résultat est résumé sous la forme du théoréme suivant.

Théoréme 7.12 Sous I’Hypothése 7.1, I'énergie augmentée £ du systéeme définie par (7.93)

converge exponentiellement vers 0 dans le sens o il existe A € R tel que
vt >0, E(t) < E(0) exp(—At). (7.105)
De plus, T(t) est un Co-semi-groupe exponentiellement stable pour ||-[[4, o-

De ce résultat découle la stabilité exponentielle de I’énergie du systeme E telle qu’originelle-

ment définie par (7.6).

Corollaire 7.13 Sous I’Hypothése 7.1, l’énergiec E du systéme définie par (7.6) converge

exponentiellement vers 0. En particulier, il existe K € RY tel que
vt >0, E(t) < KgE(0)exp(—At), (7.106)

ot A > 0 est celui fourni par le Théoréeme 7.12. De plus, T(t) est un Cy-semi-groupe expo-

nentiellement stable pour |||, ;-

Démonstration. Le résultat est immédiat avec Kp = (1 4+ Kp€,,)/(1 — Kn€,) > 0 puisque
sur la base de 'équivalence des normes (7.36),
1+ K,.em

exp(—At) < ——"F(0) exp(—At). (7.107)

£(0)
E(t) < ST K.

—1—-K,em (1) < 1— K,.em

En suivant la méme procédure que précédemment, on obtient le résultat puisque E(t) =
HX(t)Hi1 /2, ce qui aboutit a ||T'()|,,, < v Kpgexp(—At/2) pour tout ¢ > 0. O
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7.3.2 Stabilité exponentielle uniforme des déplacements flexibles

On cherche a présent a établir la stabilité des déplacements en flexion et en torsion.

Corollaire 7.14 Sous I’'Hypothese 7.1, il existe K., K.,,, Ky € R tels que pour toute condi-
tion initiale Xo € D(A) et tout t > 0, la solution du probléme de Cauchy (7.22) vérifie

lw(-, 1)l < K/ E(0) exp(—At/2), (7.108a)
ey (). < Ko ,/E(O)exp(—At/z) (7.108b)
16(-, 1)l < Kp\/E(0) exp(—At/2), (7.108c¢)

ou A > 0 est fourni par le Théoréme 7.12 et E(0) = HX0||3_[’1 /2 représente [’énergie initiale

du systeme.

Démonstration. Soit X (t) = T(t)Xo = (f(-,t),9(-,t), h(-, ), 2(, 1)) la solution du probleme
de Cauchy (7.22) associée a la condition initiale Xy, € D(A). Puisque pour tout ¢ > 0,
X(t) € D(A), on a h(-,t) € H(0,1) et h(0,t) = 0. En appliquant I'inégalité d’Agmon (cf.

Lemma D.9) puis I'inégalité de Poincaré, on obtient

4 2 /2 /2 ? 64[2
[A(-,t) <4/h y,t dy/h y,t dy<f/h Hdy| <

CE(t)*. (7.109)
Co

Ainsi, pour tout ¢t > 0,

93/2]1/2
1A )]l < e, VE(t) < Ky E(0) exp(—At/2), (7.110)

avec
23/211/2 1+ K,ném

= X .
¢ ml/2¢, 1— K,em

(7.111)

En suivant la méme procédure avec f'(-,t) € H'(0,1) et f'(0,t) = 0, K, = K4cg/c, est tel
que pour tout t > 0,

1)l < Ko/ E(0) exp(—At/2). (7.112)

Finalement, puisque pour tout ¢t > 0, f(-,t), f'(-,t) € H'(0,1) et f(0,t) = f'(0,t) = 0, on
obtient que pour tout ¢t > 0,

95/2]3/2
1G] < g VE ) < K\ E(0) exp(—At/2), (7.113)
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avec Py
25 2l3 2 1 Km "

= x| o BmEm, (7.114)
m3/2¢,, 1 — K,

La preuve est complete puisque f = w, f' = w, et h = ¢. O

7.4 Résultats de simulation

Le comportement du systeme bouclé est évalué en simulation. De maniere a approximer le
systeme d’EDP en un systeme d’EDO pouvant étre résolu numériquement, une discrétisation
basée sur la méthode de Galerkin (Brenner and Scott, 2007; Ciarlet, 2002) a été employée.
Elle consiste dans le cas présent a choisir, en fonction des conditions & la frontiere (7.2)
et (7.3a-7.3b), deux familles libres de fonctions (fi)o<i<n €t (hj)o<j<p, afin d’approximer les

déplacements flexibles sous la forme suivante.

w(y,t) = i ai(t) fi(y), (7.115a)
80,1) = 3 b0 (0) (7.1150)

En injectant ces expressions dans les EDP d’origine (7.1a-7.1b) et en tenant compte des
entrées de controle (7.3a-7.3b), la projection de chacune de ces deux équations dans 'espace
vectoriel engendré repectivement par (f;)o<i<n €t (hj)o<j<p permet d’obtenir un systeme
d’EDO approximant le modele d’origine et utilisable a des fins de simulation. Les détails de

la discrétisation ainsi que le modele EDO obtenu sont fournis en Annexe E.

Les conditions initiales sont fixées a : w(y,0) = 0.15f5(y)/I*m et ¢(y,0) = 16(ho(y)/l +
hi(y)/1?) = 8y?/I?deg. Le comportement du systéme en boucle ouverte est illustré a la
Fig. 7.1. On observe que les déplacements en flexion et en torsion sont faiblement amortis,
laissant apparaitre de larges oscillations. Pour des gains de contrdle fixés a ky = ky = 1, le
comportement du systéme bouclé tel qu’illustré a la Fig. 7.2 indique un meilleur amortisse-
ment du systeme avec des déplacements flexibles qui convergent rapidement vers zéro. Cette
meilleure performance du systéme bouclé se confirme lorsque ’on compare les déplacements
flexibles a l'extrémité de l'aile comme cela est montré a la Fig. 7.3(a). Finalement, I'effort de

commande est illustré a la Fig. 7.3(b).
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Figure 7.3 Comportement du systeme bouclé a l'extrémité de 'aile et effort de commande

associé

En conclusion, on a donc démontré pour 'aile homogene 'existence et 1'unicité des trajec-
toires du systeme en boucle fermée. De plus, sous réserve de I’'Hypothese 7.1, la décroissance
exponentielle de I'énergie du systeéme a été établie. Il en a été déduit la convergence expo-

nentielle uniforme des déplacements en flexion et en torsion vers zéro.
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CHAPITRE 8 CONTROLE A LA FRONTIERE D’UNE AILE FLEXIBLE
NON HOMOGENE

Le Chapitre 7 a permis de traiter le contréle d'une aile flexible homogene décrite par un
systeme de deux EDP couplées. Ce chapitre prolonge cette étude en étudiant le cas d’une aile
flexible non homogene en présence de perturbations en entrée de commande. Cela conduit
a reformuler le probleme sous forme d’un probleme de contréle a la frontiere sous forme
abstraite tenant a la fois compte de la loi de commande imposée et des entrées de perturbation
(Section 8.1). Une telle formulation conduit a étudier la well-posedness du probléme en deux
temps. Dans un premier temps, la génération d’un Cy-semi-groupe est investiguée, permettant
de conclure la well-posedness en 'absence de perturbation. Dans un second temps, la well-
posedness en présence de perturbations en entrée est démontrée via la concept de boundary
control system (Section 8.2). L’étude de la stabilité du systéeme bouclé est menée par une
approche de type fonction de Lyapunov (Section 8.3). Finalement, une étude numérique est

effectuée afin de valider la stratégie de commande en simulation (Section 8.4).

8.1 Modele de l’aile homogeéne, loi de commande et forme abstraite

8.1.1 Modele de ’aile homogeéne et loi de commande

On consideére le probléme du controle du systéme d’EDP couplées a coefficients non constants *

suivant :
pwir + (Elwyy + NwElwiyy)yy = p [0wd + Budr + Yowr] sur (0,1) x Ry, (8.1a)
Lyt — (GI oy +1sG I pry)y = Ly (06D + Bodr + Yowr] sur (0,1) x R, (8.1b)

Les conditions a la frontiere sont données par :
w(0,t) = wy(0,t) = wy,(I,t) = ¢(0,t) =0, vVt > 0, (8.2)

avec une commande a la frontiere telle que :

Liip(t) = = (Elwyy + nuElwyy)y (1, t) + mgwu(l, 1), t>0, (8.3a)
Mtip(t) = (GJ¢y + Gjn¢¢ty)(l, t) ‘I— Js¢tt(l7 t), t Z O (83b)
1. Contrairement au Chapitre 7, p, I,, EI,GJ, ... ne sont pas des constantes mais des fonctions de la

variable spatiale y modélisant ’évolution des différents parametres physiques le long de I’aile.
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Les entrées de commande sont la portance Fii,(t) et le moment en torsion M, (t) générés a

I'instant ¢ > 0 par les volets situés a 'extrémité de l'aile.

La stratégie de commande investiguée prend la forme de celle du Chapitre 7 en présence de

deux entrées de perturbation d;(t) et da(t) :

Liip(t) = —ky [wi(l, ) + eqw(l, )] + mswr (1, 1) + di(t), t>0, (8.4a)
Miip(t) = —ka [0:(1, 1) + €20(1,1)] + Jsdu(l, t) + da(2), t>0, (8.4b)

ou ki, ko € RY sont deux gains de controle et €1, e; € RY deux parametres qui seront sélec-
tionnés par la suite. De la sorte, en combinant (7.3a-7.3b) et (7.4a-7.4b), on obtient les deux

conditions a la frontiere suivantes :

(ELwyyy (1, 1) + 1w Elwiyyy (1, 1) = ky (wi(l, 1) + ew(l, 1)) — di(2), t>0,  (8.5a)
(Gj¢y(l7 t) + 77¢¢ty<l; t)) = _k2 (¢t(lv t) + 62¢(Zv t)) + dQ(t>7 t> 07 (85b)

Finalement, les conditions initiales, dont la régularité sera spécifiée plus tard, sont données
par w<70) =Wwo , wt('70) = W0, ¢<70) = ¢0 et ¢t<70) = ¢t0-
Ce chapitre vise & démontrer le bien fondé de la stratégie de commande a la fronticre (8.4a-

8.4b). En définissant 1’énergie du systéme comme suit :

vt >0, E(t) £ ;/Ol EI(y)wy, (y,t) + p(y)wi (v, 1) + G (9) ¢y (y, t) + Lo(y) (y, 1) dy, (8.6)

I'objectif est de montrer qu’en 'absence de perturbations (d; = d2 = 0) on a convergence
exponentielle de 'énergie F(t) du systeme bouclé vers 0, ainsi que celle des déplacements
flexibles w et ¢ de maniere uniforme le long de 'aile. Dans un second temps, I'impact des

perturbations d; et ds sur le comportement du systeme bouclé est analysé.

8.1.2 Reformulation du probleme sous forme abstraite

Pour toute fonction mesurable f : (0,1) — R, on définit le supremum essentiel et I'infimum

essentiel de f comme étant :

Fainf{MeR : A(f (M, +00))
!

0}, (8.7a)
sup{mER S MfH(—o00,m)) =0

3 (8.7b)

[1>
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ou A représente la mesure de Lebesgue. L’ensemble des fonctions mesurables f : (0,1) — R
qui sont essentiellement bornées, i.e., pour lesquelles m < 00, est notée L>°(0,1) et est muni
de sa norme naturelle || f{| @ = |f]. Pour I’ensemble des fonctions continues définies sur

un compact donné, la norme uniforme est notée ||-|| .

On suppose que les parametres de l'aile sont tels que p, I,, EI,GJ,n,,ns € L*(0,1) et
que leur infimum essentiel est strictement positit, i.e., p, [y, EL, GJ, 1,14 > 0. On suppose

également que les coefficients aérodynamiques sont tels que o, By, Yo, 0, B, Yo € L(0,1).

De maniére a analyser les propriétés du systéme bouclé composé de (8.1a-8.1b) avec les
conditions aux frontieres (8.2) et (8.5a-8.5b), on réécrit le probleme sous forme abstraite.

Pour cela, considérons le R-espace vectoriel défini par :

H=1{(f g, h,z)€ H*0,1) x L*(0,1) x H'(0,1) x L*(0,1) :

(8.8)
f(0) = f'(0) =0, h(0) =0, f, f',h € AC[0, 1]}

avec le produit scalaire (-, -),, , défini par? :

((f1, 91,01, 21), (f2, 92, ha, 22)) 10

2 /0 l [EL(y) 7 W) f2 () + p()g1(v)g2(y) + GT ()R (y) P (y) + Lu(y) 21 (y) z2(y)] dy.
(8.9)

La norme associée est notée ||-||, ;. Le choix de ce produit scalaire est motivé par le fait qu’a

partir de la définition de I’énergie du systéme adoptée dans ce chapitre (8.6), on a

Vi 2 0, B(t) = 5 1) (0,010,600 By (3.10)

Du fait que p, I,, EI,GJ € L*(0,1) avec p,l,, EI,GJ > 0, on peut montrer de maniere
analogue & ce qui a été fait au Chapitre 7 que l'espace ‘H doté de (-, -),{71 est un espace de
Hilbert.

Afin d’étudier la well-posedness du systeme bouclé en présence de perturbations en entrée de

commande, on introduit :

Ad : D(.Ad)
(f,9,h,2)

2. L’indice « 1 » dans la notation du produit scalaire est utilisé pour le différencier du second produit
scalaire introduit par la suite.

-t (8.11)
— (g7guz72)
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ou

G= —~(EIf"+n,E1g")" + a,h+ Buz + 7.9, (8.12a)

=

AL

(GIN + G IZ") + agh + Boz + 709, (8.12b)

z

1
Iy
sur le domaine D(A,;) C H défini par :

D(Aq) 2 {(f,9,h,2) € H :
g€ H*0,1), z € HY(0,1), EIf" +n,Elg" € H*(0,1), GJN +nsGJZ € H'(0,1),
f(0) = f'(0) =0, g(0) = ¢'(0) = 0, h(0) = 0, 2(0) = 0, (ELf" +n.EIlg")(l) =0,
9.9 h2, (ELf" +n,EIg") € AC[0, ],
(EIf" +n,ELg"Y, (GJh +n,GJzZ') e AC[0,1]}.
(8.13)

En munissant R? de la norme 2 usuelle, on introduit également I'opérateur a la frontiére :

B: DB — R

o (8.14)

(f7 9, h7 Z) — (Ul, u2)
i 2 —(BIf" + n,BIg") (1) + ki (g(1) + e1 F(1), (8.150)
o 2 (GIN + Gns?)(1) + ka(2(01) + exh(D)), (8.15b)

sur le domaine D(B) = D(Ay) C H. Soit U = (u, us) € C*(Ry,R?) entrée de perturbation.
On obtient que le systéeme d’EDP couplées (8.1a-8.1b) avec les conditions aux frontiéres (8.2)
et (8.5a-8.5b) se reformule sous la forme du probleme de controle a la frontiere sous forme

abstraite suivant : 4xX
BX(t)=U(t), t >0 (8.16)
ot X(t) = (w(-,t),wi(-,t),d(-, 1), ds(+, 1)) est le vecteur d’état et Xo = (wo, w0, o, Pro) est la
condition initiale. De maniére a étudier les propriétés du probléme de controle a la frontiere

(8.16), la question de sa well-posedness est investiguée dans la prochaine section.
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8.2 Well-posedness du probléeme de controle a la frontiere

Afin d’étudier la well-posedness du probléme de contrdle a la frontiere (8.16), il est utile
de Détudier d’abord en I'absence de perturbation, c¢’est-a-dire pour U = 0. A cette fin, on
introduit I'opérateur A £ Adlp(a) sur le domaine D(A) = D(Ag) Nker(B). De manicre a
faciliter les prochains développements, les deux opérateurs linéaires A; : D(A;) — H et

Az : D(As) — H sont introduits comme suit :

1 1
Ai(f.g,h,2) = (g, —;(Eff” +n.E1g")", z, T(Gjh’ + n¢>GJz’)’> , (8.17a)

w

As(f,9,h,2) £ (0, auh + Buz + 79,0, agh + Bz +7s9) (8.17Db)

définis sur les domaines D(A;) = D(A) et D(Az) = H. On vérifie que A = A; + Ay sur
D(A).

8.2.1 Motivation et introduction d’un second produit scalaire

On souhaite dans un premier temps montrer que 'opérateur A; génere un Cy-semi-groupe.
Pour cela, on souhaite appliquer le théoreme de Lumer-Phillips (Théoréeme 6.8). Cependant,

comme dans le cas de 'aile homogene, on a le résultat suivant.
Lemme 8.1 A; n’est pas un Cy-semi-groupe de contraction sur (H, (-, -))z.1-

Démonstration. Pour X = (f,g,h,z) € H,

w

1 1 1\ 1 / n/
WX, Ky = ( (30 LI+ BTG (G G2 ) f2))
H,1

:/Ol El(y)f"(y)g" (y)dy — /Ol(Eff” +n.E19")" (y)g(y)dy (8.18)

+ [ GI W) dy + [ (G +0,GI)Y (9)=(y)dy.
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En intégrant par partie avec les conditions a la frontiere (8.13) et X € ker(), on obtient :

l
/0 (EIf" 4+ n.E1g")" (y)g(y)dy

= [(BIf" +n.E1"Y () g, — /Ol(Eff” +n.E19") (y)g' (y)dy
=k (9(1) + er f())g(l) — [(ELf" + nuELg")(y)d ()],

+ / Z(Elf'”r??wEfg”)( )g" (y)dy
0

= il + e f)g0) + [ BIG)F W) Wy + [ nl) BI)g )y, (819

ainsi que :

[+ .Gy Wy
=[(GJL +n,GJZ")(y )z(y)]Zfé — /Z(GJ}L’ +n,GJZ) ()2 (y)dy
=~ ho(el) + h()=(0) ~ [ CIN ) W)y — [ )G (w)dy.  (8:20)

On en déduit l'identité :

(X, Xy = = kalo(D) + e f0)(D) — [ ()BT ()™ )y (8.21)
l

— kaa(0) + €h(D)2(0) = [ ms(y)GI()2(y)dy.

L’équation (8.21) permet de conclure que l'opérateur A; n’est pas dissipatif relativement au

produit scalaire (-,-),, ;. En effet, en considérant f = g = 0 et, pour tout y € [0, 1],

Y lilf + Ko Y K3

") =y G 9 = m©cI©

de, (8.22)

ou

1 1 1 —1 [ 1
& 111—12{]{262( + 2+13)+ 1}7 i lll_IQ{k2€2( - 2+[3)+ 2}’
(8.23)

et kg = 1/13 avec

L de Y T
h=lang E-hae® Bl necne (8.24)

3. Les constantes 1 et k2 sont bien définies car 1/GJ(y) > 1/GJ pour presque tout y € [0,1], ce qui
implique 11, — Iy > 1?/(2GJ) > 0.
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ona X = (f,g,h,2z) € D(A) et, sur la base de (8.21), un calcul direct montre que l'on a
(A1X, X);,, = 1> 0. Ainsi, A; n’est pas dissipatif relativement au produit scalaire (-, -),, ;.
Le théoréme de Liimer-Phillips (Théoréme 6.8) permet de conclure que A; ne géneére pas un

Co-semi-groupe de contraction sur (H, (-, -, )#.1)- O

Afin de statuer si A; génere sur (H, (-, -))z,1 un Cy-semi-groupe (qui ne serait donc pas de
contraction d’apres le résultat précédent), on cherche comme dans le cas de I'aile homogene

a utiliser un second produit scalaire (-, )2 sur H vérifiant les trois conditions suivantes :
1. (H,(-,-)nz2) est un espace de Hilbert ;
2. A, est dissipatif relativement & (-, )32 ;
3. les normes |[|-[|,; et ||-||;,, sont équivalentes.

On introduit le candidat (-, ->H72 : H x H — R défini pour tout (f1, g1, h1,21), (f2, g2, he, 22) €
‘H par :

((f1,91,h1,21), (f2, 92, hay 22) a2 = ((fro 01, by 21), (fa, 92, oy 22)) g4 (8.25)
e [ o) (o) + aa(y) o] dy

e [ 1) In()=() + 2 ()ha(u)] v

ol les constantes €, €2 € R* sont celles utilisées dans la définition de I'opérateur B (8.14) et

découlant de la loi de contréle (8.4a-8.4b). On introduit la constante K, € R* définie par :

Ky = max( L VI, 412\F> (8.26)

mEl’ :GJ

intervenant dans le lemme énoncé ci-dessous.

Lemme 8.2 Pour tout 0 < €;,€a < 1/Ky,, (-,-)5 €st un produit scalaire pour H. De plus,

la norme associée a ce produit scalaire, notée ||-||;, o, est équivalente a ||-|4, ;-

Démonstration. Il est aisé de voir que (-, ~>H’2 est bien définie (par application de I'inégalité

de Cauchy-Schwartz), bilinéaire et symétrique. Pour tout X = (f, g, h,2) € H,

(X, XDz = X + 260 [ p)f oty + 262 [ L(hm)e)dy. (827
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En appliquant dans un premier temps I'inégalité de Young et dans un second temps I'inégalité
de Poincaré pour h € H*(0,1) avec h(0) = 0, on obtient :

IREOITROE

IN

IA

IA

EEERERE

max (1 2GJ>/ GJ(y)h*(y) + L,(y) 2% (y)dy. (8.28)

De maniere analogue, en appliquant 1'inégalité de Young puis celle de Poincaré pour f, f’ €

HY(0,1) avec f(0) = f(0)=0

[ o) sty <V [ 15w [olisty 1
< / P+ [ oty ]
= 4l2/f’2 dy+/ ]
= _16[ IR dy+/ ]
<2 [ Bt mans / p(y)g%y)dy]
S\f ( 14651) / EI(y)f™(y) + p(y)g*(y)dy. (8.29)

On en déduit alors que pour tout X € H,
(1= emBom) [ X1 < (X, X )0 < (14 endn) [1X 5, (8.30)

avec €, = max(€, €2). Ainsi, pour 0 < €,, < 1/K,,, (-, ), est positif défini, et définit donc
un produit scalaire sur H. De plus, en notant ||-||,,, la norme associée, (8.30) implique que

[-[l3 €t [|-[l5,, sont équivalentes. 0

On déduit directement du lemme précédent le corollaire suivant.
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Corollaire 8.3 (H, (-, )3, ,) est un espace de Hilbert.

Par la suite, on supposera toujours que 0 < €1, €3 < 1/K,,, de telle sorte que le Lemme 7.3

s’applique.

8.2.2 A, géneére un Cy-semi-groupe

On va chercher a tirer profit du second produit scalaire introduit en appliquant le théoreme
de Liimer-Phillips sur (H,(:,-);,). Pour cela, on investigue tout d’abord la condition de

dissipativité. On introduit pour cela les deux constantes :

A, BT

: dmn,GJ
V= 64115 + rlon, ET

16121, + m2nsGJ

*
627

(8.31)

Lemme 8.4 Soient €1,e; € R tels que €, < min(e}, 1/K,,) et €, < min(es, 1/K,,). Alors

Vopérateur Ay : D(Ay) — H est dissipatif relativement au produit scalaire (-,-)q, -

Démonstration. Puisque 0 < €1,6; < 1/Ky,, le Lemme 8.2 assure que (H, (-, )4 ) est un
espace de Hilbert. Soit X = (f,g,h,z) € D(A;). Sur la base de (8.21) et d’intégrations par

partie,
(X Xy = (X Xy
e [ o))y — e [ (BL + BTG () )y
+ e / L(y)22(y)dy + & / (GI -+ nyGIY () h(y)dy
=~ ha(g) + 1 f))? — kal=(D) + (D)) (5.32)
e [ W)Wy + e [ L))y
~ [ @B W)y~ [ nn)GI)2 )y
—61/ EI(y)f™( dy—el/ W) ELW) " (y)g" (y)dy

— € /0 GJ(y)h"*(y)dy — & /O 16(Y)GJ (YN (y)2' (y)dy.
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En applicant I'inégalité de Young avec ry, o > 0 arbitraires, on obtient les inégalités :

<V [ ‘\/Ef(y)f”(y)‘ V) EI)g" )] dy
< \/nT/ EI(y)f"(y)dy + @Tl Ol oW ET(y)g"™ (y)dy,

[ BT W5 0y

o (8.33a)
|/n¢ )G () ()2 (y)dy| < \f/’ I )| [Vre)GI o '
T [ Gy + Y / T) )y
(8.33D)

En appliquant a présent I'inégalité de Poincaré (g, ¢,z € AC[0, 1] avec g(0) = ¢’(0) = 2(0)),

l
/Op(y) *(y dy<p/g dy<p*/g dy<p*/g”2 )dy

< B
< mE[Onwy y)g" (y)dy,
(8.34a)
/1( d<]/ <1l2/l *(y)d L I“’/l (y)GJ(y)z"(y)d
z — - z .
Y <loig Wy < 50 [ mew)GI ) v)dy
(8.34b)
On en déduit que pour tout X = (f,g,h, z) € D(A) et tout ry,rs >0 :
(A1X, XDy 5 < = ka(g(l) + €1f(l))2 — ka(2(1) + e2h(1))? (8.35)

_<1 o1(r )/ 1 (y) E1(y)g" (y)dy

- (1 - 9026(27*2))/ 1s(y)G I (y)2" (y)dy
a ( 27"1)/ B
. (1— 2@)/ G (y)h2(y)dy,

ol ¢ : RY 3z — 27, E1/(32'p + n*/on,Elx) et o : RY 3 o — 212,GJ/(81*L, +
T2\ /MoneGJx). Puisque ¢; est une fonction continue et décroissante sur R* avec, par hy-

pothese, €1 < € = p1(/Tw/2), il existe r{ > /7,/2 tel que €1 < ¢1(r7) < v1(\/Tw/2).
De maniere analogue, il existe r; > /75/2 tel que €2 < a(ry) < wa(/Ms/2) = €. Ainsi,
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en prenant r = 15 et 1o = 15 dans 'équation (8.35), on obtient que pour tout X € H,
(A1 X, X))y, 5 <0, c’est-a-dire que A; est dissipatif sur H muni de (-, -),, . O
De maniere a appliquer le théoreme de Liimer-Phillips, on investigue a présent la condition

de rang.

Lemme 8.5 Lopérateur A7' : H — D(A,) existe et est borné, i.e., A" € L(H). Ainsi
0 € p(Ay) et Ay est un opérateur fermé.

Proof. On investigue dans un premier temps la surjectivité de A;. Soit (f, g, h, 2) € H. Alors

avec f définie par

f) == [[w-omof e -k ["CSE e v aata) 530
vy—& [ -
[ Briey L@~ aneaeieds,
o) = {1+ b [ 7 ae] (5.37)
: (-
« {/ (1 (6 (E)ae + kl/o e
! l—§1 / §g)d§2d§1},
g = f, h définie par
) == [ ne( @€~ [ o (1) + (5. 2) (8.39)
- [ e [ s,
B(h,2) = — {1 4 ke /Ol folig)df}_ (8.39)

A [ ot [ GHai [ e [ n@eds |

(f,9)-
(h, 2).

4. Un calcul direct montre que f(I) =
5. Un calcul direct montre que h(l) =

/
h

Nl Qx

o
B
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et z = h,ona (f,g,h,2) € D(A) = D(A) et (f,§,h,2) = Ai(f,g,h,z). Ainsi, A; est
surjectif. De plus, puisque (f, g, h, z) dépend linéairement de ( f , 3, h, Z) € H, cela montre que
A est inversible a droite. Afin de conclure que A; est inversible, on étudie son injectivité.
Soit (f,g,h,z) € D(A;) tel que Ai(f,g,h,z) = (0,0,0,0). Alors ¢ = z = 0, impliquant
que (EIf")" =0 et (GJH') =0 avec f(0) = f'(0) = (EIf")(1) = 0, (ELf")'(I) = ke f(1),
h(0) = 0et (GJR')(1) = —kaeah(l). Ainsi, puisque (ELf")', (ELf"), f', f € ACI0,1], on obtient

par intégrations successives que pour tout y € [0, ],

(EIf")"(y) =0 (8.40a)
= (BIf")(y) = (ELf") (1) = ke f(1) (8.40b)
= (EIf")(y) = (ELf")(1) +kier(y — D) f(1) = krer(y — ) f(1) (8.40c)
= fy) = klel(]g[_(yl))f(l) (8.40d)
= fy) Iwﬂﬁel /Oy <§_(£l))d§f(l) — ke /Oy (él_(gdgf(o (8.40¢)
N 0) e / / d§2d§1 (1)

— ke /0 W=91=9 ng)((g) ng (). (8.40f)

En évaluant ce résultat en y = [,

(1 t ke /Ol %;é); dg) F)=0= f()=0, (8.41)

car k1, €, > 0et EI > 0, impliquant que f = 0. De maniére analogue, on a pour tout y € [0, ],

(GJIRY (y) 2 0 (8.42a)
= (GJIN)(y) = (GIN)() = —ksesh(l) (8.42b)
= Wy %L - ijzz)h(l) (8.42¢)

— (). (8.42d)
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En évaluant a nouveau en y = [, on obtient que

(1 + ke /O l Gi%) h(l) = 0 = h(l) =0, (8.43)

>0

car ky,eo > 0 et GJ > 0, impliquant que h = 0. On a ainsi montré que A;(f, g,h,z) =
(0,0,0,0) si et seulement si (f,g,h,z) = (0,0,0,0), ce qui montre I'injectivité de A;.

On en déduit donc que A;' : H — D(A;) est bien défini avec pour tout (f,g,h, %) € H,
ATNF, g,h,2) = (f, f,h,h) ol f et h sont respectivement données par (8.36) and (8.38). En
recourant a l'inégalité de Poincaré, on montre de maniere analogue a ce qui a été fait pour
I'aile homogene que A; ! est borné. Au bilan, on a donc bien A;' € £(H) d’ot1 0 € p(A;) et

A est un opérateur fermé. O

On peut a présent introduire le résultat principal au regard de I'opérateur A;.

Théoréme 8.6 Soient €1,e; > 0 tels que ¢, < min(ef, 1/K,,) et e < min(e;, 1/K,,). Alors

Uopérateur Ay génére un Co-semi-groupe de contraction sur (H, (-, )35)-

Démonstration. La démonstration est identique au cas de l'aile homogene traité dans le
Chapitre 7 par le Théoreme 7.7. 0

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 8.7 Soient €1,e5 > 0 tels que €, < min(ej, 1/K,,) et o < min(es, 1/K,,). Alors
D(A) est dense dans H équipé de (-, )31 ou de (-, )32, i.e., D(A) =H.

Démonstration. La démonstration est identique au cas de ’aile homogene traité dans le
Chapitre 7 par le Corollaire 7.8. (Il

8.2.3 A génere un Cj-semi-groupe

Le prochain lemme est une conséquence directe de la définition de 'opérateur A, des hypo-
theéses portant sur les caractéristiques physiques du systéme ® et de I’application des inégalités

de Young et de Poincaré.

Lemme 8.8 L’opérateur Ay est borné, i.e., Ay € L(H).

6. En particulier que p, I,, EI, GJ, o, i, Vs Qg5 B, ve € L(0,1) avec p, L, EI,GJ > 0.
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On peut alors introduire le résultat principal suivant.

Théoréme 8.9 Soient €1, e € RY tels que e; < min(ej, 1/K,,) et €2 < min(es, 1/K,,). Alors

Vopérateur A génere un Co-semi-groupe sur (H, (-, )3, 5)-

Démonstration. Sur la base du Théoreme 8.6 et du Lemme 8.8, le résultat annoncé est une

conséquence directe de la théorie des perturbations via le Théoréme 6.9. O

Le corollaire ci-dessous est la conséquence de 'équivalence des normes du Lemme 8.2 et de

I'unicité d'un Cy-semi-groupe généré par un générateur infinitésimal (cf. Théoreme 6.3).

Corollaire 8.10 Sous les hypothéses du Théoréme 8.9, A génére un Cy-semi-groupe sur

(H, (-, )31) qui coincide avec le Co-semi-groupe généré par A sur (M, (-, )5)-

8.2.4 Well-posedness du probleme de controle a la frontiére

On vérifie que (8.16) satisfait la Définition 6.9 de « boundary control system ». Premiérement,
D(A) = D(Ay) Nker(B) et Az = Ayz pour tout z € D(A). Deuxiémement, on vérifie
'existence d’un opérateur B € L(R? H) tel que Im(B) C D(Ay), AgB € L(R* H) et
BB = Ig2. On définit le candidat suivant :

B: R? — H (8.44)
(Ulau2) — (fU1707 hu270) .
ou fy, et hy, sont définies pour tout y € [0,1] par :
Cw vy =)0 =) Cup v dE
o (i -8 L d
=1+ klel/o B h=lthe [ aos (8.46)
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On vérifie que B vérifie bien les conditions requises. Premierement, B est clairement linéaire

et satisfait :

VU = (u17u2> € sz ||BU||§-[1 = H(fupo huyo)”i,l

- / EI(y) [12(5) + GJ ()12 (5)dy

Uy (I —y)? u2 ody
=B e Bl YT b Gy
(-

y) Lt dy 2
<max<b2/0 EI()d wl Gj(y)>||U||2, (8.47)

ou 'on a égalité lorsque U = ( 0) si — fo {1 Z(//)l) = I GJ?y) et lorsque U = (0, 1)
(1 y/l) 2
b2 fo T() < b2 fo GJ( 5 (R*,H) avec
_ L=/, 1 [ dy
1B]| = max (le/o ity g, /0 GJ(y)) . (8.48)

De plus, un calcul direct montre que pour tout U = (uy,us) € R?, BU € D(Ay) et
BBU = B(fu,,0, huy, 0) = (=(EILf] ) (1) + kie1fu, (1), (G Ry, )(1) + koeahy, (1) = U. (8.49)
Ainsi on a bien Im(B) C D(Ay) et BB = Ig2. Finalement, pour tout U = (uy,us) € R?,

|l ABU2,, = [ Aal fm,o s 0) 17,
2

1
H( (0, (BIfL)" + awhu, 0, (GJH,,) + a¢hu2,o>

w

H,1
2
= [|((0, ayy Py, 0, ad)huwo)”’}-[,l

= [ (p)ad) + Lu(w)ad ) 1, (0)ey
-3 /l (p(y) 2+ Lwad) ([ g5e)

< [ (i + L) ([ o) vl s0
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ol I'égalité est obtenue pour U = (0,1). On a donc bien A;B € L(R? H) avec

uB| - ,}J [ ez + e ([ g ) @ s

Puisque d’apres le Théoreme 8.9 et son Corollaire 8.10, A géneére un Cy-semi-groupe pour
€1,€62 > 0 d’amplitudes suffisamment faibles, on en déduit que pour tout U € C*(R,,RR?),
le probléeme de controle a la frontiere sous forme abstraite (8.16) est bien posé (cf. Théo-
reme 6.14). En particulier, il est possible de considérer ’équation différentielle homogene

abstraite suivante :

dv :
o M =AV() = BU(t) + ABU(1), t >0 (8.52)

V(0) = Vo € D(A)

Par le Théoréme 6.14, en supposant que U € C?*(R;R?), Xy € D(Ay) et Vo = Xo— BU(0) €
D(A), (8.16) et (8.52) admettant chacun une unique solution, notée respectivement X (t) et
V(t), qui sont liées par la relation V(t) = X (t) — BU(t) pour tout ¢t > 0. Il est & noter que
puisque D(A) = D(A4) Nker(B) et Xy, BU(0) € D(Ay), la condition Xq — BU(0) € D(A)
est équivalente & Xy — BU(0) € ker(B), i.e., en se basant sur l'identité BB = Iz, BX, =
U(0). Ainsi, la condition X, — BU(0) € D(A) vise uniquement a ce que la condition a la
frontiere BX (t) = U(t) de (8.16) soit satisfaite par la condition initiale X, et ’entrée initiale
U(0). Soit T': Ry — L(H) le Cy-semi-groupe généré par A sur H équipé de I'un des deux
produits scalaires (-, ), ; ou (-, )4 . Alors, I'unique solution de (8.52) est donnée, pour tout
Xo € D(Ay) tel que BX(0) = U(0) et tout ¢ > 0 par (cf. Théoreme 6.14 et I'Eq. (6.73)) :

X(t) = T(t)(Xo — BU(0)) + BU(t) + /0 t T(t—s) (=BU(s) + AsBU(s)) ds.  (8.53)

8.3 Analyses de stabilité

Afin d’analyser la stabilité du systéme bouclé, on analyse dans un premier temps la stabilité
du Cy-semi-groupe, correspondant a 1’étude de la stabilité du systeme en ’absence de per-
turbations en entrée. Dans un second temps, I'impact des perturbations sur le comportement

temporel du systeme bouclé est étudié.



305

8.3.1 Stabilité exponentielle du Cy-semi-groupe

On étudie la stabilité du systeme bouclé en I’absence de perturbations, i.e., pour U = 0. En
se plagant sous les hypotheses du Théoreme 8.9, A génere un Cy-semi-groupe T'(t). Ainsi,
X(t) =T(t)Xo € D(A) est 'unique solution de (dX/dt)(t) = AX(t) associée a la condition
initiale Xy € D(A). On définit alors 1’énergie augmentée du systéme comme suit :

Vi 0, £() 2 SIXW B, = 5 (X0, X (e (854)

N | —

Puisque T'(t) est un Cyp-semi-groupe, on a que € € C*(R,;R) avec pour tout ¢t > 0 (confere
Annexe D),

E(t) = (X(t), X (t)>H,2 = (AX(1), X (1)) g0 = (A1 X(1), X(£))305 + (A2 X (1), X (1))3y2 -
(8.55)

Le premier terme du membre de droite de (8.55) a été majoré via (8.35) puisque pour tout
t >0, A(t) € D(A) et, par définition de I'opérateur Ay, D(A;) = D(A). On se concentre
donc sur I’évaluation du second terme. Pour tout X = (f, g, h, 2) € D(A),

(A2 X, X350 = (0, auh + Bz + 709, 0, agh + Boz +759) , (f, 9.7y 2)) 45
= [ ) [0uw)h(v) + Bul0)2(9) + 7 (0)g )] o)y
+ / Lu( () + Bs(y)2(y) +716(y)9(y)] 2(y)dy
ta /0 p(v) [0 ()h() + Buw)=() + 2 (W) (w)] f(v)dy
+é /0 | Lu(y) lao(y)h(y) + Bo(y)2(y) +76(y)g(y)] h(y)dy

= [ Py + e [ pwasn) W)y (8.56)
e / DW=y + [ pwr)e )y
+ [ (ply)as(y) + Lulu)ro))aly)h(s)dy
+/ Y) + L) ®)9(®)2(y)dy + € /Ol Lu(y) s (y)* (y)dy
+ [ Luw)(eole) + Ba)hw)=)dy + [ Lw)Buw) W)y

En ayant une nouvelle fois recours aux inégalités de Young et de Poincaré (pour f, f',g,¢', h, z €



ACI0,1] avec f(0) =

que :

[ et sty

[ )t )hiw)a

Similairement, on a pour rg, . ..

[ w80 f0)=w)ay

[ )y

f'(0) =

= z(0) = 0), on obtient pour r3,...
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7’I“5>0

Sfl%l/llf(y)l‘\/@g(y)‘dy

\/_I%I/f

27"3

814\/_|7w|/f//2

7T4T3

\/ﬁlszlrs /Olp(y)f(y)dy
7\/5’%"703 /Olp(y) *(

g°(y)dy

8l4\/_|%J‘ //2 \/_’7w| r3 2
< TP [ Br) )y + Y22 [ )2y,

(8.57a)
7lag] 7laglrs 1
< pH/ Fy)dy + p||4/ h*(y)dy
2ry Jo 2 0
8145 a,| 2025 |y [
< 4p4la |/ 7 (y)dy + p‘& \7"4/ h?(y)dy
Ty 0
8l4p|aw| //2 QZQﬁmﬂl ! 2
<200l [en e [ IR )y,
(8.57b)
ARG p1Bulrs [
< —p’ ‘/f2(y)dy+p| 2’ 5/0 2(y)dy
8l4 B., p1Bulrs [
< /il |/ f//2 p| |5/ zz(y)dy
TTs 0
8l4p|5 | plﬁ \7“5
L B £ e / Lo ( .
< o A (y)dy, (8.57c)
< vl /O p(y)g° (y)dy. (8.57d)

,Ts > 0 que :

/ol<p(3/>%(y) + @fw(ym(y))g(y)h(y)dy‘

< (vatact+ ZEDel) [ titato| i

yoelowl + eeLulye| i
<

2\/ET6

| p)g* )y +

( ﬁﬁerEzEm)TG l
Ve /0 h?(y)dy

2P



- Jop | + ealu] sl
- 2\/_T6

\/ plaw] + ey
- 2\/—7"6

/Pygy y+

/0 p(y)g* (y) y+

[ 1ot (0uto) + 62ﬁ¢<y>>h<y>z(y>dy‘
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2(,/pp o] + eLu|vg])re

=N /O h(y)dy

Y="rn0r

\/ !Oéw]—i—egf |’y¢\ T6
GJ(y)h"(y)d
o /[ (v)dy,

(8.58a)

(8.58D)

27 1
< Lhloel [ Gynetpay. (3580
0

< VL(al + el [ Ihty) |\F )|y

VLo + el [

2’/“8

_ 2Ll + eB]) [0

m2rg

< 22V Tu(fag] + ex]F]) /Gj(y>h,2(y)dy+ﬁ<ya¢r+ez|ﬁ¢\ ry / ,
0 0

- G Jrs

Finalement on a par majoration directe :

(v)Bs(y)2"(y)dy

|%| + e2|By|)7s
5 /1 (y)dy
|%| + &B4])rs
2 / Lu(y)="(y)dy
: w(y) 2% (y)dy.
(8.58d)
TR [ Tuln)2* ()i, (8.59)
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On déduit des inégalités précédentes la majoration suivante :

<A2X7X>’H,2
8€1l4p |Cl’w| |5w |’Yw //2
- .
<t e / El(y (8.60)
. f \aw\mr Dol | ervahelrs f|ﬁw|/f + LTl P
Ve 2\/—7,6 2 27“7
l
X /O p(y)g°(y)dy
(/o lowl + e2Lulvsl)rs \/ﬁ(@Jer) aplowlrs | ———
+ + +62Iw|a¢|
7r2GJ 2,/p 2rg 2

< [ @Ity

1Bs] PIB/ /L Lo el " Lo(Jog| + e2|Bs))rs  ep|Bulr
+(6¢+(\fpﬁ |/f+2fm|/ﬁ>7+@<y%y; Bl)rs |, el )

21,
l
X / L,(y)2*
0

En combinant cette inégalité avec (8.35) et en notant X (t) = (f(-,%),g(-,t),h(-,t),z(-, 1)),

I’équation (8.55) donne lieu a la majoration :

Et) < —ki(g(l,t) + e f(1,1)* — kao(2(1, 1) + €2 (1,1))? (8.61)
o [ BIG) 0y +a [ o) 000 =X [ ) BI0) 0,0y

[ G0y + % [ L) 00 = X [ 0)GIw) ),

ou
o _ 8P (loul IB [ 1l

M2 (1o Y ~ - = .62

1= €1 ( o T ( ™ \/_7‘3 (8.62a)
N R A R B fwwr/f + /L Tl PIVE oo

2= 2 /pre 2 s '

A 16[4 \/n_wrl

A3=1—¢ <7T477wE] + 5 : (8.62¢)

M =€ ( - \/”7)) (8.62d)

27“2
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\/ |Oéw| + 62-[ |’Y¢’) \/H(m + 62’/87(”) + Elpmr4 + Tﬁ
€oly X ;
7T2GJ 5 2 &

2\/2 27“8
o WBIBl/ L+ VIu sl /Bt T (ag] + el Bsl)rs — eplBulrs
218, + + + . (8.62¢)
2 2 21,
4l2T w/%?"g
A 21— v . 8.62f
6 € <7T277¢GJ + 2 ( )

On émet alors I’hypothese suivante.

Hypotheése 8.1 On suppose que les constantes du probléme intervenant dans (8.1a-8.1b)
sont telles qu’il existe r1,79,...,r3 > 0 avec 0 < €; < min(ej, 1/K,,) et 0 < €3 < min(e3, 1/K,,)
tels que A1, ..., A¢ > 0, mn,EIN3/(161*D) — Xy > 0 et 7°nyGJINg/(41%1,) — X5 > 0.

Sous réserve de satisfaction de ’'Hypothese 8.1, on a d’apres I'inégalité de Poincaré les deux

majoration suivantes :

412\ ?
0</ *(y,t) dy<p/ (y,t dy<< 2) p/g”2y7

161*p //2
- minEl /0 mo(y) EI(y)g"™ (y, )dy,  (8.63a)

_ 42l

0< [ Ly(y)2*(y, t)dy < I, zQ(y,t)dyéjfw/ 2% (y, t)dy
T 0

4%T, [

©2neGJ Jo

no(y)GJ(y)z"(y, t)dy.  (8.63b)

En injectant ces deux inégalités dans (8.61), on obtient :

E() < —ki(g(,t) + e f(L, D)2 — ka(2(1, ) + esh(1,1))? (8.64)

—)\1/ E[ ”2 y, )dy )\4/ GJ h/2(y> )dy

7N, EI)s ! ) s n¢GJA6

En introduisant alors

4 EIN 2n,GIN
™ 3 77¢> 6 . 5) > O, (865)

A .
A9 A, - e
a mm( b6 A1,
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et en rappelant que ky, ko > 0, on obtient par I’équivalence des normes (8.30) :
V>0, £(t) < —° 5 X M3, < —AE), (8.66)

ot A 2 /(14 €,K,,) > 0 est indépendant de la condition initiale Xy € D(A). Ainsi,
puisque £ € C'(R,;R), on obtient apres intégration de I'inégalité que pour tout ¢ > 0,
E(t) < £(0)e ™. En rappelant que par définition £(t) = HX(IS)H?L[2 /2, on obtient :

VXo € D(A), Vt >0, [|T(t)Xollzs < [ Xollyq e (8.67)

Etant donné que T(t) € L(H) pour tout t > 0 et D(A) = H, D'inégalité précédente est
valable pour tout Xy € H. On en déduit donc que T'(t) est un Cy-semi-groupe de contraction
exponentiellement stable relativement au produit scalaire (-, )32 avec ||T'(#)l;, < e A/2
pour tout ¢ > 0. En invoquant une nouvelle fois ’équivalence des normes (8.30), on obtient que
1T (@), < Kge /2 pour tout ¢ > 0 avec K = \/(1 + Kpméem)/(1 — Kp€n). En particulier,

le taux de croissance wo(T") de T'(t) est tel que wo(T) < —A/2 < 0. Ces résultats sont résumés

dans le prochain théoréme.

Théoréme 8.11 Sous I’Hypothése 8.1, T(t) est un Cy-semi-groupe exponentiellement stable

relativement a (-, ~)H,1 et (- >7—t2

8.3.2 Analyse de la stabilité pour des entrées de perturbation bornées

Soit X (t) = T(t)Xo = (f(-,t),9(-,t), h(-,t),2(-, 1)) la solution du probleme de controle a la
frontiere (8.16) associée a la condition initiale Xy € D(Ay). Sous réserve de ’hypothese 8.1,
on obtient de (8.53) que pour tout t > 0,

X (#)ll3, <K [1Xo = BUO) |l e + | BIIU )] (8.68)

+KE||AdB||/ A=9/2)7 (s )||2ds+KE||B||/ A2 D(s) | ds

8.3.2.1 Perturbations bornées

Supposons que U et U sont bornées. On obtient alors que :

_ 2K
X () ey <K X0 = BUO) ey 2 + (1B + =32 [ ABI ) sup [U(s)l, — (8:69)

seER4

+ 22 1B sup [0(5)],-

seER
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Ainsi, I’énergie du systeme E(t) = ||X(t)||$_[1 /2 est bornée et, lorsque ¢ tend vers 'infini, on
a:
i sup | X (0], < (181+ 212 ||AdB||) sup [[U(s)]l, + 223 sw |0, 670)

En particulier, on observe que la contribution de la condition initiale décroit de maniere

exponentielle. En utilisant les inégalités d’Agmon et de Poincaré, on obtient :

256l6 2561°

1% < 180 < S 1X @ (8.71a)
16[2 1612

17601 < 5 1Oz < g IX O (8.710)
16l2 1672

5O < 5 IFCBlExon < e IX Ol (3.71¢)

En Dlabsence de perturbations (U = 0), on obtient donc la convergence exponentielle et
uniforme le long de l'aile vers zéro des déplacements en flexion w = f et w, = f', et en
torsion ¢ = h. En présence d'une perturbation bornée, les déplacements flexibles sont bornés

de maniere uniforme le long de I'aile et I'on a :

l3/2

hgf;lop (D]l < SRR hfg sup || X (t)]];,, < +oo0, (8.72a)
' , 2[1/2

hgffop Gt < g hm Sup [ X ()[4, < 400, (8.72b)
. 217

hfﬂfip [AC, D)l < ARG hgf;lop [ X (#)]l51 < +o0. (8.72¢)

Les majorations ainsi obtenues portant sur l’énergie du systeme ainsi que les déplacements
flexibles sont fonction de ||B|| et || AqB|| respectivement donnés par (8.48) and (8.51). On
retrouve alors le fait qu'un accroissement de la rigidité de I’aile a pour conséquence de réduire

I'impact des perturbations sur le comportement du systéme bouclé.

8.3.2.2 Perturbations convergeant vers zéro

Supposons que les perturbations sont telles que :

lim [[U(t)], = lim |U()]|, =0. (8.73)

t—+o00 t——+o00
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Alors, [|[ X (t)]l;,, converge vers zéro lorsque ¢ — +o00. Pour le démontrer, il suffit d’établir
que les deux intégrales intervenant dans (8.68) convergent vers zéro lorsque ¢ — +o00. Pour
cela, fixons un € > 0 arbitraire. De par (8.73), il existe T > 0 tel que pour tout ¢t > T,
|\U(t)|l, < Ae/2. En fixant la valeur d'un tel 77 > 0, on a pour tout ¢t > T,

t T t
[ NI 0y ds = [T M U(s) ], ds 4 [ N2 U ()]s
0 0 T

T
<2 / M2 ||U(s)|, ds + ¢, (8.74)
0
dont on déduit que
t
lim sup [ e 272U (s)|,ds < e. (8.75)
t——+o00 0

Cette inégalité étant vérifiée pour tout € > 0, la positivité de I'intégrale implique alors que

t
lim [ e 279/ U(s),ds = 0. (8.76)

t—+o0 Jo
Le méme argument montre que la seconde intégrale de (8.68) converge également vers zéro
lorsque ¢ — 4-00. On a donc montré que || X (t)]];,, o 0. On déduit donc de cette que :
1 t—+o0

lim [[£(8)]| = lim (1,8l = lim [[h(-)]].. = 0. (8.77)

t—+00 t—+00 t——+o00

En d’autres termes, les déplacements en flexion w = f et w, = f’, et en torsion ¢ = h,

convergent uniformément le long de I'aile vers zéro lorsque t — 4o00.

8.4 Reésultats de simulation

Le comportement du systéme bouclé est évalué en simulation (cf. Annexe E pour les détails
sur la discrétisation du modele). La condition initiale est sélectionnée comme étant wy(y) =
v (y — 31)/(4001%), wio(y) = 0, ¢o(y) = 27y*/(451%) et ¢yo(y) = 0. Les résultats sont illustrés
a la Fig. 8.1. En fixant les gains du controleur a k; = 10 et ks = 4, le comportement du
systeme bouclé est illustré a la Fig. 8.2 pour une perturbation en entrée sélectionnée comme

suit :

uy(t) = 3 cos(0.27t) sin(7t) cos(37t), (8.78a)
ug(t) = sin(0.27t) cos(mt) sin(37t). (8.78Db)

On observe une rapide atténuation des déplacements flexibles méme en présence de pertur-

bations en entrée. Finalement, les déplacements flexibles a I'extrémité de 'aile du systeme
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bouclé sont donnés a la Fig. 8.3(a) tandis que 'effort de commande est illustré a la Fig. 8.3(b).
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w(y,t) ()

o(y.t) (deg)

-0.02
-0.04

-0.06

y/l 0 0 yll 0 o
Temps (s) Temps (s)

(a) Déplacement en flexion w(y,t) (b) Déplacement en torsion ¢(y,t)

Figure 8.1 Réponse du systeme en boucle ouverte

8
E 2 6
= =
> = 4
3 >
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0
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1
y/l 0 o yll 0 o
Temps (s) Temps (s)
(a) Déplacement en flexion w(y,t) (b) Déplacement en torsion ¢(y,t)

Figure 8.2 Réponse du systeme en boucle fermée
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Figure 8.3 Comportement du systeme bouclé a l'extrémité de 'aile et effort de commande

associé

En conclusion, on a donc démontré pour l'aile non homogene 'existence et I'unicité des tra-
jectoires du systeme en boucle fermée en la présence de perturbations en entrée de commande
suffisamment régulieres. Sous réserve de I’'Hypothese 8.1, il a été montré qu’en la présence
de perturbations bornées (en amplitude et en vitesse), ’énergie du systéme ainsi que les

déplacements en flexion et en torsion demeurent bornés.
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CHAPITRE 9 CONCLUSION

9.1 Contributions des travaux de recherche

Cette these s’inscrivait dans le cadre général de la commande des systemes aérospatiaux.
Cette thématique générale s’est scindée en deux parties. La premiere partie constituée des
Chapitres 3 a 5 portait sur la commande des systémes non linéaires par la méthode du
séquencement des gains (gain-scheduling). La seconde partie traitée dans les Chapitres 6 a 8
a quant a elle abordé le probleme de la commande des ailes d’avions flexibles modélisées par

des systeémes a parametres distribués.

La premiere partie portant sur la méthode du séquencement des gains s’est plus spécifi-
quement attachée a étudier le probleme des termes de couplage cachés (TCC). Apres avoir
détaillé la problématique ainsi que les limitations des solutions existantes pour la traiter dans
le Chapitre 3, les solutions alternatives proposées dans le cadre de cette theése ont été présen-
tées dans les Chapitres 4 et 5. Ces deux chapitres correspondent a deux approches distinctes

pour traiter le probleme des TCC.

Dans le Chapitre 4, 'approche adoptée réside dans l'intégration explicite de la contribution
des TCC dans la phase de synthese grace a des méthodes d’autoséquencement des gains. En
effet, il a été montré qu’'un choix a priori des formules de séquencement des gains permet
de calculer de maniere explicite les TCC et de les intégrer dans le processus de synthese.
Au-dela du développement de cette idée générale, sa mise en ceuvre a été effectuée via trois
méthodes de synthese distinctes. La premiere tire profit de la synthese H,, structurée dont
les capacités multimodele permettent la synthese directe de controleurs autoséquencés. La
seconde, offrant une mise en application plus simple, repose sur le placement de structure
propre. Finalement, une approche itérative générique pouvant étre couplée a une méthode de
synthese LTT quelconque a été développée. Ces différentes approches ont été appliquées pour
la commande en tangage d’un missile et le controle des déplacements flexibles du BACT, une
section d’aile a deux degrés de liberté présentant le premier mode des déplacements en flexion
et en torsion. L’ensemble des résultats numériques obtenus viennent confirmer les bénéfices

de I'incorporation explicite des TCC dans le processus de synthese.

A contrario, le Chapitre 5 a investigué la problématique de gestion des TCC, non pas dans
la phase de syntheése des gains du controleur séquencé, mais dans la phase d’implémenta-
tion de la famille de controleurs LTI. L’objectif était de proposer une solution générique

d’implémentation de controleurs séquencés visant a éviter I'apparition des TCC. L’avantage
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d’une telle implémentation est que la famille de controleurs LTI peut des lors étre obtenue
par n'importe quelle méthode de synthese existante, sans se soucier de la contribution des
TCC dans la phase de synthese. Bien qu’une solution de ce type existe dans la littérature, a
savoir la wvelocity-based implementation, elle nécessite de disposer de la dérivée temporelle de
la mesure du systéme, limitant fortement sa mise en ceuvre pratique. La solution qui a été
proposée dans cette these permet de lever cette limitation. En outre, des analyses théoriques
ont permis de confirmer sa validité en assurant que 'implémentation permet de préserver
le comportement entrée-sortie des controleurs locaux tout en préservant leurs propriétés de
stabilité interne du point de vue des modes non commandables et non observables. L’ap-
plication de cette stratégie d’implémentation sur le missile et le BACT est venu confirmer,
autant pour un simple retour de sortie statique qu’'un contréleur dynamique, la pertinence

de I'approche proposée.

La seconde partie a abordé le probleme de la commande des ailes d’avions flexibles modélisées
par des systémes a parametres distribués. Le modele employé était composé de deux EDP
couplées décrivant les déplacements en flexion et en torsion de l'aile sous l'effet d’efforts aé-
rodynamiques quasi-stationnaires. Il en résulte le systeme a parametres distribués introduit
dans le Chapitre 6. Les études reportées dans la littérature sur un tel modele font en général
un certain nombre d’hypotheéses portant sur I'existence et la régularité des trajectoires du
systemes. De telles hypotheses se motivent sur la base d’intuitions physiques mais repré-
sentent d’un point de vue mathématiques des hypotheses had hoc sans fondement rigoureux.
En particulier, elles balayent la question fondamentale de la well-posedness du systeme. L’un
des objectifs de cette these était d’éviter le recours a de telles hypotheses en traitant le pro-
bleme dans le cadre de la la théorie des Cp-semi-groupes dont les résultats fondamentaux ont

été rappelés dans le Chapitre 6.

La cas de l'aile homogene a été traité dans le Chapitre 7. La loi de commande proposée
consiste en un retour de sortie se basant sur la position, la vitesse et l'accélération des
déplacements en flexion et en torsion a l'extrémité de I'aile. Le systeme en boucle fermée
ainsi obtenu a été analysé. Dans un premier temps, I’existence et 'unicité des trajectoires du
systeme ont été prouvées a travers le concept de well-posedness en démontrant que I'opérateur
sous-jacent est le générateur d’'un C-semi-groupe. Fort de ce résultat, ’analyse de la stabilité
du systeme a été effectuée dans le cadre des méthodes des multiplicateurs d’énergie a travers
le recours a une fonction de Lyapunov. Il s’en dégage un ensemble de contraintes, analogues a
celles reportées dans la littérature sur des problemes de commande similaires, sous lesquelles
la stabilité exponentielle de I’énergie du systeme bouclé est garantie. Il fut des lors possible
de démontrer la stabilité exponentielle uniforme le long de l'aile des déplacements flexibles

en flexion et en torsion. Des simulations numériques sont venues confirmer la validité de la
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stratégie de commande.

Cette étude a finalement été étendue dans le Chapitre 8 au cas de l'aile non homogene en
présence de perturbations en entrée de commande. La présence de perturbations a conduit
a considérer une reformulation du probléeme sous la forme d'un probleme de controle a la
frontiere sous forme abstraite. Apres avoir démontré de maniere analogue au cas de laile
homogene la well-posedness du systeme bouclé en 'absence de perturbation, I'existence et
I'unicité des trajectoires du systeme perturbé a pu étre établie. S’en est suivi une analyse
de la stabilité du systeme bouclé ayant montré que les déplacements flexibles demeurent

uniformément bornés le long de l'aile en présence de perturbations bornées.

9.2 Perspectives

Les approches développées dans cette these sur la problématique de gestion des TCC per-
mettent de venir compléter 1’éventail des solutions disponibles dans la littérature. Un des
atouts majeurs des solutions proposées dans cette these est qu’elles sont applicables pour
des controleurs a architecture fixe, les rendant pertinentes dans le cadre de I'industrie aéro-
spatiale et ouvrant la perspective de leur mise en ceuvre pratique. Notons que les résultats
obtenus l'ont été pour des fonctions de séquencement qui sont différentiables. Or, la majorité
des controleurs séquencés employés a ’heure actuelle repose sur une interpolation linéaire
par morceaux de tables (communément appelées look-up tables). Il en résulte I'existence de
points de fonctionnement pour lesquels les gains séquencés ne sont pas différentiables. Les
TCC faisant intervenir de maniere intrinseque les dérivées partielles des gains séquencés, cela
est a méme d’introduire un certain nombre de difficultés théoriques qui devront étre étu-
diées. De plus, les aspects traités dans cette these ont porté exclusivement sur 'intégration
de 'impact des TCC dans le processus de synthese. Les aspects de validation portant sur la

stabilité et les performances a travers le domaine d’opération restent a investiguer.

Au détour de la problématique des TCC s’est posé la question de la généralisation de la pre-
miere méthode de Lyapunov au cas de champs de vecteurs non contintiment différentiables.
Les premiers résultats ont été obtenus dans le cadre de champs de vecteurs admettant des dé-
rivées directionnelles comme reportés dans I’Annexe B. L’approfondissement de ces résultats

ainsi que leur extension a des hypotheses affaiblies est une des pistes de travail possibles.

Pour ce qui est du second theme abordé dans cette these portant sur la commande d’ailes
d’avions flexibles modélisées par des systeémes distribués, il reste beaucoup a faire. Les travaux
reportés dans la littérature pour la commande de tels systemes en est a ses balbutiements et

de nombreux progres restent a effectuer. Parmi les axes potentiels mentionnons le recours a un
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modele dont le couplage entre les dynamiques en flexion et en torsion est accru, 'inclusion
de la dynamique des actionneurs, le couplage avec la dynamique de I’avion, I'inclusion de
phénomenes aérodynamiques instationnaires modélisés en dimension finie et le couplage avec

des EDP décrivant ’écoulement du flux d’air le long de T'aile.
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ANNEXE A ETUDE DE LA REGULARITE D’UNE FONCTION

Soient © = [—1,1]* et K},¢ € C'(O;R) avec K} ne s’annulant pas. Considérons 1’équation

différentielle en f donnée par :

of
v(ybwm) € @ Y1 75— 3y1 + [1 - a(thm)yl] f(ybwm) = ¢(y17 wm)a (A1>
(yl’wm)
. 1 0K} A 1 .
ol & = 22—, U1 € [-1,1] et w,, € ©, = [-1,1]*"'. Un calcul direct montre que la
i OY1

fonction f définie par

V(W)

o w,) € OV} x 0,). Slnown) = I now,) [ EEmas (A2)

vérifie 'équation (A.1) sur le domaine restreint ©\({0} x ©,,). L’objectif est de démontrer
que la fonction f ainsi définie peut se prolonger en une fonction continue qui 1) admet une
dérivée partielle 0f /9y, € C°(O;R); 2) soit solution de (A.1) sur ©.

A.1 Prolongement par continuité en y; =0

La fonction f donnée par (A.2) étant continue en tout point (y;, w,,) € O\({0} x ©,), on
va étudier la possibilité de la prolonger en une fonction continue sur ©. Pour wy € 0, fixé

arbitrairement, le théoreme fondamental de ’analyse montre que :

lim f(yla ’(Uo) w(Oa ’l_U[))- (A3>
0<|y1]|—0
Ainsi, on peut prolonger par continuité la fonction y; — f(y1,wg) en y; = 0 en posant’
f(0,wo) = ¥(0,wy). Il reste donc & démontrer que ce prolongement rend la fonction f
continue sur 6. Soit w, € O, fixé. Pour tout (y;,w,,) € O\ ({0} x 6,),

Y€, wy,) df—Ki*(O’wo) v 1)(0, wy)
(& wnm) N o Ki(0,wo)

on102) = 0, wg)| = FE ) 7 ie

e n (€ wn) (0, w)
. ) 0 wo

1. Avec un léger abus de notation, on note également f le prolongement ainsi obtenu.
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* vl g wm) . ¢(07 wO)
< ) '/ Kilw,) Koy Y
1 * y1] O wo
+ |y1| |Kz (ylvwm) |/ K* 0, w() dg

Soit € > 0 fixé. Puisque K}, v/K; € C°(O;R) avec © compact, il existe M > 0 tel que
pour tout (Y1, wm) € O, |K;(y1,wm)| < M et |[¢¥(y1, wn)/ K] (y1, w,)| < M. De plus, par
continuité, il existe n > 0 tel que pour tout |y1| < n et ||w,, —wol|,, < 7, les inégalités

suivantes sont vérifiées :

Py, wm) (0, W) €
- K m) — K (0,w,,)| < —— A5
Kol wa) KO <on VK00~ 0w <5 (A9
On en déduit que pour tout 0 < |y;| <7 et ||w,, —wol|, <,
£ w0) 0, w0)] < o [ ey [ ae < (A6)
m) — 5 < T YV .
et TS g 2 2M| 1 “

De plus, puisque la fonction v est continue sur ©, il existe ' > 0 tel que ||w,, —wo||, <7
implique que [¢(0,w) — ¥(0,wq)| < €. Ainsi, en prenant 7" = min(n, ), |y1| < 7" et

||w,, —wol|, <" implique que |f(y1,w) — f(0,wp)| < €. On a ainsi démontré que :

lim  f(y1,w) = ¥(0,wo). (A7)

(y1,w)—(0,w0)

La fonction f prolongée en y; = 0 par f(0,wo) = ¥(0,wy) est donc continue sur ©.

A.2 Existence et continuité de Jf /0y,

On va a présent s’attacher a établir I'existence et la continuité de la dérivée partielle 0 f /0y,
sur ©. On déduit de la continuité de f et de I’équation différentielle (A.1) que Of/0y; est
continue sur ©\ ({0} x ©,,). Il s’agit donc d’étudier le cas y; = 0. A partir de (A.1-A.2) on a
pour tout (y1,wn,) € O\({0} x ©,),

of
Oy

_ 1 1 * gawm ¢(ylawm)
—yl(a@l,wm)—yl)fc mown) [ e de T (A

(y1,wm)



339

Sur la base d'un développement limité a wy € O, fixé, un candidat quant a la valeur prise

(vao)]

On va démontrer de maniére rigoureuse ce résultat tout en établissant la continuité de df /Jy; .

par Jf /0y en (0,wy) est identifié comme étant :

O

; [w(o,wo)a(o,wo) L (A9)

oy

Notons pour cela que les fonctions v, 0y /dy;, K} et 0K} /0y, étant continue sur O, il existe
M € R7 tel que pour tout (y;,w,,) € O,

1 N
T Y A < M, A.10b
‘K{‘(yl,wm) A ( )
Py wm) 0K < M. (A.10c)
[K;(ylvwm)F ayl (y1,Wm) N

Fixons wy € ©,, et € > 0. Par continuité des fonctions f, «, @, /0y, K} et 0K} /0y, il
existe 7 > 0 tel que pour tout |y1]| < n et ||w,, —wol|, <7,

|Oé(y1, wm)f(yh wm) - OZ(O, ’U)())f(o, w0)| < 6/3, (Alla)
1K (y1, win) — K7(0,wo)| < ¢/(3M), (A.11b)
1 o 1y
‘KM o o ~ K 0.w0) o - <e€/(3M), (A.1lc)
Vo, wn) 0Ky _ 0wy OK; < ¢/(3M). (A.11d)
[K;(ylvwm)]Q I (y1,wm) [Ki*(ovwoﬂz Iy (0,w0)

Pour 0 < |y;| <7 et ||w,, —wol|,, <7, une premiére majoration est donnée par :

Y1

« , Wi *
(@ )Kz (Y1, wo,) /
n 5

V(€ W)
Ksz(ylv wm)

= la(yr, wp) f(y1, W)
< €/3.

d§ - 1/J<07 w(])Oé(O, wO)

- 05(0, 'wo)f(O, w0)|
(A.12)
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Par intégration par partie, on a que pour tout (y;,w,,) € ©,

¢dé (A.13)
(€awm)

Ky wn) o K (€ wn) on

v (6, wm)  OKF
+/0 (K (& wn)]” Oy

/ 67 wm 5 _ ¢(y1, wm) n 1 %
K*

¢de.

(ngm)

On en déduit que pour y; # 0,

— ’QZ)(O, ’LU())O((O, ’LU())] ‘

y3 0o Kj(&wn) U1 oy

K* (y17 wm) 1 aiw
yl 0 Kz* (57 wm) ayl (Ewm)

Kz*(ylvwm) /yl w(évwm) aKz*
yi o [K}(¢, wm)]z oy

‘(_Kﬂyl,wm) e o) g W)} L {aw
2 (0,wo)
1 oy

g -5 5

(0,wo)

Edé + ;w(O,wo)a(O,wo) . (A.14)

+_

(&wm)

Intéressons nous au premier terme du membre de droite de I'inégalité. Lorsque 0 < |y;| <7

et ||w,, — wol||,, < n on obtient la majoration suivante :

K (y1, wp) (o 1 aiw &d 5_1 aiw
yi o K7 (& wm) Oyr|,, 2 0Y1 (0,00
Kilpow,) o 1 0y o
S : Z ede- / O ede
yi o K (& wn) Oy (€wm) vt Oy (0,wo)
" 1 0 y1 1 oY
=— K] (y1, w, - — dé — K (0,w / e d
y% (yl ) 0 K;k(f,wm) ayl (§ wm)g g ( 0) 0 K’L (O,’LUO) ayl (O,wo)f 5
\K* b1, W )| /'yl 1 9w __1 % €] dé
- K* f wm) o (& wm) K;(vao) O (0,wp)
1 ly1 1 oY
+ — | K (y1, w,,) — K (0,w / - d
gp 1 o) = RO 0060 ) |1
2¢ ly1]
<— d
37 Jo £dg
<e/3.

(A.15)
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Le second terme vérifie quant a lui pour tout 0 < |y1| < 1 et ||w,, —wol|, <7 :

1
£d§ + -9(0, wo)a(0, wy)
(&wm) 2

ae — — [ (0, wo)al0, wo)ed
g~y [ (0. w0)a (0, wo)gdg

K}y wa) I& b6, w,) 0K}
i 0 [Kr(&wn)]” O

_ K;(ylvwm) /yl ¢(§7wm) aKz*
o

yi K (&wn)l” 00 [(g,
no P w,) 0K v (0, wy) OKT
K (g, w d¢ — K7 (0, w
y% (o, )/o (K (& w)]” O (fwm)gf ( O)/O 1670, w0)]" 091 |9,y
I o)l ] o€ o) OB R0 ORE) e ag
vt [K?(ﬁawm)P 0 (& wm) [KT(O»WO)]Q 0 (0,w0)
wil | (0,w0)  OK?
K7 (y1, wn) — KX (0, : d
2’ (yl w ) Wo |/ K*(O 0)]2 ayl (0.00) |§| é—
25 1]
<o [l
§e/3
(A.16)

A partir de I'identité (A.8) et en combinant les trois inégalités (A.12-A.16), il découle que

(07w0)]

Le théoréme de prolongement d’une dérivée permet de conclure que 0f/dy; existe pour tout

pour tout 0 < |y1| < n et ||w,, —wol|, <7,

af
Oy

. [¢(o,wo) (0,0) + 22

5 o < €. (A.17)

(th'm)

wy € O, en y; = 0 et est donnée par :

of

V'UJ() € ®w; aiyl

] . (A.18)
)

(O,wo)

De plus, en y; = 0 on a par continuité des fonctions a, ¥ et ¢ /Jy; qu'il existe ' > 0 tel

£dg
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que ||w,, — wo||, <7 implique :

af 1 oY
. — = |¥(0, wp)a(0, wp) + ——
ayl (0,wm,) 2 [w( 0) ( 0) 8y1 (O,wo)]
1 0 0
=3 [w(o,wm)a(o,wm) + 8¢ ] — {¢(0,w0)a(0,w0) + 8¢
yl (O,wm) yl (vao)
<€ (A.19)

En posant " = min(n, '), on obtient que pour tout (y;,w,,) € O,

of

— ; lw(o,wo)a(o,wo) + 9%

< €.
oy

1] <0, Jwe —wol|, <" = |

Ll(y1,w)

(vao)]
(A.20)
On a démontré que O f /Dy, est continue en tout point (0, wy) € © et donc df /Ay, € C°(O; R).

A.3 Bilan

Il a été démontré que la fonction f définie par (A.2) et prolongée en y; = 0 par f(0,wo) =
#(0,w) est continue sur © et admet un dérivée partielle df/dy; € C°(O;R). Sur cette base,
il est possible de directement vérifier que la fonction f ainsi prolongée satisfait 1’équation
différentielle (A.1) sur © tout entier.
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ANNEXE B EXTENSION DE LA PREMIERE METHODE DE
LYAPUNOV AU CAS DES CHAMPS DE VECTEURS NON
CONTINUMENT DIFFERENTIABLES

Les Chapitres 4 et 5 ont porté sur ’emploi de la méthode du séquencement des gains. En
particulier, de maniere a tirer profit des propriétés de symétrie de la dynamique en tangage
du missile et de quasi-symétrie de la dynamique du BACT, on a recouru a l'utilisation de
la valeur absolue dans les formules de séquencement. Il en résulte un systeme bouclé dont le
champ de vecteurs n’est pas contintiment différentiable. Or, le fondement méme des méthodes
de séquencement repose sur le fait que le théoreme dit de la premiere méthode de Lyapunov
garantit que la stabilité exponentielle locale d'un systéme est assurée, lorsque le champ de
vecteurs sous-jacent est de classe C!, si et seulement si la matrice Jacobienne évaluée au point
d’équilibre est Hurwitz, i.e., que la dynamique du linéarisé tangent au point d’équilibre étudié
est elle méme exponentiellement stable (Khalil, 1996)[Théoréme 4.15, page 165]. Dés lors, le
recours a la valeur absolue dans la formule de séquencement pose probléeme puisqu’elle ne

permet pas de recourir directement au théoréme de la premiere méthode de Lyapunov.

Comme cela sera vu plus en détails par la suite, la nécessité de I'hypothese de régularité
C! dans la démonstration de la premiére méthode de Lyapunov est double. Dans un premier
temps, elle permet d’assurer que le champ de vecteurs est localement lipschitzien, garantissant
en vertu du théoreme de Cauchy-Lipschitz (Khalil, 1996) I'existence et I'unicité de solutions
de 'EDO associée. Dans un second temps, elle fournit un développement de Taylor a 1'ordre
un du champ de vecteurs au point d’équilibre étudié, permettant de faire le lien entre les

propriétés de stabilité du systeme linéarisé avec le systéme non linéaire d’origine.

Dans le cadre de I’analyse non-lisse (Clarke et al., 2008; Clarke, 2013), de nombreux résultats
ont été reportés quant a I'application de la seconde méthode de Lyapunov ! pour I'analyse de
systemes non lisses par le recours a des fonctions de Lyapunov qui ne sont elles-mémes pas de
classe C! (Bacciotti and Rosier, 2006; Shevitz and Paden, 1994; Naser, 2017; Kolmanovskii
and Myshkis, 2013; Pepe, 2017). Une alternative possible est d’effectuer I’analyse de stabilité
dans le cadre d’approches de type stabilité robuste en plongeant le probleme d’origine en
un probleme de stabilité vis-a-vis de parametres incertains variant dans le temps (Lin et al.,
1996; Karafyllis and Jiang, 2011). Cependant, 1’étape de plongement introduit en général un

certain conservatisme au regard du systeme d’origine. Tres peu de résultats ont été reportés

1. La seconde méthode de Lyapunov correspond a la recherche explicite de fonctions de Lyapunov pour
établir la stabilité d’un systéme (Khalil, 1996; Haddad and Chellaboina, 2008).
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dans la littérature concernant une extension de la premiere méthode de Lyapunov au cas
de champs de vecteurs non C!'. Dans ce domaine, le résultat le plus significatif est celui de
Lasota and Strauss (1971). Il est montré que la stabilité exponentielle locale d’'une EDO
dont le champ de vecteurs n’est pas de classe C! (mais lipschitzien au point d’équilibre)
peut étre déduite d'une inclusion différentielle? découlant du champ de vecteurs d’origine.
Cette derniere se réduit a la linéarisation usuelle basée sur la matrice Jacobienne lorsque le
champ de vecteurs est de classe C'. Cependant, afin d’appliquer le résultat de Lasota and
Strauss (1971), il est nécessaire de prouver que toutes les solutions de 'inclusion différentielle

découlant du probléeme d’origine convergent vers zéro lorsque t tend vers 4o0.

L’objectif de cette annexe est double. Dans un premier temps, il est montré que si I’hypothese
de régularité C! n’est pas satisfaite, la nature Hurwitz de la matrice Jacobienne, lorsqu’elle
existe, ne garantit pas en général la stabilité du systeme non linéaire d’origine. Afin de fournir
des criteres généralisant la premiere méthode de Lyapunov, on étudie le cas de champs de
vecteurs admettent des dérivées directionnelles (Clarke et al., 2008; Clarke, 2013). Contrai-
rement a l'approche développée dans (Lasota and Strauss, 1971), les critéres proposés se
réduisent a vérifier quun certain supremum sur un ensemble compact est strictement néga-
tif. On s’intéresse également au cas d’une famille de champs de vecteurs qui ne sont pas de
classe C!' mais dont la stabilité exponentielle locale peut néanmoins étre obtenue sur la base
de I’étude de la matrice Jacobienne évaluée au point d’équilibre. Ces résultats ont fait ’objet
d’une publication dans le journal IEEE Control Systems Letters (Lhachemi et al., 2017a).

Cette Annexe est organisée comme suit. La Section B procede a un rappel des résultats
généraux portant sur l’existence et I'unicité de solutions d’'une EDO ainsi que sur la premiere
méthode de Lypunov. La section B montre dans un premier temps par l'intermédiaire d’un
contre-exemple que la premiere méthode de Lyapunov ne peut étre directement transposée
lorsque le champ de vecteurs n’est pas de classe C'. Est présentée dans un second temps
la méthode proposée dans (Lasota and Strauss, 1971) pour analyser de tels systémes. La
méthode développée dans le cadre de cette these est introduite a la Section B puis appliquée
sur divers exemples. Finalement, le cas de champs de vecteurs qui ne sont pas de classe C*
mais qui admettent néanmoins un développement de Taylor a I'ordre un au point d’équilibre

étudié est étudié dans la Section B.

Dans ce chapitre, pour n € N*, S"~! dénote I'hypersphére unité de R, i.e., S* ! = {z €
R™ : |lz||, = 1} avec ||z|, & VzTx. Les ensembles S (R), S*(R) et S;*(R) sont les

sous-ensembles des matrices symétriques a coefficients réels S,,(R) qui sont respectivement

2. Une inclusion différentielle est un équation du type @(t) € F(z(t)) ou F : U — P(R™) avec U un ouvert
de R" et ou I'inconnue est la fonction x : I — R™ avec I un intervalle non vide de R.



345

semi-définies positives, définies positives et semi-définies négatives. Etant donnée une norme
|-|| sur R™ et pour tout a € R™ et r > 0, Dy (a,r) = {x € R" : ||z —a|| < r}, simplement
noté D(a,r) lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur la norme employée. De maniere analogue,
Dyjla,r] = {& € R* : [z —al < r}. Les symboles o et O correspondent aux notations

classiques de Bachmann-Landau.

B.1 Existence de solutions, stabilité et premiere méthode de Lyapunov

On présente dans cette premiere section les outils usuels sur I’analyse des systemes décrits

par 'EDO autonome suivante :

ol f: D — R" est de classe C! sur D C R™ un domaine, i.e., un sous-ensemble ouvert et
connexe de R™. On rappelle dans un premier temps le théoreme assurant ’existence et 'unicité
des solutions de (B.la-B.1b). Dans un second temps, on introduit la notion de stabilité au

sens de Lyapunov et le premiere méthode de Lyapunov qui en découle.

B.1.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

La question fondamentale, avant toute autre considération, qui se pose lors de I’étude de
(B.1a-B.1b) est celle de I'existence de solutions. La question fondamentale auxiliaire est celle
de I'unicité des solutions pour une condition initiale donnée. Pour y répondre, on introduit
le concept de fonction localement lipschitzienne. On dit que f est localement lipschitzienne
si pour tout a € U, il existe n > 0 avec D(a,n) C U et il existe K > 0 tels que pour tout
z,y € D(a,n), ||f(x) — f(y)]| < K |Jz — y||. Dans le cadre des champs de vecteur localement
lipschitziens, les réponses aux deux questions fondamentales précédemment énoncées sont

données par le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme B.1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) (Perko, 2013)[Théoréme en page 73]
Soient D un domaine de R™ et xy € D. Supposons que f : D — R™ soit localement lipschit-

zienne. Alors, il existe a > 0 tel que (B.1a-B.1b) admet une unique solution sur l’intervalle

(—a, a).

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure ainsi, localement, 'existence et I'unicité de solu-
tions pour (B.la-B.1b). Il permet également d’assurer 'existence et l'unicité de solutions

maximales, comme cela est résumé dans le prochain théoreme.
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Théoréme B.2 (Solution maximale) (Perko, 2013)[Théoréme 1 en page 88] Soient D un
domaine de R™ et xg € D. Supposons que f : D — R™ soit localement lipschitzienne. Alors il
existe un intervalle ouvert maximal (o, B) sur lequel (B.1a-B.1b) admet une unique solution
x(t), i.e., si y(t) est une solution de (B.1a-B.1b) sur un intervalle I, alors I C (o, () et
y(t) = x(t) pour tout t € I.

Lorsque « et ou 3 sont finis, on observe alors le phénomeéne dit « d’explosion en temps fini »

de la solution.

Théoréme B.3 (Explosion en temps fini) (Perko, 2013)[Théoréme 1 en page 89] Soient
D un domaine de R™, xog € D et f : D — R" localement lipschitzienne. Considérons 1'in-
tervalle mazximal (o, B) d’existence de la solution x(t) du probléme (B.1a-B.1b). Si f < 400

(respectivement o« > —oc), alors pour tout compact K C D, il existe t € (a, ) tel que
x(t) ¢ K.

Il est & noter que dans (Perko, 2013), les théorémes précédents sont énoncés non pas sous
I'hypothése « f localement lipschitzienne » mais pour « f de classe C' ». Néanmoins, 1'utilité
de I'hypothése que le champ de vecteurs f soit de classe C! réside uniquement dans le fait
qu’il en découle que f est une fonction localement lipschitzienne sur U (Perko, 2013)[Page
71]. Ainsi, les démonstrations des énoncés précédents tels que proposées dans (Perko, 2013)
demeurent inchangées par cette substitution d’hypotheses (confere également (Khalil, 1996)

dans le cadre de systémes non autonomes).

Finalement, lorsque le champ de vecteurs f : R" — R" est (globalement) lipschitzien, i.e., il
existe M > 0 tel que pour tout x1,x2 € R", ||f(x1) — f(x2)|| < M |21 — x2||, on a le résultat

suivant portant sur l'existence de solutions globales.

Théoréme B.4 (Existence de solutions globales) (Khalil, 1996)[Théoréme 3.2, page 96]
Soit f : R™ — R"™ une fonction (globalement) lipschitzienne. Alors (B.1a-B.1b) admet pour
toute condition initiale xo € R™ une unique solution maximale x(t) qui est définie pour tout

t € R. Une telle solution est dite globale.

Les résultats précédents amenent a définir la notion de flot de (B.1a).

Définition B.1 (Flot) Soient U un ouvert de R"™ et f: D — R™ localement lipschitzienne.
Pour toute condition initiale xy € D, notons z(t;xo) la solution de (B.1a-B.1b) définie sur
son intervalle d’existence maximal I(xq). Pour tout t € I(xy), la fonction ¢, : U — D définie
par

oi(zo) = x(t; 20), (B.2)
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est appelé le flot de l’équation différentielle (B.1a).

B.1.2 Stabilité et premiere méthode de Lyapunov

Au dela de lexistence de solutions pour (B.1a-B.1b) se pose la question de la notion de point
d’équilibre et de stabilité des solutions. Cela amene a introduire la notion de stabilité au
sens de Lyapunov ainsi qu’entre autres (on se focalisera uniquement sur ce point en vu des

prochains développements) sur la premiere méthode de Lyapunov.

B.1.2.1 Définition de la stabilité au sens de Lyapunov

On s’intéresse a étudier le comportement des solutions de (B.1a-B.1b) au voisinage d'un point

d’équilibre dont la définition est rappelée ci-dessous.

Définition B.2 (Point d’équilibre) Un point z. € D est appelé point d’équilibre de (B.1a)
si f(z.) = 0.

Il est aisé de voir sur la base des éléments précédents que pour tout point d’équilibre x, € D,
I'unique solution de (B.1la-B.1b) associée a la condition initiale zp = x. est une solution
globale donnée par z(t) = ., i.e., ¢y(x.) = x.. Quitte a effectuer un changement de variable,
on suppose que le point d’équilibre étudié est localisé en x, = 0, i.e., 0 € D et f(0) = 0. On

introduit alors les différentes notions de stabilité au sens de Lyapunov.

Définition B.3 (Stabilité au sens de Lyapunov) (Khalil, 1996) Le point d’équilibre 0

du systéeme (B.1a) est dit :

— (localement) stable si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute condition initiale
|zol| < 0, le flot ¢(xo) est bien défini pour tout t > 0 et ||¢(zo)|| < € pour tout t > 0;

— instable s’il n’est pas stable;

— (localement) asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe n > 0 tel que pour toute
condition initiale ||xo|| < n, ¢+(xo) T 05

— (localement) exponentiellement stable s’il existe o, B,y > 0 tels que pour tout t > 0, et
leoll <, léu(zo)ll < o llzo 5.

Il est évident que la stabilité exponentielle implique la stabilité asymptotique, impliquant
elle méme la stabilité. De nombreuses méthodes, essentiellement basées sur le concept de
fonctions de Lyapunov, ont été développées afin de pouvoir établir les propriétés de stabilité
d’un systéme sous la forme (B.1a-B.1b) sans avoir a résoudre de maniere explicite I’équation
différentielle (ce qui, dans la large majorité des cas, n’est pas possible de maniére analytique).

Ces méthodes s’inscrivent majoritairement dans ce qui est appelé la seconde méthode de
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Lyapunov. On renvoie le lecteur pour plus de détails a, e.g., (Khalil, 1996; Haddad and
Chellaboina, 2008; Bacciotti and Rosier, 2006; Naser, 2017; Kolmanovskii and Myshkis, 2013).
Dans le cadre de ce chapitre, on se focalise non pas sur la recherche de fonctions de Lyapunov
mais sur le recours au linéarisé tangent du champ de vecteurs afin d’en déduire les propriétés

de stabilité de (B.1a). Cette approche est dite de la premiére méthode de Lyapunov.

B.1.2.2 Premiere méthode de Lyapunov

L’idée motivant la premiere méthode de Lyapunov réside dans la remarque heuristique sui-
vante. Si zyp = 0 est un point d’équilibre du champ de vecteurs f et en supposant que ce

dernier est suffisant régulier, son développement de Taylor en 0 prend la forme :

£(w) = £0) +Dfola) + 3D fo(z.) + ... = Difa) + Ol (B:3)

=0

ou D fy et D?f; représentent les différentielles d’ordre 1 et 2 de f en 0. Il est alors raisonnable
de penser que pour z suffisamment proche de 0, I'essentiel du comportement de f(z) est
capturé par le terme linéaire D fy(x). On est alors en mesure d’attendre qu’au voisinage
de 0, les solutions de @ = f(x) et & = Dfy(x) présentent des comportements analogues.
Cette intuition est le fondement méme de la premiere méthode de Lyapunov telle qu’énoncée
ci-dessous. On rappelle qu’une matrice carrée est dite Hurwitz si I’ensemble de ses valeurs

propres sont a partie réelle strictement négative.

Théoréme B.5 (Premiére méthode de Lyapunov) (Khalil, 1996)[Théoréme 4.7, page
189] Soit 0 € D C R™ un domaine. Soit f : D — R™ un champ de vecteurs de classe C* tel
que f(0) = 0. Notons A = J(f)o = 0f/0z|, la matrice Jacobienne de f évaluée en 0. Alors
le point d’équilibre 0 de (B.1a) est localement asymptotiquement stable si J(f)o est Hurwitz.

Une nouvelle fois, I'hypothése f € C1(D;R™) peut étre raffinée (confere, e.g., (Braun and
Golubitsky, 1983)). En effet, la premiére méthode de Lyapunov demeure valable en supposant
que f est localement lipschitzienne et qu’elle admet un développement de Taylor a l'ordre
un en 0. Bien que classique, la démonstration est ici détaillée (pour les deux hypotheses plus
faibles énoncées précédemment) car 'idée sous-jacente sera ré-exploitée ultérieurement dans

cette annexe.

Démonstration.(Khalil, 1996) Théoreme 4.7, page 139] Soit @ € S;7*(R), i.e., une matrice
symétrique définie positive. Puisque la matrice A est Hurwitz, on sait que P = [;° eATt Qe dt e
R™" vérifie I'équation de Lyapunov PA+ AT P = —Q (cf. (Khalil, 1996)[Théoréme 4.6, page

135]). On introduit alors la fonction de Lyapunov candidate V(z) = 2" Px. En prenant le
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développement de Taylor au premier ordre f(x) = Az + h(x) ou h(z) = o(||z||), la dérivée

de Lie de V' le long des trajectoires du systeme est donnée par :

LiV(z)=2"Pf(z)+ f(z)" Pz
=2 P[Az + h(2)] + [Az + h(z)]" Px
=2 (PA+ A" P)x + 22" Ph(x)
= —2'Qx + 21" Ph(x). (B.4)

Puisque D est ouvert, il existe 7 > 0 tel que D(0,7) C D. Posons € € (0, Aming)/(2]|P|]))-
Puisque h(z) = o(||z||,), il existe > 0 tel que ||z|, < n implique ||A(x)], < €|z, Ainsi,
pour tout z € D(0,7n),

LiV(2) < = Amin(@) = 21| Pll€) [l]5 (B.5)

>0

Les arguments standards sur les fonctions de Lyapunov permettent des lors de conclure la

stabilité asymptotique (locale) du point d’équilibre 0. O

Il est en réalité possible de déduire de (B.5) la stabilité exponentielle du point d’équilibre.
En effet pour tout x € D(0,7),

(@) = 201Ple

BV = =7 P

(). (B.6)

B.2 Cas d’un champ de vecteurs non contintiment différentiable

On s’intéresse a présent au cas de figure ou le champ de vecteurs n’est pas continliment
différentiable. Plus spécifiquement, on cherche a étudier le cas ou le champ de vecteurs est

3

localement lipschitzien °, mais non contintiment différentiable au voisinage du point d’équi-

libre.
B.2.1 Exemple illustratif

Pour tout a, 3 > 0, on introduit le champ de vecteurs f, 5 : R? — R? défini par

—ar; + ¢(x)
—Bxy — ¢(x)

3. Permet d’assurer l'existence et 1'unicité des solutions en vertu du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Vo = (z1,19) € R?, fap(z) = [ , (B.7)
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ol la fonction ¢ : R? — R est donnée par

IL’ll'%

2 20 f ) 0,0 y
V(z1,22) € R, d(zy, ) = o} + 23 if (z1,22) # (0,0)
0, if (21, 29) = (0,0).

(B.8)

L’objectif de cet exemple est de déterminer les valeurs de «,, 5 > 0 tels que le point d’équilibre
(0,0) de 'EDO suivante est localement stable

T = fa,g(x). (Bg)

B.2.1.1 Propriétés de ¢

Afin d’analyser la stabilité de (B.9), les propriétés de la fonction ¢ sont dans un premier
temps étudiées. La restriction de ¢ a 'ouvert R?\{0} étant une fraction rationnelle dont le

dénominateur ne s’annule pas, on a alors @|gs, (5, € C'(R?\{0}). Puisque

T 1
o Ly el (B.10)

v(x17$2) S Rz\{0}7 |¢(I1,I2) - ¢<070>| - =9 =9

on en déduit que ¢ est continue en 0 et donc que ¢ € C°(R?). De plus, de ¢(z1,0) = ¢(0, x5) =
0, on déduit que ¢ admet des dérivées partielles en 0 qui sont telles que :
0¢ d¢
—(0,0) = =—(0,0) = 0. B.11
20,0 = 22(0,0) (B.11)
Cependant, ¢ n’est pas différentiable en 0. Pour montrer cela, posons u : R — R? telle que
pour tout z € R, u(x) = (z,z). Si ¢ était différentiable, on aurait que
0¢ 0¢
d = —(0,0)d —(0,0)dzs = 0. B.12
¢(0,0) 8271( ) ) ajl_‘_a.fljg( ) ) T2 ( )
Puisque u € C'(R;R?), on en déduit donc que d (¢ ou), = dey) o dug = 0. Or par calcul
direct ¢(u(x)) = x/2 et donc d (¢ o u), = (1/2)dx. De cette contradiction on déduit bien que
¢ n’est pas différentiable en 0. Elle n’admet donc pas, par définition, de développement de

Taylor a ’ordre un en 0.
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Finalement, montrons que ¢ est globalement lipschitzienne*. Pour (21, z5) # (0,0), on a

23(2? + 23) — 2123 x 214 2 x5 — 22
_ (27 + a3)? _ | (et +a3)?
V(w1 22) = 20115 (22 4+ 23) — 2123 X 229 | 22319 ' (B.13)
(21 + 23)? (21 + 23)?
Ainsi, pour (h, k) € R?,
2 —2? 2x32y
d (@1, h k _ 2 2 1 4 1 k
[0t )| = |3+ o
|3 — a7 27 X 2|z,
< hl + ————
<t raph! e ae M
x2 2|a:1x2|
< 52|+ 7 14
r3 4 a3 3+
< [h] + k|
<2, R, (B.14)

On en déduit donc que pour (z1, z3) # 0,

< 2. Des lors, pour tout (x1, x32), (y1,y2) €
R? tel que (0,0) ¢ [(x1,z2), (y1,y2)], I'inégalité des accroissements finis garantit que

(0,0) & [(z1,2), (Y1, ¥2)] = (Y1, y2) — (1, w2)| < 2 [|(y1, y2) — (21, 22) ][5 - (B.15)

Dans le cas ot (0,0) € [(x1,22), (y1,2)], on a [ (y1, y2) ||y + [[(z1, 22) |y = [[(y1, y2) — (@1, 22) ][,
et donc

|p(y1,y2) — d(w1, 22)| < (Y1, ya)| + [@(21, 2)]

< S ()l + e, 22))

< 5 M) — (o1, 22) .- (B.16)

On en déduit que ¢ est globalement lipschitzienne sur R2. Il est alors aisé de montrer que la
fonction f, g est également globalement lipschitzienne. Cela garantit 1'existence et 1'unicité,

pour tout condition initiale o € R?* donnée, d’une solution globale (i.e., définie pour tout

4. Puisque @lgay (o € CH(R?\{0}), le théoréme portant sur I'inégalité des accroissements finis garantit
déja que ¢ est localement lipschitzienne sur R?\{0}.
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t € R;) de I’équation différentielle (B.9).

B.2.1.2 Etude de la stabilité du Systéme non linéaire

La fonction ¢ admettant des dérivées partielles nulles en 0, les composantes de f, 5 : R? —
R? admettent également des dérivées partielles en 0, ce qui permet de calculer sa matrice

Jacobienne :

. —a 0
Anp 2 T(fup)o = { OO‘ _5} . (B.17)

La matrice A, p étant Hurwitz, on en déduit la stabilité du systeme linéarisé pour tout
a, 3 > 0. Il est alors habituellement possible de conclure quant a la stabilité du systeme
non linéaire d’origine (B.9) via le Théoreme B.5. Néanmoins, les conditions d’application du
théoreme ne sont pas réunies puisque le champ de vecteurs f,, 3 n’admet pas un développement
de Taylor a I'ordre un au voisinage de 0. L’étude du paragraphe suivant va démontrer que
la nature Hurwitz de A, s ne permet pas de garantir la stabilité du systeme non linéaire au

voisinage du point d’équilibre 0.

On se place dans le cas particulier ou a« = > 0 et on se fixe une valeur non nulle §, € R*

arbitraire. On va alors chercher a analyser la solution de I’équation :

T = faa(T) (B.18a)
0
1O _ | & (B.18b)
z9(0) —&o
Le résultat de simulation de ce probléme pour o« = 5 = 0.45 et & = —1076 est illustré a

la Fig. B.1. Un résultat analogue est observé pour &, choisi arbitrairement proche de zéro.
Cela semble indiquer que le point d’équilibre (0,0) pour la configuration o« = 5 = 0.45 est

instable.

De manieére a confirmer cette observation numérique, analysons ’équation différentielle étu-

-
diée. Soit x = [xl xg} : [0, +00) — R? la solution globale de (B.18a-B.18b) pour &, € R*.
Posons alors s £ z;+x5 : [0, +00) — R qui vérifie § = —as avec la condition initiale s(0) = 0.
On en déduit donc que s =0 d’out z9 = —x1. On obtient alors :

. 1

i = —axy + ¢(x1, —x1) = (2 — a) T (B.19a)

21(0) = & (B.19D)
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Figure B.1 Simulation de la solution de I’équation différentielle & = fj450.45(x) pour les
conditions initiales z;(0) = —107% et x5(0) = 107°

et donc pour tout ¢ € [0, +00),
z1(t) = exp ((1/2 — a)t) &, xo(t) = —exp ((1/2 — a)t) &. (B.20)
Ainsi, pour a € (0,1/2),

lim z(t) = sgn(&y)oo, ltEerooycz(t) = —sgn(&p)oo. (B.21)

t—+o00

Puisque & € R* est arbitraire, ({5, —&p) peut étre choisi arbitrairement proche du point

d’équilibre (0,0). On en déduit donc que ce dernier est instable lorsque v = 3 € (0,1/2).

Bien que la matrice Jacobienne évaluée au point d’équilibre soit Hurwitz, le systéme non
linéaire est instable. Cet exemple démontre bien le caractére essentiel de l'existence d’un
développement de Taylor a 'ordre un dans la démonstration du théoreme de la premiere

méthode de Lyapunov.

B.2.2 Résultats existants dans la littérature

Comme mentionné en introduction, tres peu de résultats portant sur une extension de la
premiere méthode de Lyapunov sont reportés dans la littérature. La contribution la plus
significative dans ce domaine est celle reportée dans (Lasota and Strauss, 1971) dont on relate

ici les principaux résultats. Pour cela, on introduit la notion de différentielle homogene.

Définition B.4 (Différentielle homogeéne) Soit f : R" — R™. On dit que h : R" — R"

est une différentielle homogéne de f (en 0) si :
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1. h est continue;

2. h est homogeéne, i.e., h(Ax) = Ah(x) pour tout z € R™ et A > 0;
3. 1f(@) = h@)|ly / lzlly, — 0.

llzll;—0

La notion de différentielle homogene étend la notion de différentielle usuelle puisque si f est
différentiable en 0 (au sens usuel de Fréchet), alors par définition méme h(z) = J foz et une
différentielle homogene de f. On a en particulier les propriétés suivantes (Lasota and Strauss,
1971) :

1. Unicité de la différentielle homogene : si hy et hy sont des différentielles homogenes

d’une méme fonction f alors hy = he.
2. Si f est homogene alors elle est sa propre différentielle homogene.

3. Si f présente une différentielle homogene qui est non linéaire, alors f n’est pas diffé-

rentiable au sens de Fréchet.
4. Si f est homogene et est différentiable au sens de Fréchet en 0, alors f est linéaire.

On peut alors introduire la version simplifiée du résultat présenté dans (Lasota and Strauss,

1971) sous la forme suivante.

Théoréme B.6 (Lasota and Strauss, 1971) Soit f : R™ — R™ dont on suppose 1) qu’elle est
continue ; 2) qu’il existe L,n > 0 tels que pour tout ||z|| < n, || f(x)|l, < Llz|ly; 3) quelle
admet une différentielle homogéne h. Si toutes les solutions de Z = h(z) convergent vers zéro

lorsque t tend vers +00, alors l'origine de & = f(x) est (localement) exponentiellement stable.

Il est présenté dans (Lasota and Strauss, 1971) une version plus générale du théoreme pour
laquelle 'existence d’une différentielle homogene h n’est pas requise. Dans cette version,
I'EDO % = h(z) est alors remplacée par une inclusion différentielle 2 € Dy(z) ou, pour
tout z € R", Dy(z) est un sous-ensemble compact de R"™ venant généraliser la notion de
différentielle. Lorsque f admet une différentielle homogene h, on a D¢(z) = {h(z)}, retrouvant
la configuration du Théoreme B.6. Lorsque f est différentiable en 0, on a D(z) = {J(f)oz}
Dans ce dernier cas, on retombe sur la configuration usuelle découlant de la premiere méthode

de Lyapunov.

En guise d’application du Théoréme B.6, considérons ’exemple suivant.

Exemple B.1 (Lasota and Strauss, 1971) Considérons le champ de vecteurs f : R? — R?
défini par f(0) =0 et

Vo = (z1,22) 2 0, f@):(—sm( 7 ),-m( i )) (B.22)
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Il est aisé de voir que f est continue sur R? et contindment différentiable sur R*\{0}. Elle
n’est par contre pas différentiable en 0, rendant inapplicable la premiére méthode de Lyapunov.

Notons que,

3 3 2 2 2 2
2 .2 Ty .92 Lo 2 Ty 2 ) 2
— < - - < .
| f(2)]|5 = sin <x% x%) + sin (x% x%) < xf (x% x%) + x5 (x% x%) <||z||5
(B.23)

On cherche alors a calculer la différentielle homogene de f. En utilisant le développement de

Taylor a lordre un de la fonction sinus et le fait que x3/(x? + %) " —)|>| . 0, il est aisé de
T1,22)|o—

VOIT que
(21, 22)]] ai+a3)  af+ad Joi+ o \at+ a3
|z *
————=5 0(1 — 0. B.24
~ (2 +23)%? o 1,2 150 (B.24)
<1

En procédant de maniére analogue pour le second terme, on en déduit que la différentielle
homogéne h : R? — R? de f est donnée par® h(0) =0 et

Ve= (@an) 20, ()= [~ (B.25

r = (11,2 , x)=|— ,— . :
b 2?2+ 23 2?2 + 23

Afin d’appliquer le Théoréme B.6, il reste a étudier le comportement des solutions de 2 = h(z).

Pour cela, on introduit la fonction de Lyapunov continiment différentiable, définie positive et

radialement non bornée V (xq,z2) = (23 4+ x3)/2 dont la dérivée de Lie le long des trajectoires

du systéme est définie négative puisque pour tout (xq,x2) # (0,0),

4 4
_x+ g
2 + 23

,Chv<l'1, IL‘Q) = < 0. (B26>
On déduit de la théorie générale des fonctions de Lyapunov (confére, e.g., (Khalil, 1996;
Haddad and Chellaboina, 2008)) que l'origine de 2 = h(z) est globalement asymptotiquement
stable. On conclut du Théoreme B.6 la stabilité exponentielle locale du systéme d’origine

&= f(x) en 0.

Le Théoreme B.6 permet d’étendre la premiere méthode de Lyapunov au cas des fonctions
admettant une différentielle homogene au point d’équilibre étudié. Cependant, ce théoreme

nécessite d’étudier la stabilité globale de ’équation différentielle d’un systeme auxiliaire, ce

5. La vérification de la continuité et de I’homogénéité est immédiate.
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qui est une tache en général bien plus complexe que la simple vérification des valeurs propres
d’une matrice comme cela est le cas pour la premiere méthode de Lyapunov. De plus, ce
théoréme n’est pas d’une grande aide dans le cadre de 1'étude de 'exemple illustratif (B.9).
Il est en effet aisé de voir que le champ de vecteurs étudié f, 3 est déja homogene. Ainsi,
'équation auxiliaire du Théoreme B.6 coincide avec I’équation d’origine a savoir & = f, g(z).

Ces limitations poussent a la recherche de criteres complémentaires.

B.3 Critere de stabilité pour un champ de vecteurs admettant des dérivées

directionnelles

Dans cette section, on cherche a étendre la premiere méthode de Lyapunov dans le cas de
I'existence et de la régularité des dérivées directionnelles pour le champ de vecteurs étudié.
En particulier, on va dans cette configuration établir I'existence et tirer profit d’un dévelop-

pement « directionnel » a 'ordre un de f au point d’équilibre étudié.

B.3.1 Développement « directionnel » a ’ordre un du champ de vecteur

Lemme B.7 Soient 0 € D C R"™ un domaine et f : D — R™ un champ de vecteurs
avec f(0) = 0. Soit R > 0 tel que D(0,R) C D. Considérons la famille de fonctions
(90 : [0, R) = R™), cgnr définie pour tout v € S" ' et t € [0,R) par g,(t) = f(tv). On
formule les hypothéses suivantes.

1. I existe ro > 0 tel que pour tout v € S*~1, la restriction de g, sur l’intervalle [0,7),

notée gyl est de classe C'.

2. En notant gvﬁo,m) la dérivée de gyl ., la famille (gvuo,m)) est équicontinue en

vesSn—1
0, i.e.,

Ye>0,I>0/|r|<n=YoeS

llory (T) = Gullory) O, <& (B27)

Alors il eziste une fonction h: D — R" telle que h(x) | ”—>0 0 et vérifie :
Tlo—

Ve €D, f(x) = gulon Ozl + h(z) 2], (B.28)

ou pour tout x € R"\{0}, v, = z/||z|, et, par convention, vy est un vecteur arbitraire de

Srt.

Démonstration. En notant que ¢,(0) = f(0) = 0, on déduit du fait que pour tout v € S*~*
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la fonction g, est continiment dérivable que

lll ’
v e Do), S@) = f(lzlyv) = gu(lol) = [ guliony (ar.  (B29)

Des lors, pour tout x € D(0, ),

lzll,
1760 = el iy O], = [ i () = g 010

2
ooy (7) = Guuliorg) ()] - (B.30)

<llall, sup |
T€[0,[|z(|,]

Soit € > 0. Par équicontinuité de (gv /[0,7“0)) I 0, il existe n € (0,7y) tel que pour tout
!/

|| <1 et tout v € S", gU|EO,TO) (7) = 9uljo,r0) (O)H2 <'e. On en déduit alors que

lzlly <7 = {|£@) = gualion) O I2ll]|, < €llzl,- (B.31)
En définissant indépendamment de € > 0 la fonction A : D — R" par

1@) = gu. 2yl ()

VzeD, hx)= Izl stz 7 0; (B.32)
0 siz =0,
on obtient que ||z||, < n = ||h(z)|, < €. Ainsi h(z) ||||—>0 0 et vérifie :
||y~
VeeD, 1) = guulyy (O) ol + A(z) el (B.3)
ce qui termine la preuve. O

Le Lemme B.7 permet d’obtenir une forme généralisée d’un développement de Taylor a I'ordre
un sous forme « directionnelle ». En effet, si f est de classe C' au voisinage de 0 avec f(0) = 0,

le développement de Taylor a 1’ordre un donne :

f(@) = J(f)ox + of[|]l,)- (B.34)

Le terme d’ordre 1 s’écrit sous la forme d’une matrice évaluée au point d’équilibre 0, multipliée
par le vecteur x, représentant la déviation entre le point courant x et le point d’équilibre 0.
Dans le cadre du développement « directionnel » du Lemme B.7, on remplace 1) la matrice
Jacobienne évaluée au point d’équilibre 0 par la dérivée directionnelle gvx|/[07m) (0) dans la

direction du vecteur x évaluée au méme point d’équilibre; 2) la déviation entre le point
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courant x et le point d’évaluation est remplacé par la déviation en norme ||z||,. Dans le cas
d'une fonction C! au voisinage du point d’équilibre 0, le Lemme B.7 s’applique et permet de

retrouver le développement de Taylor a I'ordre un usuel puisque gvz\/[(]’ro) (0) = J(f)ovs et
done ||zl gu,ljg,y) (0) = J(f)oz.

B.3.2 Critéres assurant la stabilité/instabilité du point d’équilibre

En se basant sur le développement directionnel présenté précédemment, on cherche a établir
des criteres permettant de garantir la stabilité ou 'instabilité du systéme au point d’équilibre
étudié.

Théoreme B.8 Soient 0 € D C R™ un domaine et f : R® — R"™ un champ de vecteurs
localement lipschitzien tel que f(0) = 0 et vérifiant les hypotheses du Lemme B.7. On suppose

qu’il existe une matrice P € S§*(R) telle que

sgplvTP gv|Eo7r0) (0) &2 —y < 0. (B.35)
veES™T
Alors le systéeme © = f(x) est localement exponentiellement stable au voisinage du point

d’équilibre 0.

Démonstration. Puisque P € S;*(R), elle admet une unique racine carrée /P € S} (R).
Définissons la norme |[|-|| 5 : R" = R, par |[z]| 5 = H\/ﬁacH2 pour tout € R. R™ étant un R
espace vectoriel de dimension finie, il existe deux constantes® c;, ¢y > 0 telles que pour tout
v € R ¢ |z]| 5 < [|2]l, < ez, /p. Définissons la fonction définie positive V' : R" — R
telle que pour tout z € R™, V(z) = Hx\|f/§/2 = 2" Px/2. La dérivée de Lie le long des

trajectoires du systeme est alors donné par :

LsV(w) =" Pf(z) =a"P gl (0) 2], + 2" Ph(z) ||z,
=0, P gu,lfo,ry) (0) ll2ll; + 2" Ph(z) |z,
< —2vciV(z) + 2" Ph(z) ||z, - (B.36)

L’ensemble D étant un ouvert, on fixe r > 0 tel que Dy, (0,7] C D. Soit € € (0,7¢1/(||P|l,c3))
fixé. Il existe alors n € (0,7) tel que ||z||, < n = ||h(z)|l, < €. On en déduit que pour tout

—1 -1
6. Par exemple ¢; = H\/TDHQ et cog = H(\/ﬁ)

2
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z € Dy1,(0,7), et donc en particulier pour tout = € Dy _(0,7/c2) C Dy, (0,7),

LV () < =29V (2) + || Plly llzll; < =2 (v} — €| Plly 63) V(). (B.37)

>0

Pour g € Dy (0,n/c2) quelconque, la solution maximale” de & = f(x) associée a cette
condition initiale définie sur I'intervalle [0, ¢1) avec t; € (0, +oc] vérifie z([0, 1)) C Dy (0,n/c2).
En effet, supposons par I'absurde que pour une condition initiale zo € Dy, ﬁ(O,n/ c2) don-
née non nulle®, il existe 7 € [0,11) tel que ||(7)|| 5 > ||zl /5. Posons alors t, = inf{t €
0,t1) = ||=(®)] 5 > HSL‘OH.\/ﬁ}. On a, par continuité de z(t), || (to)||,/5 = ||7oll /7 < n/c2. On
déduit de (B.37) que m(to) = LV (2(ty)) < 0. Ainsi, la fonction V o x est strictement

décroissante dans un voisinage ouvert de ty. En particulier, il existe to > ty tel que pour
tout ¢ € [to,t2), V(x(t)) < V(z(to)), c’est a dire que ||z(t)]| 5 < [|2ol| /5. On obtient alors,
a la vue de la définition de t;, une contradiction. On en déduit que pour tout ¢ € [0,1),
x5 < llzollys < m/ce. Alnsi, de (B.37) découle que pour zg € Dy . (0,7/c2),
—— 2 2
Vt € 0,t1), Vouw(t) < =2(vyef —€|| P, c3)V o x(t). (B.38)
Apres intégration, on obtient :
Vte[0,t),  V(x(t) < exp(=2(vef — P, c3))V (2(0)), (B.39)

ce qui donne,

vte0.t),  lle®llyp < exp(=(vet — el Pl )t) [2(0)l] 5 (B.40)

Ainsi, pour tout o € Dy, (0,me1/c2) C Dy (0,7/c2),

C
vte[0,t),  flz@)ll, < fexp(—(vﬁ —ellPllyc2)t) 2(0)ll, (B.41)

La solution étant bornée sur [0,¢;) en norme |||, par @ |z(0)]l, < n < r, z([0,t1)) C
C1
Dy.,(0,7] € D, ou Dy, (0,7] est un ensemble compact. Cela implique #; = +oo (cf. Théo-

reme B.3) et acheve la preuve. 0J

Si I'on suppose la fonction f est de classe C! au voisinage de 0, on rappelle que gvﬁo,m) (0) =

7. L’existence d’une telle solution est garantie par le théoreme de Cauchy-Lipschitz puisque f est supposée
localement lipschitzienne.
8. Le cas ¢y = 0 est immédiat car correspond & un point d’équilibre.
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J(f)ov. La condition d’application du (B.35) du Théoréme B.8 devient donc

sup v' PJ(f)ov = max v' PJ(f)ov < 0. (B.42)

UES’"’71 veSn—1

Cela est alors équivalent au fait que pour tout z € R™\{0}, " PJ(f)oz < 0. Il s’agit donc de
trouver une matrice P € S;*(R) telle que PJ(f)o+ J(f)g P € S, *. On retrouve la condition

usuelle sous la forme d’une équation de Lyapunov.

Afin de faciliter sa vérification, la condition d’application (B.35) du Théoréme B.8 peut étre

reformulée de la maniere suivante par la paramétrisation de hypersphere unité.

Lemme B.9 Soit £, ; = [0,7]""2 x [0,27]. Définissons pour tout © = (04,0s,...,0, 1) €

E,_1, up = (ue1,Ue 2, --.,Uon) € R" avec

i—1 n—1
Vie{l,...,n—1}, Ug,; = (H sin(@k)> cos(0;), Ugy = H sin(6y). (B.43)
k=1 k=1

Alors lhypersphére unité est paramétrisée par ug puisque S" ' = {ug, © € E,_1}. Ainsi la
condition du (B.35) du Théoréme B.8 devient :

sup ugP gw—)”o,ro) (0) <0. (B.44)

@EEnfl
Une forme de réciproque faible du Théoreme B.8 est donnée par le résultat suivant.

Théoréme B.10 Soient 0 € D C R™ un domaine et f : D — R™ un champ de vecteurs
localement lipschitzien tel que f(0) = 0 et vérifiant les hypothéses du Lemme B.7. Supposons

que l'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée pour l’équation différentielle & = f(x).

1. Le point d’équilibre x = O est localement quadratiquement stable, i.e., il existe P &€
ST (R) telle que V() = x" Px/2 soit une fonction de Lyapunov.

2. Il existe une fonction de Lyapunov V de classe C* au voisinage de x = 0.

Alors il existe une matrice P € ST*(R) (respectivement P € S;F(R)) telle que

sup v' P gy, (0) <0. (B.45)

veSn— 1 [07TO)

Démonstration. Dans le premier cas, il existe une matrice P € S*(R) telle que V(z) =

2" Pxz/2 est une fonction de Lyapunov. Par définition, il existe n > 0 tel que pour tout
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z € D(0,n) C D, L;V(z) <0. Sur la base du Lemme B.7, on a
Vr e D, LiV(z)=x"Pf(x)=v, P gvzll[o’m) (0) lz|3 + =" Ph(z) ||z, - (B.46)
Ainsi au voisinage de 0 on a
LV (@) = 0] P o) ) 2] + ol 2] (B.A7)
Supposons qu’il existe v € S"7! tel que v' P gv|E07m) (0) > 0. Pour z = ev on obtient alors
LiV(ew) = (TP gy () + (1)), (B.45)

ce qui pour e arbitrairement proche de 0 contredit la condition ||z|, < n = LV (z) < 0.

Par contradiction, on en déduit que pour tout vecteur v € S*~!, v P g”|/[0,ro) (0) <0.

Dans le second cas, V' admet au voisinage de x = 0 un développement de Taylor a ’ordre 2 :
1
V(z) =V(0)+VV(0) z+ ixT”HV(O)x + o(Hng), (B.49)

ou VV(0) € R" et HV(0) € R™™ dénotent respectivement le gradient et la hessienne de
V en 0. Puisque V est une fonction de Lyapunov, V(0) = 0 et il existe n > 0 tel que
0 < |z|l, <n= V(x) > 0. On en déduit que VV(0) = 0 (prendre z = —eVV/(0) dans le
développement de Taylor précédent avec e arbitrairement proche de 0%). On obtient donc
que

V(r) = gaTHV (O + of|lal3), (B.50)

ol, puisque V est de classe C? au voisinage de x = 0, HV(0) € S, (R) par le théoréme de
Schwarz. Soit A une valeur propre de HV'(0), qui est nécessairement réelle puisque la matrice

est symétrique, et ), € R™ un vecteur propre unitaire associé. On a donc que pour tout € > 0,
Vexy) = e2{\/2+0(1)}. (B.51)

En utilisant une nouvelle fois que 0 < ||z||, < n = V(z) > 0, on a que A > 0 et donc
HV(0) € S;F(R). De plus, en notant que

VV(z) =HV(0)x + of||x],), (B.52)
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et sur la base du Lemme B.7, on a que pour tout x € D,

LyV(x) =VV(x)' f(z)
= (HV(0)z + o[[[1,)" (9u. Lo,y (O) 1]l + o(lz],)) (B.53)

Supposons qu'’il existe v € S*7! tel que v HV(0) gv|/[0 ro) (0) > 0. En injectant « = ev dans

le développement limité précédent, on obtient que

LV (ev) = e (HV(0)v+0(1)" x € (gulfy,,) (0) +0(1))
= {0 HV(0) guljg, (0) + (1)} (B.54)

Il existe donc 7 > 0 tel que 0 < e <’ = L;V(ev) > 0, ce qui contredit ’hypothese selon
laquelle V' est une fonction de Lyapounov pour le point d’équilibre z = 0. Par contradiction,
on obtient que pour tout v € S v HV(0) gv|/[0 vy (0) < 0. O

Dans le cas contraire, I'instabilité de 'origine peut étre assurée par le théoreme suivant :

Théoréme B.11 Soient 0 € D C R" un domaine et f : D — R™ un champ de vecteurs
localement lipschitzien tel que f(0) = 0 et vérifiant les hypothéses du Lemme B.7. Soit {0} &
M C D un ensemble connexe par arc et positivement invariant®. Pour tout R > 0, posons
Sp={z/||lz|, : = € (M\{0}) N Dy, (0,R)} C S"~'. Sl existe Ry > 0 et P € S§;*(R) tels
que

inf v'P gvmoﬂqo) (0) =~ >0, (B.55)

UESRO

alors & = f(x) est instable a 'origine.

Démonstration Supposons qu’il existe Ry > 0 et P € S;*(R) tels que (B.55) soit vérifiée.

Comme précédemment, on consideére la norme définie par ||z||, 5 = H\/ﬁx ,» ainsi que deux
constantes ¢y, ¢ > 0 telles que pour tout x € R", ¢; ||z|| 5 < [|z[|, < e ||z /5. Définissons la
fonction définie positive V' : R” — R telle que pour tout x € R", V(x) = ||x||?/73 /2 =1z"Px/2.
Soient r > 0 tel que Dy, (0,7] € D et e € (0,7¢i/(||P|l,¢c3)). Soit le fonction h telle que
fournie par le Lemme B.7. Puisque h(x) — 0 lorsque = — 0, il existe n € (0, min(r, Ry)) tel

que |z, < n = ||h(z)]|, < e. Pour tout x € Dy, (0,1), on a que la dérivée de Lie de V' le

9. i.e., pour tout ¢ € M, la solution de & = f(z) telle que x(0) = x( vérifie x(t) € M pour tout ¢t € R.
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long des trajectoires du systeme vérifie :

LiV(z)=a"Pf(x)=a'P gvz|/[

0,r0

(0) llzlly + =" Ph(z) [l
=0, P gy, ljg,ry) (0) l|z]l5 + 2" Ph(z) ],
> (07 P gu.ljog) (0) = €| Plly) llll3- (B.56)

)
)

Puisque 7 < Ry, on a que S, C Sg, et donc

inf v'P gv|E0’rO) (0)> inf v'P gv|E0’m) (0) =~ > 0. (B.57)

’UESn ’UESRO

Ainsi, pour tout z € M N Dy, (0,7),

LiV(@) > (v = ellPlly) lzll; > (vet = €l Pllé3) 2 yp > 2 (el = €| Plly ) V(). (B.58)

>0

Fixons € = n/cy et supposons que l'origine est un point d’équilibre stable. Il existe alors
n" > 0 tel que pour toute condition initiale ||zol|, 5 < 7', la solution de & = f(z) avec
x(0) = xo est définie sur R, et pour tout t > 0, ||z()||,5 < n/ca. Ainsi, ||xol 5 <7 =
z(Ry) € D 5(0,n/ca).

Montrons que (M\{0})NDy__(0,7') # 0. Soit @ € M\{0} (qui n’est pas vide par hypothese).
Si ||lall,/5 < 7', on a I'élément recherché. Sinon, ||al|,/5 > 7'. L’ensemble M étant supposé
connexe par arc, il existe une fonction continue ¢ : [0,1] — M telle que ¢(0) =0 et ¢(1) = a.
La fonction ||-|| 5 : R" — Ry étant continue, ||| 50 ¢ : [0,1] — Ry est une fonction
continue telle que [[¢(0)||,5 = 0 et [[¢(1)|| 5 = [lall /5 = 7" > 0. Par le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe to € (0,1) tel que ||@(to)||,5 € (0,7'). En choisissant o = ¢(ty) €
M\{0}, on a que zo € (M\{0}) N Dy (0,7).

Fixons alors un zo € (M\{0}) N Dy _(0,7) et considérons la solution maximale associée a
cette condition initiale. Les développements précédents assurent que la solution est définie sur
Ry et que z(Ry) C Dy, (0,n/c2) C Dy, (0,m). De plus, M étant positivement invariant
avec 19 € M, on obtient que x(R;) C M. Ainsi, (Ry) C M N Dy,(0,1). On déduit de
(B.58) que
T 2 2
vt >0, Voux(t) > 2(ye; —€||P||,c5)V o x(t). (B.59)

Apres intégration on obtient que

V20, V(x(t) = exp(2(vel — €| Pll, )V (wo). (B.60)
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Puisque, V(z(t)) = ||:1c(t)||?/7D /2 avec g # 0, on obtient finalement que

vt >0, lz(®)llp = exp((vei — el Pllyp)t) lzoll 5 ,——_ +oo. (B.61)

—+00

Cela contredit le fait que 2(Ry) C D /5(0,71/c2). On en déduit que I'origine est bien un point
d’équilibre instable. O]

B.3.3 Applications

Revenons tout d’abord sur 'Exemple B.1 qui a été utilisé dans (Lasota and Strauss, 1971)

afin d’illustrer le Théoréeme B.6.

Exemple B.2 Considérons a nouveau le champ de vecteurs f : R* — R? défini par f(0) =0

. Vo = (21, 22) 2 0, f@):(—sm( 7 ),-m( i )) (B.62)

z} + 3 xi + 3

Il est aisé de montrer que la différentielle de f est bornée en norme 2 sur R\{0} par
une constante K > 0. L’inégalité des accroissements finis garanti alors que 0 ¢ [z,y] =
1£() = F@lls < K ||z — yl,- Lorsque 0 € [2,3], on a |l — yll, = lzll, + [yll,, donnant lieu

i Vinégalité ||(x) = F@)lly < 1F @)y + 1y < lally + lylly < lle = ylly- On en déduit
donc que le champ de vecteurs f est globalement lipschitzien.

En introduisant pour tout v = (vi,ve) € St et t >0, g,(t) = f(vt) = (—sin(tv}), —sin(tvd)),
go est de classe C' sur Ry avec g, (t) = (—v}cos(tv?), —v3 cos(tvs)). En notant que pour

v=(vi,v2) €S on a |v1],|ve] <1, on déduit que pour T € [0,7/2),

‘qﬁ(l — cos(Tv})), v (1 — COS(TUS))Hz

lg,(m) — g, (0)]5 =
= v (1 — cos(re}))? + v (1 — cos(re}))?
< 2

< 2(1 —cos(1))* — 0. (B.63)

T—07F

Puisque le dernier terme de 'inégalité est indépendant de v € S*, on en déduit I’équicontinuité
de (gy)vest en 0. Finalement, en prenant P = Iy et en utililsation la paramétrisation du cercle
unité, on a que pour tout v = (cos(d),sin(f)) € S' avec 6 € [0, 27),
1
v Pg.(0) = — cos*(#) — sin*() = —(cos®(6) + sin?())? + 2 cos?(#) sin?(0) = —1 + 5 sin?(26)
1
< ——. B.64
<-b By

On peut alors appliquer le Théoréeme B.8 afin de conclure la stabilité exponentielle locale de
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lorigine du systéme. On aboutit ainsi au meéme résultat que lors de 'application du Théo-

reme B.6 sans avoir a étudier la stabilité globale des trajectoires d’un systeme auxiliaire.

Revenons a présent sur le cas de 'exemple illustratif de la Sous-section B. On cherche a
2
détermine les couples («, ) € (Ri) tels que le systeme (B.9) est stable a l'origine. On

introduit :

Yo = [m] es', vt >0, gu(t) = f(tv) = [ (B.65)

—atvy + tv vl
Vo .

— Bty — tvyv3

Les conditions d’application du Lemme B.7 sont vérifiées. En effet 1) les fonctions g, sont

contintiment dérivables sur R :

—avy + Ulvg

B.66
— vy — vy V3 (B.66)

Yo = [m] est, wt>0, ()= [

(%)

2) ces dernieres étant constantes sur R, (g,)yest est équicontinue en 0. En paramétrant S
avec les coordonnées v; = cos(f) et vy = sin(f) pour 0 € [0, 2], la condition d’application

du Théoréme B.8 consiste a trouver P € S5 *(R) telle que

Pll P12
P12 P22

—acos(6) + cos(6) sin?(6)

max [cos(6) sin(6)] —sin(6) — cos(0) sin”(0)

0€[0,27)

] <0, (B.67)

ol les coefficients de la matrice P doivent vérifier que Py > 0 et Py Pay — PZ, > 0 (ensemble

des mineurs principaux de la matrice strictements positifs).

Les résultats obtenus sont illustrés a la Fig. B.2. L’application du Théoreme B.8 pour P = I,
permet de conclure de la stabilité du systeme pour un grand nombre de valeurs du couple
(o, B) (Fig. B.2(a)). Néanmoins, 'application du Théoreme B.8 pour une unique valeur de la
matrice P fournit des résultats conservateurs. En effet, I’application du Théoréme B.8 pour
par exemple P = diag(0.2,1) permet de modifier la zone sur laquelle la stabilité du point
d’équilibre est garantie (Fig. B.2(b)), en incluant des couples («, 5) pour lesquels la stabilité
n’avait pas pu étre établie avec P = I (par exemple o = 0.2 et 5 = 0.6). Afin de réduire le
conservatisme et de cumuler les résultats obtenus, le Théoréme B.2 a été appliqué pour 400
matrices P € S *(R). Le résultat obtenu est illustré a la Fig. B.2(c). Ainsi, non seulement le
résultat obtenu englobe ceux des Fig. B.2(a) et Fig. B.2(b), mais il permet d’affiner la zone du
plan pour laquelle les couples («a, ) donnent lieu & un point d’équilibre stable. Ces résultats
sont conformes avec ce qui avait été obtenu lors de I'analyse préliminaire, i.e., I'instabilité de

lorigine lorsque 0 < o = 3 < 1/2.
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> 057

« «

(a) P=1 (b) P = diag(0.2,1)

= 0.5

(07

(c) 400 matrices P € S *(R)

Figure B.2 Couples (o, 3) pour lesquels la stabilité de 'origine du systeme & = f, s(z) a été
établie par application du Théoréme B.8 (zones en bleu)
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B.4 Champs de vecteurs non contintiment différentiable admettant un dévelop-

pement de Taylor a ’ordre un

Dans cette section, on étudie une famille de champs de vecteurs qui ne sont pas de classe C*
mais qui sont localement lipschitziens et Fréchet différentiables au point d’équilibre étudié. De
tels champs de vecteurs sont d’intérét puisque s’y applique la premiere méthode de Lyapunov.
Cela provient du fait que la régularité C! est une condition suffisante mais non nécessaire de
I'existence d’un développement de Taylor a 'ordre un, comme cela est illustré par 'exemple

développé ci-dessous.

B.4.1 Exemple illustratif

Considérons a titre d’exemple le champ de vecteurs f : R? — R? défini par

Vo = (z1,79) € R?, flz) = (B.68)

-1 + ’SC1| le

Montrons dans un premier temps que la fonction f est localement lipschitzienne. Posons pour
tout © = (z1,79) € R?, f1(z) = (=21 + 2129, —T2) et f_(z) = (—x1 — 2129, —T2) . Ainsi pour
1 > 0onaque f(x1,x2) = fi(x1,22), alors que pour 27 < 0 on a que f(z1,x2) = f_ (21, 22).
Les fonctions f, et f_ étant de classe C! sur R?, il existe pour tout M > 0 des constantes
Ky v, K-y € Ry telles que pour tout z,y € [—M, M* z1,y1 > 0 = || f(y) — f(2)], <
Kimlly—z|y et x1,y1 <0= | f(y) — f(z)||, < K_uml|ly — x|,. Dans le cas ot y121 < 0, le
segment [z,y] coupe 'axe généré par le seconde coordonnée en un unique point donné par
z = (0,29 — x1(y2 — x2)/(y1 — x1)). L’inégalité de Lipschitz est vérifiée sur le segment [z, z]
pour la constante K _ j;, alors qu’elle I'est pour la constante K js sur le segment [z,y]. En

posant K, = max(K_ p, K1 pr), on en déduit que

1F () = F@)lly < W) = FE + () = f@)lly < Ka (lly = 2l + 112 = 2l,) . (B.69)

Puisque z € [z,y| on vérifie que ||y — 2|, + ||z — z||, = ||[y — z]|,. On obtient donc la majora-
tion || f(y) — f(2)|l, < Ku ||y — ||, Cette inégalité étant vérifiée pour tout =,y € [—M, M]?,
on en déduit que pour tout M > 0, la fonction f ’[_ w2 est lipschitzienne et donc que f est

localement lipschitzienne.

La fonction f n’admet pas de dérivée partielle par rapport & x; aux points (0, z5) avec g # 0

dii a la présence de la valeur absolue. Elle ne peut donc pas étre de classe C! au voisinage de
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I'origine. Elle admet néanmoins un développement de Taylor a ’ordre un en en 0 puisque :

v

dont on déduit que || f(z) + Lx|, / ||(z1,22)|, = 0 lorsque ||(z1,22)|l, = 0. Ainsi f admet

1
= |z125] < 3 (1, 22)|[3,  (B.70)

Vo = (z1,72) € R?, | f(z) + Lz, = ‘
2

bien un développement de Taylor a 'ordre un avec pour jacobienne J(f)y = —Is qui est
Hurwitz. La premiere méthode de Lyapunov permet de conclure la stabilité de 1'origine du

systeme & = f(x).

B.4.2 Cas général

Pour n € N* soit U™ = {—1,+1}". On associe a un élément p = (u1, po, ..., n) € U"
Pensemble R}, = {(z1,...,7,) € R" : Vi € {1,...,n}, yz; > 0} et pour tout r > 0,

D,(0,7) = D(0,7) N R};. Soit e; le i-éme vecteur de la base canonique de R".

Lemme B.12 Soit 0 € D C R™ un domaine. Soient f,g : D — R deux fonctions continues

avec g de classe C' dan un voisinage ouvert de l'origine et g(0) = 0. Supposons qu’il existe

r >0 avec D(0,r] C D tel que pour tout p € U™ :

(A1) flp, (@, notée plus simplement f,, est de classe C! sur D,(0,7)\{0} avec matrice
jacobienne bornée ;

(A2) pour tout j € {1,...,n}, la fonction (0,7) >t — 0f,/0x;(tpe;) admets une limite en
0.

Alors f x g admet un développement de Taylor a l’ordre un en 0 donné par :
f(@)g(z) = f(0)Vg(0) @ + o([l]l,). (B.71)

Démonstration. Fixons de maniére arbitraire y € U™. L’hypothese (A2) assure, en vertu du
théoreme de prolongement de la dérivée, que la fonction [0,7) 3 ¢ — f,(tu;e;) est dérivable
en 0 et que la fonction dérivée est, sur la base de (A1), continue sur [0,7). Ainsi, f, admets

des dérivées partielles en 0 qui sont tells que (0f,/0x;) sont continues et donc bornées

‘[Ovr).“je]'
sur le compact [0,7/2]uje; C R7. De plus, pour tout x = (v1,...,7,) € R} tel que [|z|, <7,

7=1 k=n+1—j k=n+2—j

f(x):f(0)+§n:{f( 2”: xkekz) —f( z”: %%)}
= f(O) +Zn:‘/0xn+1j ( afll ) (T€n+1—j + zn: xkek> dr. (B72)

81‘""'1_]' k=n+2—j

L’hypotheése (Al) garantit que les dérivées partielles de f, sont bornées sur D, (0,7)\{0}.
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De plus, il a été montré que les dérivées partielles sont également bornées le long des demi-
axes (i.e., Rypje; avec j € {1,...,n}) pour ||z||, < /2. On en déduit donc qu’il existe une

constante M, > 0 telle que
Ve e Ry, |zl <r/2=[f(z) = fO)] < M, |z, (B.73)

Ce résultat étant valable pour tout p € U™, on obtient que pour tout x € R™ tel que
lzll, < r/2, |f(x) — f(O)] < M|z|l, ot M = max{M, : p € U"} (le maximum existe

puisque Card(U™) = 2™ < +00). Donc, dans un voisinage ouvert de 'origine :

f(x) = f(0) + O([lll,)- (B.74)

La fonction ¢ étant de classe C! dans un voisinage de 'origine avec g(0) = 0, elle admet le

développement de Taylor a I'ordre un suivant :
g9(x) = Vg(0) "z + o([lz],)- (B.75)
Finalement, on obtient le résultat escompté puisque

F(x)g(x) = £(0)Vg(0) x + {O(|lll,) x Vg(0) 2 + o(||z],) } - (B.76)
=o(|lzll5)

O

Le produit de Hadamard de deux matrices U,V € R"*™ noté U -V € R™™ est la matrice
dont les coefficients sont tels que (U - V), ; = (U);;(V)i;-

Théoréme B.13 Soit 0 € D un domaine. Soient f,g,h : D — R"™ trois champs de vecteurs
avec g(0) = h(0) = 0 et tels que pour tout i € {1,...,n}, la i-éme composante f; et g; des
fonctions [ et g vérifient les hypothéses du Lemme B.12. De plus, supposons que f-g+h est

localement lipschitzien, h est de classe C* dans un voisinage ouvert de l’origine, et la matrice
A£ J(f(0)- g+ h)o=J(f(0)-g)o+ J(h)o (B.77)

est Hurwitz. Alors le systéme & = f(z) - g(x) + h(x) est localement exponentiellement stable

a lorigine.

Démonstration. Sur la base du Lemme B.12, la fonction f - g + h admet le développement



370

de Taylor a I'ordre un a l’orgine suivant :
f(@) - g(x) + hz) = Az + o([|z[,). (B.78)

La conclusion découle de la premiere méthode de Lyapunov (Théoreme B.5 pour les hypo-
theses du champ de vecteurs localement lipschitzien avec développement de Taylor a 1’ordre

un au point d’équilibre étudié.). O

En particulier, le Théoreme B.13 s’applique a I'exemple de la Sous-section B. Plus géné-
ralement, toute fonction f de la forme f(z1,x2,...,2,) = Y(|z1], |22|, ..., |Ta]) oW ¥ est

contintiment différentiable satisfait les hypotheses de régularité du Théoreme B.13.
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ANNEXE C NON LINEARISABILITE PAR RETOUR DE SORTIE DU
MODELE BACT

L’objectif de cette annexe est de montrer que le modele du BACT, lorsqu’une seule entrée de
commande est considérée, n’est pas linéarisable par retour de sortie. En d’autres termes, toute
technique de commande basée sur la technique de linéarisation par retour de sortie ne peut
permettre de commander la globalité de la dynamique du systeme. De maniere a démontrer
cette propriété, des résultats généraux bien connus sur le controlabilité des systemes sont

rappelés.

C.1 Rappels sur la linéarisation par retour de sortie

Définition C.1 (Khalil (1996)) Soit D C R™ un domaine, i.e., un sous-ensemble ouvert

et connecté de R™. Un systeme mono-entrée

& = f(x) + g(x)u, (C.1)

ou f,g : D — R"™, est dit linéarisable par retour de sortie s’il existe un difféomorphisme
T:D — R" tels que 0 € T(D) et le changement de variable z = T(x) vérifie

z2=Az+By(z)u— a(x) (C.2)

avec A € R™" B € R", la paire (A,B) est controlable, o,y : D — R et pour tout € D,
V() # 0.

Avant d’introduire un théoreme donnant une condition nécessaire et suffisante permettant
d’assurer la linéarisabilité par retour de sortie lorsque les fonctions f et g sont suffisamment
régulieres, on procede a quelques rappels préliminaires sur le notion de distribution de champs

de vecteurs.

Définition C.2 Soit D C R™ un domaine. Pour des champs de vecteurs fi, fo, ..., fr : D —
R"™, on définit pour tout x € D,

D(x) = spang{ fi(x), fa(x), ..., fi(2)} C R". (C.3)

La collection de ’ensemble des espaces vectoriels D(x) lorsque x décrit D est appelé une
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distribution et est notée

D = spang{ fi, f2, .-, fx}- (C4)

Un cas particulier de distribution, jouant un role essentiel dans les propriétés de linéarisabilité

d’une certaine classe de systémes, est introduite dans la définition ci-dessous.

Définition C.3 Une distribution D est dite involutive si

dgs dg1
v D S T D C.5
g1,92 € L, [91, 92] D g1 O g2 €D, (C.5)
ot [+, -] est connu sous lappellation de Braquets de Lie.

Afin de vérifier I'involutivité d’une distribution générée par un nombre fini de champs de

vecteurs, on dispose du résultat suivant.

Lemme C.1 (Khalil (1996)) Une distribution D générée par un un nombre fini de champs

de vecteurs f1, fa, ..., fr est involutive si et seulement si

Vi<ij<k  [fufi]€D. (C.6)

Sur la base de ces définitions, on peut introduire le résultat suivant portant sur la linéarisa-

bilité par retour de sortie.

Théoréme C.2 (Khalil (1996)) Soient D C R"™ un domaine et f,g € C"*(D,R"). Le

systeme mono-entrée & = f(x) + g(x)u est linéarisable par retour de sortie si et seulement

s’il existe un domaine Dy C D tel que :

— la matrice G(x) £ [g(x),adsg(x),...,ad} 'g(x)] est de rang n pour tout © € Dy, ot
adrg = [f,g] et pour tout k > 2, adl}g =1f, ad];i_lg] ;

— la distribution D = spang{g, adsg, ..., ad?_zg} est involutive sur Dy.

C.2 Etude du BACT

Afin de simplifier les calculs, on consideére le modele du BACT (4.66) sans tenir compte de la
dynamique de I'actionneur. De maniere a rendre le résultat indépendant de la modélisation
particuliere des coefficients de rigidité en torsion et en flexion, on suppose que k, est une

fonction analytique® de a sur R, i.e., ko € A(R), et que kj;, est une fonction de classe C3(R)

1. On rappelle qu’une fonction analytique est une fonction de variable réelle ou complexe qui est dévelop-
pable en série entiére au voisinage de chacun des points de son ensemble de définition.
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de la variable h. En sélectionnant z1 = h, xo = o, 23 = h, 24 = ¢ et u = 3, la dynamique
du BACT g’écrit, pour une vitesse de 1’écoulement de I'air U € R, fixée, sous la forme
« = f(x) + g(x)u ou les fonctions f, g € C3(R* R?) sont définies par?

T3
Ty
flx) = , glx) =U?
—klkh(l'l)ilfl — []fQUQ —+ C5I€a<l’2>]$2 — Cl(U)xg — C2(U).Z'4 gs
—kskn(z1)r1 — [kaU? + cka(m2)]x2 — c3(U)xs — ca(U) 1y 94

(C.7)

Théoréme C.3 Supposons que kj, € C3(R) et que k, € A(R) est positive et non constante.
Supposons également que U > 0, xo # —mpcmp/(mwecg) et que l'une des deuz conditions
suivantes est vérifiée :

(A1) pblgs + (0.5 — a)bgs)(cm.C1y — ClaCmy) = 0 €t gacaCyy + g3cnCmy # 0 ;

(A2) pblgs + (0.5 — a)bgd(cmaclﬂ — CloCmy) 70 et

g4caclg + ggChCmﬁ

pblgs + (0.5 — a)bga](cm, Clg — Cl, Cm,g)'

U#U* % (C.8)

Alors le systéeme & = f(z) + g(z)u ot f et g sont définies par (C.7) n’est pas linéarisable par

retour de sortie.

Les inégalités présentent dans les hypotheses du Théoreme C.3 ne présentent pas une limite

d’un point de vue pratique. En effet, pour les valeurs numériques du modele telles que consi-

gnées dans le Tab.4.2, U* = —9.61m/s < 0. Ainsi, la condition (C.8) est bien satisfaite. De

plus, pour les mémes valeurs numériques, x, = —mrcns/(mwep) ~ 3.50, correspondant a

une position hypothétique de I'axe d’élasticité en dehors des limites physiques de la section

d’aile.

Démonstration du Théoreme C.3. Le cas U = 0 est trivial car implique g = 0. On se focalise

donc sur le cas U > 0. Supposons par contradiction que le systeme est linéarisable par retour

de sortie. De par le Théoreme C.2, il existe un domaine non vide Dy C R™ tel que les

conditions 1 et 2 du théoréme soient vérifiées.

- La condition 1 implique que rang[G(x)] = 4 pour tout € Dy, i.e., g(x), adsg(x), adffg(a:)
et ad?g(a:) dont linéairement indépendants pour tout & € Dj.

- La condition 2 impose que la distribution D = span{g, ad;g, ad?cg} est involutive sur Dj.
Sur la base du Lemme C.1, c’est équivalent au fait que [g,adsg] € D, [g,ad?g] € D et
ladyg, adfcg] € D sur Dy.

2. Le parameétre incertain 0 de la formulation d’origine est pour cette étude absorbé par k.
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Un calcul directe montre que [g,adsg] =0 € D et [g, adfcg] =0 € D. Des lors, la condition 2
est équivalente a [ad;g, ad?cg] € D sur Dy. La condition 1 impliquant que pour tout & € D,
les vecteurs g(x), adrg(x) et ad?cg(a:) sont linéairement indépendants, on obtient que pour

tout « € Dy,
rang |g(), adg(w), ad}g (), [ad g, ad}g) ()] = 3. (C.9)

En introduisant pour tout © € R* la quantité :

A(x) = det ({g(a:), adrg(x), adfcg(a;), [adfg,adfcg](w)D €R, (C.10)

on obtient donc que Dy C F £ {x € R*: A(x) = 0}. Cela entraine donc que l'intérieur de
F, noté F , est non vidé puisque Dy est un ouvert non vide contenu dans F'. Un calcul direct
montre que les braquets de Lie impliqués dans la définition de A(x) sont donnés par les

expressions suivantes :

adyg(x) = [f, g)(x) = U? o , (C.11)

, (C.12)

dad%g 0
[ad g,adzg](az) = I ad g(x) — adQQ(w) =yt ;
f f ox ! ox f k1g3g48h($1) + 0592%@2)
ksgsgasn(z1) + c6935a(22)
(C.13)

ou les différents coefficients sont définis dans le Tab. 4.3 ainsi que par :

F31(21,U) = ky [kn(21) + 21k (21)], (C.14a)
Fy(21,U) = kg [kn(21) + 21k (21)], (C.14b)
F33(x2,U) = koU” + c5(ka(xa) + 22kl (22)) (C.14c¢)
Fia(x2,U) = kyU” + co(ka(xa) + 22k (22)), (C.14d)
Ly(z1,29,U) = —F31(21,U) g3 — F3a(x9,U) g4 (C.14e)



+c1(U)?g3 + c1(U)ea(U) gy + c2(U)es(U) gz + co(U)ea(U) ga, (C.14f)
Lo(x1,22,U) = —Fy1(21,U) g3 — Faa(x2,U)ga (C.14g)
+ Cl(U)Cg(U)g3 —+ CQ(U)Cg(U)Q;l —+ Cg(U)C4<U)93 + C4(U)2947 (Cl4h)
r(U) = g3es(U) + g3ga [ca(U) — e1(U)] — giea(U), (C.14i)
sn(w1) = 2K, (1) + wu k] (), (C.14)
Sa(®g) = 2K, (x9) + 2okl (22), (C.14k)
prCmB
kan = (ksgs — k194)g394 = — g 9394 (C.141)
be

kaa = (cogs — csg0)gi = =2 g3 (C.14m)

Le calcul du déterminant donne alors :
Ax) = Ulor(U) [kansn(z1) + kaasa(z2)], (C.15)

ou
r(U) = g5¢3(U) + g3ga [ea(U) — 1 (U)] — gie2(U), (C.16a)
bc,,
kan = (k3gs — k194) 9394 = -2 P % g30u, (C.16b)
be

kaa = (Cogs — ¢594)91 = e 9i- (C.16¢)

d

Pour tout 1 < i < 4, la fonction U — ¢;(U) est affine. Donc U — r(U) donnée par (C.16a)
est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & un. Sous I’hypothese (A1), r est
une fonction constante non nulle, i.e., 7(U) # 0. Sous I'hypothese (A2), r est de degré un
impliquant I'existence d’une unique vitesse U € R telle que r(U) = 0. Apres calculs, cette
vitesse est donnée par U = U* ou U* est définie par (C.8). Ce cas de figure étant exclu
par hypothese, on obtient que r(U) # 0. Dans les deux cas, r(U) # 0, impliquant donc que
F ={x = (21,72, 73,14) € R': kapsn(71) + kaasa(r2) = 0}.

Puisque F # 0, il existe z* = (x}, 25, 25,2;) € F et € > 0 tel que pour tout & =
(11,79, 3,4) € RY vérifiant ||z — x*||oc < 6, @ € F, ie., kansn(®1) + kaaSa(r2) = 0,
ol || - ||lso dénote ici la norme infinie3 du R espace vectoriel RY. En particlier, pour tout
Ty € (x5 — €, x5+ €), kansn(x]) + kaasa(z2) = 0. L'égalité ka, = 0 étant vérifiée si et seule-
ment si gy = 0 (C.16¢), i.e., xn, = —mrcng/(Mmweg), cas de figure exclu par hypothese. 11

existe alors une constante kg = —kansy(7%)/kaa € R telle que pour tout zp € (23 — €, 5 +¢),

3. Il n’y a pas de restriction a considérer une norme particuliére puisqu’en dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes.
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Sa(22) = Ko. Puisque k, € A(R), on a s, € A(R) impliquant par le principe de prolongement
analytique? que s,(73) = ko pour tout zo € R. Ainsi, par définition de s,, I'intégration de

la fonction xe — w95, (x2) fournit pour tout z5 € R,

C = 23kl (a2).

(C.17)

En divisant par x3 les membres de gauche et de droite de (C.17), on obtient par continuité

g = [Trotd = [ esa(©)as = [ 2k () + KU = [€RL(O)]

de k], en 0 que pour tout xo € R, k! (x2) = Ko/2. On en déduit 'existance d’une constante
k1 € R telle que pour tout x5 € R, ko(22) = Kox2/2 + k1. La fonction k, étant supposée
positive sur R, on obtient Ky = 0. Cela contredit I’hypothése que k., n’est pas une fonction

constante, ce qui conclut la preuve par contradiction. O

4. On utilise ici le fait que deux fonctions analytiques définies sur un méme ouvert connexe U qui coincident
sur un voisinage ouvert d’un point de U sont égales.
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ANNEXE D RAPPELS MATHEMATIQUES

Cette annexe vise a introduire certaines des notions mathématiques employées dans les Cha-
pitres 6-8. Les différents éléments présentés sont essentiellement tirés des références (Brezis,
2010; Curtain and Zwart, 2012; Kato, 2013) dans lesquelles de plus amples détails peuvent

étre trouvés.

D.1 Espaces vectoriels normés, espaces de Banach et espaces de Hilbert

Cette section vise a effectuer des rappels généraux sur les espaces vectoriels normés, les
espaces de Banach et les espaces de Hilbert. Pour la suite K désigne le corps des réels R ou

le corps des complexes C.

Définition D.1 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel normé est un K-espace
vectoriel E doté d’une application, appelée norme, ||-|| : E — R, vérifiant :

— séparation :Vx € E, ||z =0 x=0;

— homogénéité : V(\,x) € K x E, || Az|| = |A]||z]] ;

— inégalité triangulaire : Vx,y € E | ||z +y| < ||| + ||y

Des exemples typiques d’espaces vectoriels normés sont le corps R muni de la valeur absolue
|- |, le corps C muni du module | - [, K" muni de la p-norme ||z|, = ([:[7 + ... |2, |P)/P pour
p € [1,00) ou la norme infinie ||z|| = max(|z1],...,|z,|), 'espace C(K,K) des fonctions

continues sur un compact K muni de la norme uniforme || f||_ = sup|f(z)|, etc.
reK

Définition D.2 (Convergence d’une suite) Une suite (1,),en € EY d’un espace vecto-

riel normé E est dite convergente si :
AeE/Ve>0,ANeN/Vn>N, ||z, — || <e. (D.1)

On dit alors que la suite (z,)nen converge vers 1.

L’hypothese de séparation intervenant dans la définition d’une norme assure 'unicité de la

limite (lorsque existence).

Définition D.3 (Normes équivalentes) Deuz normes ||-||; et |||, sur un espace vectoriel
E sont dites équivalentes s’il existe c1,co > 0 tels que pour tout x € E, ¢ ||z||, < ||z, <

ca |l
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Rappelons qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. On peut montrer que
deux normes sont équivalent si et seulement si elles engendrent les mémes suites convergentes

(avec limites identiques).

La principale difficulté dans I'application de la Définition D.2 est qu’il faut préalablement
deviner la valeur de la limite [ afin de pouvoir établir (D.1). Cela est néanmoins en général
difficile. De plus, dans la majorité des cas, seul ’établissement de la convergence de la suite,
et non le calcul explicite de la limite, est essentiel. Pour cette raison, on introduit le concept

de suite de Cauchy.

Définition D.4 (Suite de Cauchy) Une suite (2,)neny € EN d’un espace vectoriel normé

E est une suite de Cauchy si :

Ve >0, 3N eN/Vn,m > N, ||z, — z,| < e. (D.2)

Il est aisé de montrer que toute suite convergente dans un espace vectoriel normé est une suite
de Cauchy. La réciproque est fausse en général. Par exemple, dans I’ensemble des polynémes
R[X] doté de la norme uniforme sur [0,1], la suite (P,),en € (R[X])YN définie par P,(X) =

nox
> — est de Cauchy mais ne converge pas dans R[X].

k=0 k!
Définition D.5 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé

dans lequel toute suite de Cauchy converge.

Les exemples précédemment mentionnés d’espaces vectoriels normés sont des espace de Ba-
nach. Notons également que tout K-espace vectoriel normé de dimension finie est de Banach.
A contrario, R[X] muni d’une norme quelconque n’est pas un espace de Banach. L’avantage
des espaces de Banach est qu’il n’est pas nécessaire de deviner la limite d’une suite pour en

établir la convergence. Il suffit pour cela de vérifier le critere (D.2).

Définition D.6 (Produit scalaire) Soit E un K-espace vectoriel. On appelle produit sca-
laire une application (-,-) : E x E — K vérifiant :
— linéarité de la premiére entrée : Y\, u € K, Vr,y,z € E, (A + py, z) = Nz, 2) + ply, 2) ;

— symétrie hermitienne : Vx,y € E, (z,y) = (y,z) ;
— définie positive : Vx € E, (x,z) >0 et (x,z) =0= 2 =0.

Dans le cas o K = R, la symétrie hermitienne se réduit a la simple symétrie.
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Proposition D.1 (Norme et inégalité de Cauchy-Schwartz) Soit E un K-espace vec-
toriel doté d’un produit scalaire (-,-) : E x E — K.

1. Norme associée au produit scalaire : ||z = \/{x,x) défini une norme sur E.
2. Inégalité de Cauchy-Schwartz : pour tout x,y € E, [{(x,y)| < ||z|| ||ly]-

On introduit alors la notion d’espace de Hilbert.

Définition D.7 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert H est un K-espace vectoriel
doté d’un produit scalaire dont la norme associée ||| est telle sur (H,||]|) est un espace de
Banach.

n
Un exemple typique d’espace de Hilbert est K™ doté du produit scalaire (x,y) = Y x;7,. Plus
k=1
généralement, I’ensemble des suites de carré sommable a coefficient dans K est un espace de

Hilbert lorsque doté du produit scalaire (x,y) = § ;.
k=1

Un autre exemple important d’espace de Hilbert est celui des fonctions de carré intégrable.
Pour cela, rappelons que pour p > 1, I'ensemble L£P(a,b) des fonctions p-intégrables sur
un intervalle (a,b) se définit comme étant l'ensemble des fonctions f : (a,b) — C mesu-
rables telles que [”|f(z)[Pdz < oo. On définit alors [ prapy = J%|f(x)[Pdz. Cependant,
(£P(a,0), ||l (qp) n'est pas un espace vectoriel normé car || f{[;5, = 0 implique que f
est nulle presque partout® et non f = 0. De maniére a ne pas distinguer deux fonctions
mesurables f et ¢ qui sont égales presque partout 2, ce que 'on note f "2 ¢, on définit I'es-
pace LP(a,b) comme étant le quotient de LP(a,b) par son sous-espace vectoriel constitué des
fonctions nulles presque partout. Des lors, (L(a,b),[|*[|;s(,p)) est bien un espace vectoriel
normé 3. Rigoureusement, un élément [f] € LP(a, b) est une classe d’équivalence de fonctions
qui sont égales presque partout, et donc indistinguables du point de vue de la théorie de
I'intégration. Par simplicité, on identifie généralement une fonction a sa classe d’équivalence.

Le théoreme suivant assure la complétude de LP(a,b).

Théoréme D.2 (Théoréme de Riesz-Fischer) Pour p > 1, (LP(a,b), ||| 1o(,p) est un
espace de Banach. De plus, toute suite convergente dans LP(a,b) présente une sous-suite qui

converge presque partout.

1. Une fonction mesurable f est nulle presque partout si A({z : f(z) # 0}) = 0 ol A représente la mesure
de Lebesgue.

2. Le., f — g est nulle presque partout.

3. L’homogénéité se vérifie directement a partir de la définition et 'inégalité triangulaire est connue sous
le nom d’inégalité de Minkowski.
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Dans le cas particulier * p = 2, 'espace L?(a, b) muni de son produit scalaire naturel {f, g) L2(ab) =
JP f(x)g(x)dx est un espace de Hilbert.

Définition D.8 (Ensemble dense dans un espace vectoriel normé) Soit (£, |-||;) un
espace vectoriel normé. Un ensemble X C E est dit dense dans E, ce que 'on note X = E,

si pour tout u € E et tout € > 0, il existe x € X tel que ||z — u|| < e.

En rappelant que la notation de Kronecker est telle que d;; vaut 1 si ¢ = j et 0 sinon, on

introduit le concept de base de Hilbert.

Définition D.9 (Base de Hilbert) Soit H un espace de Hilbert. Une famille de vecteurs
(€:)ier € H! est une base de Hilbert lorsque :
— famille orthonormée : Vi,j € I, (e;,ej) = 0;; ;

— famille totale : H = vect(e;)ier.

Tout espace de Hilbert admet une base de Hilbert (par application du lemme de Zorn). Afin
de caractériser de telles bases pour les espaces de Hilbert de dimension infinie usuellement

rencontrés, on introduit la propriété suivante.

Définition D.10 (Espace vectoriel normé séparable) Un espace vectoriel normé E est

séparable s’il existe un sous-ensemble X C E dénombrable® et dense dans E.

L’espace K" doté d’une norme quelconque ou l'espace LP(a,b) pour p € [1,00) muni de sa
norme naturelle sont des espaces séparables. L’'intérét de cette notion réside dans le lemme

suivant.

Lemme D.3 (Base de Hilbert d’un espace de Hilbert séparable) Toute base d’un es-

pace de Hilbert séparable est au plus dénombrable.

Par exemple, en conséquence de la théorie sur les polyndémes trigonométriques et les séries
de Fourier, I'espace de Hilbert L?(0,1) muni de son produit scalaire naturel admet les bases
de Hilbert classiques suivantes :

~{t =+ 1} U {t = V2cos(2mnt),n € N*} U {t — 2sin(2mnt),n € N*};

~{t = 1} U{t = V2cos(mnt),n € N*};

4. On peut montrer grace a l'identité du parallélogramme vérifiée par tout espace de Hilbert que LP(a,b)
muni de sa norme usuelle est un espace de Hilbert si et seulement si p = 2.
5. C’est-a-dire qu’il peut étre mis en bijection avec N
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— {t — \/2sin(mnt),n € N*} .
Finalement, on introduit le résultat suivant permettant d’écrire un élément dans une base de
Hilbert.

Lemme D.4 (Décomposition dans un espace de Hilbert séparable) Soit H un espace

de Hilbert séparable et (ey,), une base de Hilbert associée.

1. Pour toute suite (\,), € KN telle que Y [M\]? < 00, alors Y. \e, € H.
n=0 n=0

2. Pour tout x € H, %O: [z, e,)|* < oo et x = %O: (x,en)en.
n=0 n=0

D.2 Rappels d’analyse fonctionnelle

L’analyse fonctionnelle est une branche des mathématiques portant sur 1’étude des espaces
de fonctions, cadre dans lequel est formalisé la théorie des Cyy-semi-groupes introduit dans le
Chapitre 6. Cette section vise a faire de brefs rappels sur certains des résultats généraux de

I’analyse fonctionnelle utiles dans le cadre de cette these.

Définition D.11 (Opérateur linéaire) Soient E et F' deux K—espaces vectoriels. Un opé-
rateur linéaire (ou simplement un opérateur) T' de E dans F' est une application T : D(T) C
E — F telle que D(T) est un sous espace vectoriel de E et pour tout o, f € K et u,v € E,
T(ax + pv) = aTu+ Tv.

L’image de l'opérateur Im(7T") = T(D(T)) et son noyau Ker(T) = T-'({0}) sont respecti-
vement des sous-espaces vectoriels de F' et E. Par linéarité, T est injectif si et seulement si

Ker(T) = {0}.

Définition D.12 (Opérateur inversible) Soient E et F' deux espaces vectoriels. Un opé-
rateur T : D(T) C E — F est inversible s’il existe une application S : D(S) C F — E
telle que D(S) = Im(T), ST = Ipiry et T'S = Iumr). Dans ce cas, S est nommé linverse
(algébrique) de T et on note S =T

Il est aisé de montrer (Kato, 2013)[Section II1.2] quun opérateur 1" est inversible si et seule-
ment si Ker(T) = {0}. De plus, si T est un opérateur inversible, 7! est linéaire et est donc

un opérateur.

Définition D.13 (Opérateur borné) Soient (E, ||-||;) et (F, ||-||z) deuz espaces vectoriels
normés. Un opérateur T : D(T) C E — F est borné s’il existe M € R tel que pour tout
v € D(T), [Tzl < M|z
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La notion d’opérateur borné coincide avec la notion usuelle de continuité d’une fonction
entre deux espaces métriques. En effet, il peut étre montré qu'un opérateur est continu
si et seulement s’il est borné (Kato, 2013)[Section II1.2]. La plus petite des constantes M

intervenant dans la définition d'un opérateur bornée fait office de norme de 'opérateur.

Définition D.14 (Norme d’un opérateur borné) Soient (E, ||-||;) et (F,|||z) deux es-
paces vectoriels normés. La norme d’un opérateur borné T : D(T) C E — F est définie

par :
[Tl

zennoy 7llg

A
1T = (D.3)
On peut alors introduire ’espace vectoriel norme des opérateurs bornés entre deux espaces

vectoriels normés.

Définition D.15 (Espace vectoriel L(FE, F)) Soient E et F' deux espaces vectoriels nor-
més. On note L(E, F) l'espace vectoriel normé constitué des opérateurs bornésT : E — F et
doté de la norme introduite a la Définition D.1j. Lorsque les deuz espaces vectoriels normés
coincident, on note L(E) = L(E, E).

Bien que centrale, la notion d’opérateur bornée peut se révéler trop trop forte. Cela conduit

au concept plus faible d’opérateur fermé.

Définition D.16 (Opérateur fermé) Soient E et ' deux espaces vectoriels normés. Un
opérateur T : D(T) C E — F est fermé si pour toute suite (v,), € D(T)N telle que
iy —>x€ B elTe, — yeF, alors x € D(T) et Tx = y.

L’application directe de la définition précédente afin de prouver qu'un opérateur est fermé
est généralement fastidieuse. Une approche plus directe est la suivante. Supposons que T est
un opérateur entre deux espaces vectoriels normés E et F tel que T—! € L(F, E). Alors T est
fermé. En effet, si (z,), € D(T)Y est telle que x, —> x € EetTr, — y € I, alors par
continuité de 7! on a que z,, = T~ Tz, — T~1y. Par unicité de la limite on en déduit
que z =T 'y € D(T) et donc y = Tz.

Exemple D.1 Soit H = L*(0,1) l'espace des fonctions de carré intégrable. On introduit

d
lopérateur T = I défini sur
x

D(T) = {z e L2(0,1) j; € L2(0,1), 2(0) = 0, z € AC[0, 1]} . (D.4)
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11 est possible d’appliquer directement la définition afin de prouver que T est fermé (Curtain
and Zwart, 2012)[Ezemple A.3.45]. Néanmoins, si on introduit l'opérateur S défini sur H
par

VieH, Veelo,1],  (S2)(x)= /Oxz(f)dﬁ, (D.5)

on vérifie de maniére directe que 1) S € L(H); 2) TS = Iy, et ST = Ipy), i.e., T™' = 5.

On en déduit que T est fermé.

Le théoreme suivant permet, dans le cadre des espaces de Banach, de déduire du caractere

fermé d’un opérateur son caractere borné.

Théoréme D.5 (Théoréme du graphe fermé) (Kato, 2013)[111.5.20] Un opérateur T :
E — F fermé défini sur la globalité d’un espace de Banach E et a valeur dans un espace de

Banach F est borné.

Dans le cadre de la théorie des Cy-semi-groupes, un opérateur A : D(A) C E — E n’est
généralement pas défini sur I'espace tout entier, i.e., D(A) # E. Cependant, il est défini
sur un sous espace D(A) dont les éléments sont arbitrairement proches de tout élément de
I’espace vectoriel normé E. Cela se formalise par la notion d’opérateur densément défini

comme suit.

Définition D.17 (Opérateur densément défini) Un opérateur T : D(T) C E — F

entre deux espaces vectoriels normés E et I est densément défini si D(T) = E.

Il est bien connu que dans R" doté du produit scalaire (x,y) = 2"y, en notant AT la matrice
transposée d'une matrice A € R™" (Az,y) = (x, ATy) pour tout x,y € R™. En interprétant
les matrices en tant qu’opérateurs sur R™, on dit que A" est I'opérateur adjoint de A. Ce

concept se généralise dans les espaces de Hilbert de la fagon suivante.

Définition D.18 (Opérateur adjoint) Soit H un espace de Hilbert et T : D(T) C H — H
un opérateur densément défini. On défini lopérateur adjoint T* : D(T*) C H — H comme
suit. D(T™) est l'ensemble des y € H tel qu’il existe y* € H vérifiant

Vo e D(T), (Tx,y) = (z,y"). (D.6)

Dans ce cas, on pose Ty = y*.
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La caractere densément défini de T' permet d’assurer 'unicité de la définition de T™. De
plus, lorsque T est fermé et densément défini, on montre que T est également fermé et
densément défini. Une nouvelle fois, ’application directe de la définition pour calculer un
opérateur adjoint est relativement difficile, notamment pour déterminer D (7). Une méthode
alternative utilise la propriété suivante. Si T" est un opérateur densément défini sur ’espace
de Hilbert H tel que 7! € L(H), alors (T*)~! = (T~1)* (Kato, 2013)[I11.5.30]. L’intérét de
cette approche est que puisque T—! € L(H), le théoréme de représentation de Riesz assure
que (T71)* est défini sur H tout entier. On a alors directement que D(T*) = Im((T1)*).

Exemple D.2 Soit H = L*(0,1) l'espace des fonctions de carré intégrable. On introduit

d
lopérateur T = e défini sur
x

D(T) = {z € L*(0,1) : j; € L*(0,1), 2(0) =0, z € ACI0, 1]} . (D.7)
De I’Exemple D. 1,
VieH, Veel,1], (T'2)(x)= /0 " (6)de, (D.8)
avec T~ € L(H). Par calcul direct et application du Théoréme de Fubini :
1 o 1,1
(T 22) = [ [ 2@z = | /5 2(Ozm@)dede = (21, (T")"2),  (D.9)

avec ((T71)*2)(x) = [} 2(€)dE. On en déduit :

D(T*) =Im((T~1)*) = {z € L*(0,1) : d; € L*(0,1), 2(1) =0, z € ACJ0, 1]} . (D.10)
dou T* = ((T~1)")"! = —;x.

Pour conclure cette section, on effectue des rappels sur ’ensemble résolvent.

Définition D.19 Soit T' un opérateur fermé sur un C-espace vectoriel normé E. On définit

I’ensemble résolvent p(T) comme étant 'ensemble des X € C tels que (Mg —T)™ € L(E).

Il est & noter que d’apres ce qui précede, (Mg —T)"! € L(F) implique que Az —T et donc de
surcroit T' est fermé. Ainsi, lorsque T est non fermé, on a nécessairement p(7') = (). Lorsque
E est un espace de Banach, p(T) est un sous ensemble ouvert de C (Kato, 2013)[I11.6.7]. Le
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complémentaire de p(T'), noté o(T") = C\p(T'), est appelé le spectre de T'. Contrairement a la
dimension finie, 'ensemble des valeurs propres de 'opérateur 7', noté o,(T"), ne correspond
pas toujours a I’ensemble du spectre de T'. En d’autres termes, il existe en dimension infinie
des opérateurs T tels que 0,(T") C o(T') (cf., e.g., (Curtain and Zwart, 2012)[Exemple A.4.6]).

D.3 Espaces de Sobolev

La notion usuelle de dérivation des fonctions se révele tres restrictive. Par exemple, une
fonction aussi simple qu'un échelon n’admet pas de fonction dérivée. Les notions de dérivée
faible (au sens des distributions) et d’espaces de Sobolev visent & fournir un cadre plus général.
Pour cela rappelons que C°(a, b) désigne I'ensemble des fonctions f infiniment dérivables a
support compact, i.e., il existe [¢,d] C (a,b) tel que x ¢ [c,d] = f(x) = 0.

Définition D.20 (Dérivée faible) Une fonction u € L*(a,b) admet v € L*(a,b) pour dé-
rivée faible si

Vo € C%(a,b), /abu(x)qb'(m)dx — /abv(a:)¢>(x)da:. (D.11)

Par densité de C2°(a, b) dans L'(a, b), il est immédiat de déduire I'unicité de la dérivée faible.
De plus, une simple intégration par partie montre que si u € C*((a, b); R), alors u est faible-
ment dérivable et la dérivée faible coincide avec la dérivée usuelle des fonctions. Par la suite,

on note u’ la dérivée faible de u. Si v’ admet elle méme une dérivée faible, on la note u”, etc.

Définition D.21 (Espace de Sobolev H™(a,b)) Pour m € N, on définit ’espace de So-
bolev :
H™(a,b) = {f € L*(a,b) : Yk <m, f® ¢ L*a,b) existe} . (D.12)

On dote cet espace de la norme :

m 1/2
2
£ 1oy = <§ | £ LQ(ab)> : (D.13)
k=0 ’

Sur la base de la complétude de L?(a,b) et de la définition de la dérivée faible, il est aisé de

déduire le résulta suivant.

Théoréme D.6 (L’espace de Sobolev H™(a,b) est un espace de Hilbert) Pour m €
N, lespace de Sobolev H™(a,b) est un espace de Hilbert lorsque doté du produit scalaire

associé 4 sa morme : .

<f7 g>Hm(a,b) £ Z<f(k)7 g(k)>L2(a,b)- <D14)
k=0
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Dans le cadre d’EDP, il est nécessaire de pouvoir définir des conditions a la frontiere. Or,
comme vu précédemment, un élément de L?(a,b) et de surcroit de H™(a,b) est une classe
d’équivalence de fonctions qui ne différent que sur un ensemble négligeable de points. Ainsi,
définir f(a) = 0 n’a pas de sens dans la mesure ou la fonction g définie par g(a) = 1 et
Iliapy = fliap sont telles que f = g dans L*(a,b) alors méme que f(a) # g(a). Pour définir
correctement une condition portant sur un point spécifique du domaine ou de la frontiere,
il faut le faire sur une fonction suffisamment réguliere de classe d’équivalence. On introduit

pour cela la notion de continuité absolue.

Définition D.22 (Absolue continuité) Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I —
C est absolument continue si pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que pour toute suite

([an, bp])nen € IV de sous-intervalles d’intérieurs disjoints,

S (b —an) < 0= Y |Flan) — F(by)| < e. (D.15)

n>0 n>0

On note AC(I) l’ensemble des fonctions absolument continues sur I.

En particulier, toute fonction absolument continue est uniformément continue et donc de
surcroit continue. A contrario toute fonction lipchitzienne est absolument continue. Les in-
clusions réciproques sont fausses. Par exemple 1) la fonction connue sous le nom d’escalier
du diable de Cantor est uniformément continue mais n’est pas absolument continue; 2) La
fonction © — /x sur [0,1] est absolument continue mais n’est pas lipchitzienne. On a la

proposition suivante.

Lemme D.7 Une fonction f est absolument continue sur [a,b] si et seulement s’il existe
g € L'([a,b]) tel que
vaelatl,  f@)=fla)+ [ g (D.16)

De plus, le théoréme de différentiation de Lebesque assure que f est dérivable presque partout

avec f' = g presque partout.

Il est a noter que le produit de deux fonctions absolument continues est absolument continue.
De plus, la formule d’intégration par partie demeure valable lorsqu’elle est appliquée a deux
fonctions absolument continues. L’intérét des fonctions absolument continues dans le cadre
des espaces de Sobolev réside dans la proposition suivante (Brezis, 2010, Théoreme 8.2 en
page 204).
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Lemme D.8 H'(a,b) C ACla,b] dans le sens ot pour toute fonction f € H'(a,b) il existe
une unique fonction g € ACla,b] telle que f = g presque partout, i.e., f = g dans H*(a,b).
Dans ce cas, la dérivée faible de f coincide dans L*(a,b) avec la dérivée classique de g définie

presque partout.

Ainsi, pour f € H'(a,b), on peut imposer la condition & la frontiére en la spécifiant via
'unique fonction absolument continue g telle que f = g dans H'(a,b). De maniére & alléger
les notations, on assimile par la suite une classe d’équivalence de H'(a, b) & son unique élément

appartenant a AC|a, b].

Finalement, on introduit deux célebres inégalités des espaces de Sobolev.

Lemme D.9 Pour f € H'(0,1) telle que f(0) = 0, l'inégalité de Poincaré assure que (Hardy
et al., 1952) :

412 9
1£1 72000 < p) 120 - (D.17)

tandis que l'inégalité de Agmon fournit (Krstic and Smyshlyaev, 2008) :
1% < 2017 2o 1l 20y - (D.18)

D.4 FEtude du caractére C' de t — (X(t), X(t))

Soit T'(t) est un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert (H, (-,)), et soit A son générateur
infinitésimal défini sur D(A) C H. Pour X, € D(A) fixé, on pose X(t) = T'(t)Xo 'unique
solution de 1’équation différentielle abstraite (dX/dt)(t) = AX(t) avec t > 0 et X(0) = Xj.
On introduit pour tout ¢ > 0, £(t) = (X(t), X(t))/2. Alors £ € C'(R;R) et on a

E(t) = (X (), X(t)) = (AX(1), X (1)) (D.19)

En effet, puisque T'(¢) est un Cy-semi-groupe, il existe M,w > 0 tels que pour tout ¢ > 0,
|T(t)]]5,5 < Me“". De plus, on a que :

E(t+h)—E(t) 1 (X(t+h), X(t+h)) — (X(1), X(1))
h 2 h
1 (X(t+h) - X, X(t+h) 1 (X(t+h)—X(t),X(t)
- ) - . . (D.20)
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Le second terme est tel que, de par Iinégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que X (t) =
AT(t) Xy = T(t)AX, (Théoreme 6.2),

X XSO _ 50, )] - | XD ) )|
g ) [t
< |T(t+h)X2—T(t)X0 —ATOX| 170X
<ol fre (T4 - 4) %
< Tl 1 | (5 - 4)
< are )| (T - ) x,
0, (D.21)

h—0

ou la limite découle du fait que Xy € D(.A) et par définition du générateur infinitésimal d’un

Co-semi-groupe (Définition 6.2). De maniére analogue,

(X(t+h)—X(t),X(t+h))
h

—<X@LX@+h»'

‘NM—]_A :
ﬂmglll >X
h

— 0. (D.22)
h—0

< [NTOINTE+ W) Xoll

< M26w(2t+h) ”XOH H( . A) XO

Finalement, puisque :

(X (@), X(t+h)) = (X(), X(1)| < [X@)|| 15+ h) = X @)

T (@) AX[| [ T()(T(R) = )Xo

T @) AX | [[(T(h) — 1) X

< M2 AX|| |(T(h) = D) Xo|

— 0, (D.23)

h—0

IN

IN
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ou la limite découle de la définition méme d'un Cy-semigroup (Définition 6.1), on en déduit

que & est dérivable sur R, et que pour tout ¢ > 0,
E(t) = (X (1), X(t)) = (AX (1), X (£)). (D.24)

L’expression précédente montre que & est continue sur R, . En effet, pour tout X, € D(A),
AXy € D(A) et AT(t)Xo = T(t)AX, pour tout ¢ > 0 (Théoreme 6.2). On a donc

E(t) = (AT ()Xo, T () Xo) = (T(t)AXo, T(t) Xo) - (D.25)

Puisque T'(t) est fortement continu sur R, (Théoréeme 6.1), on obtient par continuité du

produit scalaire que &€ est continfiment différentiable, i.e., £ € C1(R,;R).
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ANNEXE E SIMULATION DU MODELE EDP DE L’AILE FLEXIBLE

E.1 Discrétisation des EDP couplées

Afin de simuler le modele EDP de l’aile, on a recours a la méthode de discrétisation dite de
Galerkin (Brenner and Scott, 2007; Ciarlet, 2002). Le modele de 'aile est donné par

Pl + (E]wyy + nwEIWtyy>yy = P (aw¢ + ﬂw¢t + ’wat) ) sur (07 l) X R-H

(E.1a)
Lyt — (GIby + G Ity )y = Ly (g9 + Bpds + ypwr),  sur (0,1) x Ry,
(E.1b)
w(0,t) = wy(0,t) = wy,(l,t) = ¢(0,t) = 0, vt >0,
(E.1c)
—(Elwyy + nuElwy,), (1, t) + mewu (L, t) = Lyp(1), t>0,
(E.1d)
(GJ¢y + 77¢GJ¢ty)<l7 t) + Jsgbtt(la t) = Mtip(t)a t Z 0
(E.1e)
Les déplacement en torsion et en flexion sont approximés sous la forme :
Wy, t) =D ai(t) fily) = a(t)" f(y), (E-2a)
i=0
P
é(y.t) = D_bi(t)h;(y) = b(t) " h(y), (E.2b)
=0
avec les fonctions de base utilisées pour la projection :
fo(y) ho(y)
h
s = "N erm, = "V eren, (£.3)
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et les fonctions temporelles :

ao(t bo(t)
a(t) = “1:@) eR™,  b(t) = bl@ e RPH, (E.4)
an(t) by(t)

Les fonctions de projection sont choisies de maniere a ce que (f;)o<i<n €t (hj)o<;<, forment
deux familles libres. De plus, de maniére a pouvoir respecter les conditions a la frontiere

(E.1c) et les commandes a la frontiere (E.1d) et (E.1e), on impose les conditions suivantes :

Vi€ {0,...,n},  fi(0) = fi(0) = f/'(l) = 0, )
My =1, Yie{l,...,n},  f"()=0, )
vie{o,....p},  h(0) =0, (E.5¢)
Wy(l) =1, Yje{l,....p}, H(1)=0 )

On adopte alors les fonctions polynomiales suivantes :

rlw =% (5-1). (E.6a)
fily) = Ui ({ﬁ?)?i%)?ﬁzé)_ =0 ie{l,... n}, (E.6b)
ho(y) =Y, ' ' (E6C)
h(y) = Y= = DT ie{l,....p} (E.6d)

Jj+1
Le caractere échelonné de ces deux familles de fonctions, i.e., f; (respectivement g;) est un
polynéme de degré i+ 3 (respectivement j+ 1), assure le caractere libre des familles ( f;)o<i<n
et (hj)o<j<p-

En injectant les approximations (E.2a-E.2b) dans (E.1a-E.1b), on obtient :
pf Tit (BT a+ nuBIf""a)" = p(auhTo+ BhTh+7.fTa), (E.7a)
LhTh— (GINTb+ nGINTh) = I, (aghTb+ Boh T+ 76 Ta). (E.7b)
On projette alors les équations (E.7a-E.7b) dans les bases de fonctions utilisées pour discré-

tiser le probleme. Pour cela, on pré-multiplie I’équation (E.7a) (respectivement (E.7b)) par f

(respectivement h) et on integre suivant la variable spatiale sur l'intervalle [0,]. On obtient
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de la sorte les EDO suivantes.
. ! 7an T -\ / .
M, 1.pd + /0 F) (BIf" T a+n,BIf"Ta) (y)dy = Mooy pnb+ Mys, b+ My, g gt
(E.8a)
. l Y .
M[ ,h,hb — /0 h(y) (GJh/Tb + ’I]¢Gjh/—rb) (y)dy = M[waqb’h,hb + M[wﬂ¢,h,hb + M[wyd),h,f(.b

(E.8b)

ou

Moy 2 [ Clplylats) . (5.9

E.2 Discrétisation de la commande

De maniére a pouvoir tenir compte de la commande, on injecte les approximations (E.2a-

E.2b) dans les conditions a la frontiere (E.1d-E.1le), ce qui donne

—(EIf"a+n,ELf""a) (1,t) +mef(1) T a(t) = Lip(t), t>0, (E.10a)

(GIR' b+ nyGIRTb) (1, ) + Jh(1)Th(t) = Myp(t), t>0. (E.10b)

En intégrant par parties on obtient alors

l "
| 1) (B15T a4 nBIT )" ()dy = =10 Lisp + me S0 T
- [ £ (B Ta s B Ta) )y

= —f()Leip + ms f(D) f(1) "é + Mgy gr pra+ My, g1 g7 ré,
(E.11a)

l N .. .
/0 h(y) (GIN b +neGINTb) (y)dy = h(l) Misp — R b(t) = M b — My,cam wb.

(E.11b)

En injectant les deux identités précédentes dans (E.8a-E.8b), on obtient finalement :

(Mg +maf (O FWT) 4 (Mo pr =My p0)i+ Mg gr.gra
= f(I)Luip + Mpa, pb+ Mg, rb,  (E.12a)
(M[w,h,h + Jsh(l)h(l)T> b+ (Mn¢GJ,h/,h’_MIwB¢,h,h)b + (MGJ,h',h/ - Mfw%,h,h) b
= h(l)Myp + Mr, g 0, r, (E.12b)

Le modele approximé de (E.1a-E.le) a des fins de simulations prend alors la forme des deux
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EDO couplées (E.12a-E.12b). En spécifiant a la fois les entrées de commande Ly, et My, et les
nombres n et p de fonctions employées pour discrétiser I'espace, il est alors possible de calculer
en amont l’ensemble des matrices intervenant dans (E.12a-E.12b). On peut ainsi intégrer
numériquement ces équations afin d’obtenir 1’évolution temporelle des fonctions inconnues
a et b. En injectant ces résultats dans (E.2a-E.2b), on obtient I’évolution approchée des

déplacements flexibles w(t,y) et ¢(t,y) de l'aile telle que décrite par (E.la-E.le).

Pour des simulations en boucle ouverte, on impose dans (E.12a-E.12b) L, = My, = 0. Pour

des simulations du systeme en boucle fermée avec une entrée de commande du type :

Liip(t) = — kalwi (1, 1) 4+ e10(l, )] + maw (1, 1) + wa (1), t>0, (E.13a)
Miip(t) = — ka[pe(1, 1) + €20(1, )] + Jsbu(l,t) + ua(t), t>0, (E.13b)

on utilise une nouvelle fois 'approximation (E.7a-E.7b), amenant a considérer :

Lip(t) = — ka[f (D) Ta(t) + e f(1) Ta(t)] + ms f(1) Ta(t) 4+ ua(t), t >0, (E.14a)

Mip(t) = = ko[R(D)Tb(t) + exh(1) Tb(t)] + Joh(1) Tb(t) + ua(t), t>0. (E.14b)

Ces deux dernieéres équations sont alors injectées dans (E.12a-E.12b) afin d’obtenir le modele

approximé de simulation du systéme bouclé composé de (E.1a-E.1le) et de (E.13a-E.13b).
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