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Résumé

Ce rapport technique fournit la solution mathématique décrivant I’écoulement en régime permanent de
I’eau dans un aquifére idéal & nappe libre, de conductivité hydraulique saturée k, incliné d’un angle o,
et rechargé par une infiltration efficace N, quand on néglige 1’écoulement non saturé au-dessus de la
nappe. La solution est obtenue a partir de I’équation de conservation, équation différentielle établie en
utilisant les propriétés géométriques de 1’écoulement souterrain, sans faire appel aux hypotheses de
Dupuit ni a I’équation de Boussinesq. Si la pente est nulle, cette équation se simplifie en 1’équation
usuelle connue pour le cas du substratum horizontal. Dans le cas du substratum incliné, la solution de
’équation différentielle peut prendre trois formes différentes selon la valeur de (k/N)'” tan .. Les
prédictions de cette solution analytique ont été comparées aux prédictions numeriques d’un code de calcul
en éléments finis qui considere 1’équation locale de conservation sous sa forme compléte ainsi que les
fonctions de rétention capillaire et de perméabilité non saturée. Les prédictions théoriques et numériques
correspondent a quelques centimetres pres dans le cas des matériaux ayant une tres faible valeur d’entrée
d’air (VAE), qui sont les matériaux les plus proches du matériau idéal de la solution théorique. Dans le
cas de matériaux aux propriétés plus réalistes, ayant une VAE de —2 kPa, I’écart entre les solutions
numeériques et la solution théorique reste faible, décroissant d’environ 20 cm au sommet de la pente a 0 cm
au pied de la pente.

Mots clés : Eau souterraine, nappe libre, pente, régime permanent, solution analytique.

Abstract

This technical report provides the closed-form solution describing steady state seepage conditions in an
ideal unconfined aquifer having a saturated hydraulic conductivity k, sloping at an angle o, and
recharged by a uniform effective infiltration N, when the unsaturated seepage above the water table is
neglected. The solution is obtained from the conservation equation within the slope, a differential
equation established by using the geometric properties of ground water flow, without calling for the
assumptions of Dupuit or to the equation of Boussinesq. When there is no slope, this equation
simplifies into the usual known equation for the case of horizontal substratum. In a case of a sloping
substratum, the solution of the differential equation can take three different forms depending on the
value of (k/N)"* tan o. The predictions of the closed-form solutions have been compared with the
numerical predictions of a numerical code using the finite element method and considering the local
conservation equation under its complete form, as well as the functions of capillary retention and
unsaturated hydraulic conductivity. The theoretical and numerical predictions are similar to a few
centimeters in the case of materials having a very small air-entry value (AEV), that are the closest
materials to the ideal material of the theoretical solution. In the case of materials having more realistic
properties, with an AEV of -2 kPa, the difference between the numerical solutions and the theoretical
solution remains small, decreasing from about 20 cm at the top of the slope to 0 cm at the toe of the slope.

Key words: Groundwater, unconfined aquifer, slope, steady state, closed-form solution.



Solution analytique de I’écoulement en régime permanent dans un aquifere
incliné a nappe libre, et comparaison de cette solution avec des
solutions numériques plus complétes

1. Introduction

Plusieurs solutions théoriques décrivent le régime permanent d’une nappe libre d’eau souterraine dans
une strate homogéne horizontale. Ce rapport technique présente la solution analytique du cas d’une strate
inclinée, solution se ramenant aux solutions connues si la strate est horizontale. La strate d’épaisseur totale
b, et de conductivité hydraulique saturée k, est rechargée par une infiltration efficace N (Figs. 1, 2 et 3).
Son substratum imperméable peut étre horizontal ou incliné d’un angle a. On utilise un axe x horizontal,
un axe incliné x’ le long du substratum imperméable (Fig. 3), et un axe vertical z. Sur les frontiéres
perpendiculaires a la pente, on peut avoir en haut (X = X' = 0) une condition de débit nul ou non (Q = Q,
cas d’un réservoir a charge constante hg), et une condition de charge constante (riviére, canal, lac) a x = L.

Dans le cas du substratum imperméable horizontal, plusieurs solutions sont connues [1-7]. Toutes ont
utilisé les hypothéses de Dupuit [1,2], les équipotentielles étant verticales et la valeur de la pente étant
censee donner le gradient hydraulique qu’on suppose constant sur toute I’épaisseur saturée. L’écoulement
non saturé au-dessus de la nappe est ignoré. On résume brievement ces solutions avant de présenter la
nouvelle solution qui ne fait pas appel aux hypothéeses de Dupuit [1,2], ni & I’équation de Boussinesq [3,4].

2. Rappels sur les solutions disponibles

Pour un substratum horizontal (a = 0), en supposant I’écoulement unidirectionnel (Fig. 1), la charge
hydraulique, h, est définie par

(1) h (X, z) = h(x)
Le vecteur gradient se réduit alors & une seule composante en x
2 gradient = - (dh/dx)
et la vitesse de Darcy a également une seule composante
(3) VDarcy =-k (dh/ dX)
Le débit q (par largeur unité), peut varier avec x, donc q(x) est défini par le produit
4) q(x) = section Vparey
ou la section perpendiculaire a I’écoulement est (h CIdrgeur unité) et donc
(5) q(x) = - k h(x) (dh/dx)

Dans le cas du substratum horizontal et de la recharge nulle (o = 0, N = 0), le débit g(x) est constant et
I’intégration de (5) donne:
(6) h’(x) = Ax + B
ou A et B sont les constantes d’intégration. Si les conditions aux frontiéres sont h(x=0) = h; et h(x=L) =
h,, (6) devient
U] h?(x) = - (h” - hy%) (W/L) + hy?
qui est connue sous le nom d’équation de Dupuit.

Dans le cas de la recharge non nulle (a = 0, N > 0 si infiltration ou N < 0 si évapotranspiration), le débit
g(x) n’est pas constant. L’équation de conservation du débit a I’abscisse x

8) - k h (dh/dx) = Nx
est intégrée en
9) kh?(x) + Nx*= Ax+B

ou A et B sont les constantes d’intégration. Si les conditions aux frontiéres sont h(x=0) = h; et h(x=L) =
h,, (9) devient



(10) h*(x) = hy? - (hy* - hy%) (/L) + (N/K) (L-x) x
Le débit q(x) est donné par
(11) q(x) = Nx + g

ou g est le debit a une abscisse x;. La hauteur maximum (N > 0) ou minimum (N < 0) de la surface de la
nappe correspond au point ou la dérivée de h est nulle, soit en x = X, telle que
(12) Xm = (L/2) - (k (n® - h,?) / 2LN)

Dans le cas d’un substratum imperméable incliné de o sur I’axe horizontal des x, et N = 0, pour lequel
le débit g(x) est constant, Polubarinova-Kochina [6] a proposé d’écrire

(13) q(x) =-k (h - x tan a) (dh/dx)

(14) (dx/dh) - (k/g) x tan o + kh/q =0

qui s’integre en

(15) h(x)=xtana-(q/ktana)+ Bexp (-khtan a/q)

ou B est la constante d’intégration. D’autres équations en termes de x' (axe suivant le substratum) ont été
proposées par Dupuit [2] et Pavlovsky [8].

Dans le cas d’un substratum imperméable incliné de  sur I’axe horizontal des x, avec N 0, le débit
g(x) n’est pas constant. Plusieurs auteurs [9,10] ont essayé de résoudre le probléme du régime permanent
en tentant d’intégrer I’équation de conservation proposée par Boussinesq [4] pour le régime transitoire,
avant de faire tendre le temps vers I’infini pour essayer d’obtenir la solution en régime permanent.

3. Solution proposée, cas du substratum imperméable incliné avec recharge (a > 0, N # 0)

La solution proposée, sans faire appel aux hypothéses de Dupuit ou a I’équation de Boussinesq,
provient de I’équation de conservation qui est établie spécifiquement en utilisant les propriétés
géométriques de I’écoulement (Fig.4). Les axes X et X’ prennent leur origine au sommet de la pente. Les
hypothéses du probléme sont :

La strate est homogéne,

Sa conductivité hydraulique saturée, k, est isotrope,

Le substratum imperméable fait un angle constant o avec I’horizontale,

La recharge N est constante (volume d’eau par unité de surface horizontale par unité de temps),

Seul le régime permanent est considéré,

L’écoulement non saturé au-dessus de la nappe est néglige,

Des hypothéses précédentes, il résulte que les équipotentielles sont des droites perpendiculaires au
substratum imperméable et donc h(x, z) = h(x’),

8. Il en résulte aussi que la vitesse de Darcy est constante le long d’une équipotentielle.

L’équipotentielle BC est perpendiculaire au substratum imperméable et le point C appartient a la
surface de la nappe ou la pression d’eau interstitielle, u,, est égale a la pression atmosphérique, Pam, i.€. Uy
= pam = O par définition. L’équation de conservation, pour une longueur unité perpendiculaire a la pente,
peut étre obtenue de la fagon suivante. En supposant que I’eau infiltrée sur le petit segment A’C’ ne passe
entre B et C, mais entre C et C’,

(16) Qin=NXa =Nxg =N Xx’g C0S O

@an Qout = SECLION * Vpgrey = - (BC) k (dh/dx’)g = - k h’g cos a (dh/dx’)g

ou h’g est définie par BA (Fig. 4) et représente approximativement (la pente de la nappe n’étant pas
exactement égale a o) I’épaisseur saturée mesurée verticalement au-dessus de B (Fig. 4). On peut écrire

NogokrwbdrE

(18) hg = Zg + Uws/ Yw = Zc = 25 + BD = zg + h’g cos® a
(19 (dh/dx*)g = (dz/dx’)g + cos® a (dh’/dx’)g

(20) zg = EB = BF sin a = (constante — x’g) sin a

(21) (dz/dx’)g =-sina

(22) (dh/dx’)g = - sin a + cos” a (dh’/dx’)g

En régime permanent, le débit entrant est égal au débit sortant, Qi, = Qou (Fig. 4) et donc
(23) N X’ €0s o + Qo = - k h’g cos o [- sin a + cos’ a (dh’/dx’)g]



ou Qo est le débit entrant dans la pente & x = 0, qui peut étre dQ, par exemple, a un réservoir a charge
constante. En réarrangeant (23) on obtient

(24) kcos®a h’g (dh’/dx’)s-k h’g sin o+ N X’g + (Qq/ cos a) = 0

qui est I’équation différentielle a résoudre. On notera que lorsque Qy=0a x =0, X’ =0 (cas d’une ligne de
partage des eaux au sommet de la pente), alors h’(x=0) = 0 selon (24) ce qui est physiquement correct.
Notons aussi que si a = 0, (24) se réduit a (8), ce qui rameéne aux solutions connues pour un substratum
horizontal. Pour résoudre (24), posons

(25) Y =h’(x") et

(26) N X’ + (Qo/ cos a) = X (N/ k cos? a )2

(27) X =x"(N/kcos® a)* +[Qy/ (NK)]

Alors (24) devient

(28) (dh’/dx’)g = (dY/dX) (dX/dx’) = Y” (N / k cos® o )2

(29) kcos?aYY’ (N/kcos? a)¥?-kY sina+NX (kcos’a /N)*?=0
(30) (Nkcos?a ) YY’-kYsina+X(Nkcos?a)” =0

(31) YY +aY+X=0 avec

(32) a=- (k/N)"tan a

La solution de (31) peut prendre trois formes selon que la valeur absolue de a est inférieure, égale ou
supérieure a 2. D’un point de vue pratique, la solution du régime permanent correspond aux conditions
moyennes annuelles de recharge, avec N de I’ordre de 10® m/s et k de Iordre de 10 m/s, et donc (k/N)*2
est de I’ordre de 100 alors que tan o est généralement supérieure a 0.02. Il en résulte que le cas le plus
fréquent serait |a| > 2 pour lequel la solution de (31) est
(33) Y -AX|*=C|Y =pX|* ol
(34) A U=-05a +0.5 (a%4)"
et C est la constante d’intégration.

Si|a] = 2, la solution de (31) est
(35) XzY)exp[X/(XxY)]=C
ou C est la constante d’intégration.

Si || < 2, la solution de (31) est
(36) In[Y?+aXY + X?| - [2a/ (4 - a%)"?] arctan [(2Y +aX) / X(4 -a>)"*]=C
ou C est la constante d’intégration.

On notera que le probléme ot Qo > 0 (débit non nul entrant dans la pente en x = 0) — qui pourrait étre
traité aussi comme un probléme ou h = hy en x = 0 — est équivalent au probléme d’une ligne de partage
des eaux au sommet d’une pente qui serait prolongée a I’amont (zone des x’ < 0) d’une longueur AX’
(37) AX’ = Qq/ N cos a

Dans les chapitres suivants, les prédictions de cette solution analytique sont comparées aux prédictions
numeriques d’un code de calcul en éléments finis qui traite au complet I’équation locale de conservation
sans aucune approximation sur les écoulements non saturés.

4. Comparaisons des solutions théoriques avec des solutions numériques

Les valeurs et les graphiques représentant les solutions analytiques implicites (33-36) peuvent étre
obtenus a I’aide d’un code mathématique ou d’un chiffrier (e.g. Excel) ayant une fonction "solver". Ces
solutions analytiques ont été comparées aux solutions numériques fournies par un code numerique qui
résout les équations au complet, que I’écoulement souterrain soit saturé ou non saturé, et qui n’a donc pas
besoin des simplifications requises pour obtenir une solution analytique. Les résultats relatifs a deux cas
d’aquiféere incliné, I’'un avec [a| < 2 et I’autre avec |a] > 2 sont présentés dans ce rapport technique..

Code numérique —meéthode des éléments finis
Un code utilisant la méthode des éléments finis a été utilisé pour étudier des problémes d’écoulement



souterrain en régime permanent dans un aquifére incliné & nappe libre. Les capacités de ce code avaient
été vérifiées, ayant servi a illustrer une méthode d’évaluation de la performance des codes d’écoulement
souterrain [11]. Ce code numérique considére les courbes caractéristiques des matériaux, c’est-a-dire les
fonctions k(uy) et B(u,) ou k est la conductivité hydraulique, u,, est la pression d’eau interstitielle, et 6 est
la teneur en eau volumique du matériau (6 = nS, ou n est la porosité totale et S, le degré de saturation en
eau). Les équations différentielles complétes (Darcy et conservation) sont résolues numériquement avec Uy,
comme variable. Dans les problémes considérés, il faut mailler finement (20 cm maximum dans la
direction verticale, z) la zone non saturée (zone des grandes variations of k et de 8) afin de faciliter la
convergence qui peut étre vérifiée de plusieurs facons [12].

Fonctions k(uy,) et &uy)

Pour les deux cas présentés dans ce rapport technique, plusieurs ensembles de courbes caractéristiques
ont été considérés. En premier lieu, deux sables ont été considérés comme matériau aquifére. Leurs
granulométries sont fournies par la Fig. 5. Les courbes de rétention capillaire, 8(u,,), correspondant a ces
deux granulométries, obtenues par la méthode de Arya et Paris [13], sont montrées sur la Fig. 6. Ensuite,
les courbes correspondantes de conductivité hydraulique non saturée, k(u,,), obtenues par la méthode de
Green and Corey [14], basée sur le modéle statistique de Childs et Collis-George [15], sont montrées sur
la Fig. 7. Ces méthodes et d’autres sont incluses dans le code numérique [16]. Les courbes résultantes
pour k(uy) et 8(uy,) correspondent a des valeurs d’entrée d’air (VAE) presque nulles et donc la frange
capillaire a une épaisseur négligeable avec ces courbes caractéristiques. Afin d’étudier numériquement
I’influence de la frange capillaire, un 3° sable ayant une VAE de —2 kPA a été considéré (Figs. 6 et 7) :
physiquement, ce sable aurait une frange capillaire presque saturée de 20 cm au-dessus d’une nappe libre
immobile.

Cas 1 avec |a| > 2, solution (33)

Le premier cas d’aquifére & nappe libre (Fig. 8) avec une valeur k = kg = 5 x 10° m/s, a une longueur L
= 500 m mesurée horizontalement, une pente tan o = 4%, une infiltration efficace N = 1.5868 x 10® m/s
(Note : numériguement on doit appliquer sur la surface du terrain une infiltration N/ cos a = 0.5 m/y).
Les parametres mathématiques dans (33) sont a = -2.2454, A = 1.6330 et pu = 0.6124. Dans I’analyse
numerique des écoulements saturés et non saturés, deux ensembles de courbes caractéristiques ont été
considéreés, soit le sable GS1 et le sable (AEV = -2 kPa).

Le code numérique fournit des résultats détaillés sous forme de graphiques et de tableaux. Quelques
résultats important sont présentés et commentés ici. Partant a la surface du terrain, les lignes d’écoulement
sont a peu pres verticales et les équipotentielles sont a peu prés horizontales (Fig. 8). Avant d’atteindre la
surface de la nappe, les lignes d’écoulement changent brusquement de direction. Sous la surface de la
nappe, les lignes d’écoulement sont & peu pres paralleles au substratum imperméable alors que les
équipotentielles lui sont perpendiculaires (Fig. 8). L’évaluation visuelle des angles sur la Fig. 8 est trés
approximative parce que les échelles, horizontale et verticale, sont trés différentes. Les valeurs de k(u)
pour le cas de la Fig. 8 sont présentés sur la Fig. 9 avec différents symboles pour la zone au-dessus de la
surface de la nappe (lignes d’écoulement a peu prés verticales) et pour la zone au-dessous de la surface de
la nappe (lignes d’écoulement paralléles au substratum imperméable). Selon la Fig. 9, le changement de
direction des lignes d’écoulement et des équipotentielles se produit quand k est voisine de 5 x 107 m/s et
donc que le rapport ks / k est voisin de 100, quelles que soient les courbes caractéristiques utilisées. Par
conséquent, le changement de direction n’est qu’une conséquence de la loi de réfraction.

La solution analytique (33), valable pour ce premier aquifére a nappe libre, a été comparée aux
solutions plus completes du code numérique (ici "plus complétes” signifie que les conditions d’écoulement
saturé et non saturé sont établies par le code). Quand la VAE est voisine de 0 (courbes GS1), la
comparaison est presque parfaite (Fig. 10). Quand la VAE = -2 kPa, la différence entre les deux solutions,
analytique et numérique, est voisine de 20 cm dans le haut de la pente, et elle décroit progressivement pour
s’annuler sur la frontiére a charge constante du bas, a x = L.



Cas ou |a] < 2, solution (36)

Le second cas d’aquifére & nappe libre (Fig. 11) avec k = kg = 3 x 10 m/s, a une longueur L = 1000 m
mesurée horizontalement, une pente tan a = 1%, une infiltration efficace N = 1.9027 x 10°® m/s (Note :
numériquement on applique sur la surface du terrain une valeur N / cos a = 0.6 m/y). Le paramétre dans
(36) est a = -1.2557. Dans I’analyse numérique des écoulements saturés et non saturés, deux ensembles
de courbes caractéristiques ont été considéres, soit le sable GS2 et le sable (AEV = -2 kPa).

Le code numérique fournit des résultats détaillés sous forme de graphiques et de tableaux. Quelques
résultats important sont présentés et commentés ici. Les lignes d’écoulement et les équipotentielles (Fig.
11) présentent les mémes caractéristiques que dans le cas précédent, le changement de direction au-dessus
de la surface de la nappe étant simplement le résultat de la loi de réfraction.

La solution analytique (36), valable pour ce 2° aquifére a nappe libre, a été comparée aux solutions plus
completes du code numérique. Quand la VAE est voisine de 0 (courbes GS2), la comparaison est presque
parfaite (Fig. 12). Quand la VAE = -2 kPa, la différence entre les deux solutions, analytique et numérique,
est voisine de 20 cm dans le haut de la pente, et elle décroit progressivement pour s’annuler sur la frontiere
a charge constante du bas, @ x = L. Cette différence entre les deux solutions apparait de fagon plus
détaillée dans la Fig. 13.

5. Discussion et conclusion

Ce rapport technique fournit la solution mathématique décrivant I’écoulement en régime permanent
de I’eau dans un aquifére idéal & nappe libre, de conductivité hydraulique saturée k, incliné d’un angle
a, et rechargé par une infiltration efficace N, quand on néglige I’écoulement non saturé au-dessus de la
nappe. Dans un premier temps, on établit I’équation différentielle de conservation sans faire appel aux
hypothéses de Dupuit ni a I’équation de Boussinesq. Si la pente est nulle, cette équation se simplifie en
I’équation usuelle dont les solutions sont connues. Dans le cas du substratum incliné, la solution de la
nouvelle équation différentielle peut prendre trois formes différentes selon la valeur de (k/N)*2 tan a.

Dans un second temps, les prédictions de cette solution analytique ont été comparées aux prédictions
numeriques d’un code de calcul en éléments finis qui considére I’équation locale de conservation sous sa
forme compléte ainsi que les fonctions de rétention capillaire et de perméabilité non saturée. Les
prédictions théoriques et numériques correspondent a quelques centimétres prés dans le cas des matériaux
ayant une tres faible valeur d’entrée d’air (VAE), qui sont les matériaux les plus proches du matériau idéal
de la solution théorique. Dans le cas de matériaux aux propriétés plus réalistes, ayant une VAE de —2 kPa,
I’écart entre les solutions numériques et la solution théorique reste faible, décroissant d’environ 20 cm au
sommet de la pente & 0 cm au pied de la pente.

Sur le plan pratique, I’équation de conservation (24) permet d’estimer la conductivité hydraulique
saturée, k, de I’aquifére dans le cas ou les eaux se partagent au sommet de la pente. Pour cela, on
considére que N est I’infiltration efficace déterminée sur une base annuelle, et que la position mesurée
pour la nappe a un instant donné est voisine de la position moyenne correspondant au régime permanent.
On mesure au méme moment deux valeurs de la charge hydraulique, hi(x;) et hy(x,), dans deux
piézometres distants de (x»-x;) = 0.1 L pour avoir une certaine précision. La valeur de la pente est
déterminée par les levés d’arpentage et les coupes des sondages. La valeur k tirée de (24) est alors
considérée comme la valeur moyenne a grande échelle. Cette technique d’évaluation de la valeur k a
grande échelle est similaire aux techniques de bilan régional [17] applicables aux aquiféres sur
substratum horizontal. Les résultats de la Figure 14 montrent qu’on peut obtenir une bonne évaluation de
k en utilisant (24) a condition que les charges soient mesurées dans la partie basse (moitié inférieure) de
I’aquifere. L’évaluation de la précision de cette méthode d’estimation de k demandera cependant des
études plus poussées en régime transitoire.

Remerciements. L’auteur remercie le Conseil de recherche en sciences naturelles et en génie du Canada
qui a subventionné ces études.
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Figure 1 : Aquifere a nappe libre sur un substratum horizontal imperméable,
sans recharge (@ = 0, N = 0).
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Figure 2 : Aquifére a nappe libre sur un substratum horizontal imperméable,
avec recharge (a=0, N > 0).
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Figure 3 : Aquifére a nappe libre sur un substratum imperméable incliné

avec recharge (a0 > 0, N > 0).
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Figure 4 : Détails de la Fig. 3 et paramétres géométriques du probléme. Attention aux distorsions
d’échelle, la longueur L est trés grande par rapport a I’épaisseur b et ’angle O est petit.
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Figure 5 : Granulométries des deux sables considérés.
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Figure 6 : Fonctions 8(uy) utilisées dans les analyses numériques. En fait, 1a fonction 0(u,) n’est pas
requise dans les analyses numériques qui sont faites uniquement en régime permanent.
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Figure 7 : Fonctions k(u,) utilisées dans les analyses numériques.
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Figure 9 : Premier exemple numérique : étude du changement de direction des lignes d’écoulement
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Figure 10 : Comparaison des deux solutions, analytique et numérique, pour le cas de la Fig. 8.
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Figure 11 : Second exemple numérique, pente tan a = 0.01, longueur L = 1000 m, k =3 x 10™ m/s,
N/ cos a=0.6 m/an sur la pente du terrain.
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Figure 12: Comparaison des deux solutions, analytique et numérique, pour le cas de la Fig. 11.
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Figure 13 : Différence entre les deux solutions, analytique et numérique, de la Fig. 12.
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Figure 14 : Estimations de la conductivité hydraulique saturée, k, a partir des charges de deux
piézométres distants de 50 m ou 100 m.
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