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RESUME

La gestion d’un systeme hydroélectrique représente un probléme d’une grande complexité
pour des compagnies comme Hydro-Québec ou Rio Tinto. Il faut e[edtivement faire un
compromis entre plusieurs objectifs comme la sécurité des riverains, la production hydro-
électrique, I'irrigation et les besoins de navigation et de villégiature. Les opérateurs doivent
également prendre en compte la topologie du terrain, les délais d’écoulement, les interdé-
pendances entre les réservoirs ainsi que plusieurs phénomeénes non linéaires physiques. Méme
dans un cadre déterministe, ces nombreuses contraintes opérationnelles peuvent mener a des
problémes irréalisables sous certaines conditions hydrologiques.

Par ailleurs, la considération de la production hydroélectrique complique considérablement
la gestion du bassin versant. Une modélisation réaliste nécessite notamment de prendre en
compte la hauteur de chute variable aux centrales, ce qui mene a un probléme non convexe.

En outre, de nombreuses sources d’incertitude entourent la réalisation d’un plan de produc-
tion. Les prix de I’électricité sur les marchés internationaux, la disponibilité des turbines,
la charge/demande du réseau ainsi que les apports en eau sont tous incertains au moment
d’établir les soutirages et les déversés pour un horizon temporel donné. Négliger cette incer-
titude et supposer une connaissance parfaite du futur peut mener a des politiques de gestion
beaucoup trop ambitieuses. Ces derniéres ont tendance a engendrer des conséquences désas-
treuses comme le vidage ou le remplissage tres rapide des réservoirs, ce qui conduit ensuite
a des inondations ou des sécheresses importantes.

Cette these considére le probleme de gestion de réservoirs avec incertitude sur les apports. Elle
tente spécifiguement de développer des modeles et des algorithmes permettant d’améliorer la
gestion mensuelle de la riviere Gatineau, notamment en période de crue. Dans cette situation,
il est primordial de considérer I'incertitude autour des apports, car ces derniers ont une
influence marquée sur I’état hydrologique du systeme en plus d’étre la cause d’événements
desastreux comme les inondations.

La gestion des inondations est particulierement importante pour la Gatineau, car la riviéere
coule preés de la ville de Maniwaki qui a déja vécu des inondations dans le passé et continue
de présenter des risques importants. Cette riviére représente également une excellente étude
de cas, car elle possede plusieurs barrages et réservoirs. La grande dimension du systeme rend
di Ccild 'application de certains algorithmes populaires comme la programmation dynamique
stochastique.
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Afin de minimiser le risque d’inondations, on propose initialement un modeéle de programma-
tion stochastique multi-étapes (multi-stage stochastic program) base sur les regles de décision
a [nelet les regles de décision a [ned liftées. On considére I'aversion au risque en évaluant
la valeur a risque conditionnelle (conditional value-at-risk) aussi connue comme "CVaR".
Ce travail considére une représentation polyhédrale de I'incertitude trés simple basee sur la
moyenne et la variance d’échantillon.

Le deuxieme article propose d’améliorer cette représentation de I'incertitude en considérant
explicitement la corrélation temporelle entre les apports. A cet e [ef] il introduit les modeéles de
séries chronologiques de type ARIMA et présente une maniére de les incorporer e [cadement
dans un modele multi-étapes avec regles de décision. On étend ensuite I’approche pour évaluer
les processus GARCH, ce qui permet d’incorporer I’hétéroscédasticité.

Le troisieme travail ra [nella représentation de I'incertitude utilisée dans le deuxieme travail
en s’appuyant sur un modele ARMA calibré sur le logarithme des apports. Cette représenta-
tion non linéaire méne a un ensemble d’incertitude non convexe qu’on choisit d’approximer de
facon conservatrice par un polyhedre. Ce modéle o Lrelnéanmoins plusieurs avantages comme
la possibilité de dériver une expression analytique pour I'espérance conditionnelle. Afin de
considérer la hauteur de chute variable, on propose un algorithme de région de confiance tres
simple, mais e [cade.

Ces travaux montrent qu’il est possible d’obtenir de bons résultats pour le probléme de
gestion de réeservoir en considérant les régles de décision linéaires en combinaison avec une
représentation basée sur les processus ARIMA.
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ABSTRACT

The problem of designing an optimal release schedule for a hydroelectric system is extremely
challenging for companies like Rio Tinto and Hydro-Québec. It is essential to strike an
adequate compromise between various conflicting objectives such a riparian security, hydro-
electric production as well as navigation and irrigation needs. Operators must also consider
the topology of the terrain, water delays, dependence between reservoirs as well as non-linear
physical phenomena. Even in a deterministic framework, it may be impossible to find a
feasible solution under given hydrological conditions.

Considering hydro-electricity generation further complicates the problem. Indeed, a realistic
model must take into account variable water head, which leads to an intractable bilinear
non-convex problem.

In addition, there exists various sources of uncertainty surrounding the elaboration of the
production plan. The price of electricity on foreign markets, availability of turbines, load
of the network and water inflows all remain uncertain at the time of fixing water releases
and spills over the given planning horizon. Neglecting this uncertainty and assuming perfect
foresight will lead to overly ambitious policies. These decisions will in turn generate disastrous
consequences such as very rapid emptying or filling of reservoirs, which in turn generate
droughts or floods.

This thesis considers the reservoir management problem with uncertain inflows. It aims at
developing models and algorithms to improve the management of the Gatineau river, namely
during the freshet. In this situation, it is essential to consider the randomness of inflows since
these drive the dynamics of the systems and can lead to disastrous consequences like floods.

Flood management is particularly important for the Gatineau, since the river runs near the
town of Maniwaki, which has witnessed several floods in the past. This river also represents a
good case study because it comprises various reservoirs and dams. This multi-dimensionality
makes it di Ccult to apply popular algorithms such as stochastic dynamic programming.

In order to minimize the risk of floods, we initially propose a multi-stage stochastic pro-
gram based on a [neland lifted decision rules. We capture risk aversion by optimizing the
conditional value-at-risk also known as "CVaR". This work considers a simple polyhedral
uncertainty representation based on the sample mean and variance.

The second paper builds on this work by explicitly considering the serial correlation between
inflows. In order to do so, it introduces ARIMA time series models and details their in-
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corporation into multi-stage stochastic programs with decision rules. The approach is then
extended to take into account heteroscedasticity with GARCH models

The third work further refines the uncertainty representation by calibrating an ARMA model
on the log of inflows. This leads to a non-convex uncertainty set, which is approximated with
a simple polyhedron. This model olers various advantages such as increased forecasting
skill and ability to derive an analytical expression for the conditional expectation. In order
to consider the variable water head, we propose a successive linear programming (SLP)
algorithm which quickly yields good solutions.

These works illustrate the value of using a [neldecision rules in conjunction with ARIMA
models to obtain good quality solutions to complex multi-stage stochastic problems.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Hydro-Québec représente I'un des plus grands producteurs d’électricité au monde. Tirant
la quasi-totalité de son énergie de I’hydro-électricité, la société d’état est responsable de
la gestion de plus de 80 centrales hydroélectriques et quelques unités thermales avec une
capacité installée de plus de 36 000 MW (Hydro-Québec, 2015). Elle dispose également d’une
vingtaine de réservoirs de forte contenance et plus de 600 barrages répartis en quatre zones
géographiques distinctes.

L’ optimisation d’un tel parc de production représente un probleme d’une complexité énorme.
Il faut e [edtivement considérer un probleme de trés grande dimension avec des objectifs mul-
tiples parfois contradictoires, des contraintes non convexes pouvant étre di [cilés a modéliser
ainsi que de nombreuses sources d’incertitude s’étalant sur un horizon temporel parfois tres
long.

Afin de trouver des solutions opérationnelles a un tel probléme, on procéde a une décompo-
sition du probléme en plusieurs sous-étapes, de fagon similaire a ce qui est fait dans d’autres
domaines comme le transport aérien (Saddoune, 2010) et la foresterie (R6nnqvist, 2003).
Dans le cas des problémes d’optimisation hydroélectriques, on considére spécifiqguement la
modélisation court (opérationnel), moyen (tactique) et long terme (stratégique) (voir le ta-
bleau 1.1)

Tableau 1.1 Classification typique des problemes de gestion hydroélectrique.

Horizon

Pas de Type de Représentation | Importance
Type temporel AR y 12
. temps décisions du parc de I'aléa
typique
opérationnel

Court ex . -vente et achat

1 semaine - 1 mois horaire sur les marchés spot détaillée faible
terme ) ,

et jour d’avant
-production journaliére
tactique
Moyen . X : -contrats a moyen term
oye 1-2 ans hebdomadaire | & - "c0"rats a moyen terme moyenne moyenne
terme -évaluation des
stocks saisonniers
stratégique
Long L . - e
5-10 ans mensuel ex : -investissements agrégée élevée
terme L
-localisation de centrales

Ces problemes sont liés entre eux et les résultats des modeles plus agrégés sont utilisés afin
de guider la résolution de modeéles plus fins. Par exemple, la résolution de modeles moyen
terme peut permettre d’obtenir des hyperplans afin de valoriser les stocks finaux d’eau dans



les réservoirs. Ces hyperplans peuvent ensuite étre utilisés par des modéles court terme dans
le but d’éviter de vider les réservoirs a la fin de I’horizon relativement court.

Cette theése se penche spécifiguement sur un probléme d’horizon court terme, a savoir la
gestion mensuelle de la riviere Gatineau en présence d’incertitude sur les apports. Le modele
a notamment été developpé dans I'optique de faciliter la gestion de la riviere en période de
crue. Les sections qui suivent donnent plus de détails sur la gestion de la riviere ainsi que sur
la production hydroélectrique en général.

1.1 Production hydroélectrique?

La production hydroélectrique exploite le cycle naturel d’évapotranspiration, condensation,
précipitation et ruissellement/infiltration afin de convertir I’énergie potentielle de I'eau en
énergie mécanique puis en énergie électrique (en plus de pertes d’énergie thermique). Ces
transformations sont décrites a ’aide de la figure 1.1.2

Le processus consiste initialement a stocker de I’énergie potentielle sous forme d’eau dans
des réservoirs (A).® En ouvrant les vannes (intake) (E), les opérateurs peuvent controler la
quantité d’eau soutirée (released) qui sera ensuite amenée vers la conduite forcée (penstock),
ce qui engendrera certaines pertes thermiques. Cette eau fera ensuite tourner les pales de
la turbine (C), ce qui permettra de produire de I’électricité grace au générateur (D) dans la
centrale (powerhouse/power plant) (B). L’électricité est finalement transportée par les lignes
haute tension (G), alors que I'’eau s’écoule vers la riviére en aval (H).

1. Cette section est inspirée des travaux de Séguin (2016); Coté (2010).

2. Pour assurer la cohésion et faciliter la lecture des chapitres 4 5 et 6, certains termes techniques anglais
correspondants sont indiqués en italique.

3. Selon la capacité du réservoir, on dira que la centrale est une centrale a réservoir (conventional/dam
plant) ou une centrale au fil de I'eau (run-of-the-river plant).



Figure 1.1 Vue en coupe d’une centrale hydroélectrique. Adaptée avec permission de "Hy-
droelectric dam” par Tomia, 2008. Image sous license GFDL et CC-BY-2.5.

La puissance générée (en MW) a un instant donné par une centrale est une fonction de la
hauteur de chute (water head), c’est-a-dire de la di [érence (en m) entre le niveau d’eau ou bief
amont et le niveau d’eau ou bief aval. La puissance dépend également des caractéristiques
des turbines individuelles et de I’eau soutirée et déversée (en m3/s). Dans cette thése, on
considére une formulation plus agrégée que celle de Séguin (2016) et les groupes de turbines
sont traités comme un seul bloc homogéne. Par ailleurs, on suppose que toutes les turbines
sont disponibles et fonctionnent a leur capacité normale. Cette hypothése n’est pas toujours
vérifiée, car la pression de I’eau sur les pales ainsi que certains phénoménes de cavitation
peuvent engendrer des bris qui nécessitent des arréts de maintenance. On ignore également
les zones interdites, car ces dernieres causent des di [culités numériques considérables et notre
solution ne les considére jamais. La formule utilisée pour représenter P |a puissance
produite (en MW) a tout instant durant le jour t a la centrale i prend la forme* :

P (Rit, Lit, Hit) = Pie(Rit, Li)Hi. (1.1)

ou Pi(R, L) représente la puissance de référence, qui est fonction des débits soutirés Rj; et
déversés Li; pour une hauteur de chute fixée. L’expression Hj; indique quant a elle la hauteur

4. Cette représentation est notamment utilisée par Gjelsvik et al. (2010).



de chute relative, donnée par :

Nj—r - Nj+T

Hic = H;’ef

(1.2)

ol H{*" représente la hauteur de chute de référence et Nj—, et Nj-, représentent le niveau
d’eau amont (forebay) et aval (tailrace) (en m) a la centrale. Le niveau d’eau amont N;- est
une fonction concave croissante du volume du réservoir Sj;. Pour la plupart des réservoirs, le
niveau aval est considéré comme constant. Cependant, lorsque deux centrales sont trés pres
I’'une de I'autre, le niveau aval a une centrale est une fonction du volume a la centrale aval.

Pour des déversés L;; constants, la fonction Pj:(-, Li;) peut étre bien approximée par une
fonction concave par morceaux (voir la figure 1.2). La pente négative du dernier segment
s’explique par le fait que les débits soutirés dépassant un certain seuil réduisent plus la
hauteur de chute qu’ils ne contribuent & produire de la puissance. La fonction Pj(:,-) est
détaillée dans le chapitre 6. On suppose également que la puissance produite est constante
durant la journée, et P représente donc également I’énergie produite (en MWh) durant
le jour j.

Figure 1.2 Puissance de référence pour une hauteur de chute et débits déversés constants

Bien que ce ne soit pas indiqué sur la figure 1.1, les centrales disposent également d’un
évacuateur de crues ou deversoir (spillway) permettant de déverser une partie de I’eau vers
I’aval sans production électrique. De tels déversements (spills) impliquent non seulement une
perte d’énergie potentielle, mais causent également une diminution de la hauteur de chute
et donc une réduction de la productivité de I'eau e [edtivement amenée a travers la conduite



pour produire de I’électricité.

1.2 Gestion de la riviere Gatineau

1.2.1 La riviere

La riviere Gatineau fait partie du Bassin versant (catchment/watershed) de la riviere des
Outaouais. Elle s’étend sur environ 400 km et draine une superficie de prés de 23 000 km?
(Commission de toponymie : Gouvernement du Québec, 2017; Pina et al., 2016). Tirant sa
source en Haute-Mauricie, elle traverse une partie des Laurentides et de I’Outaouais a travers
du territoire majoritairement boisé. Elle se jette ensuite dans la riviere des Outaouais pres
de la ville de Gatineau (voir la figure 1.3).

Son bassin versant riviére est composée de 2 réservoirs de forte contenance : Cabonga et Bas-
katong. Ces réservoirs ont une réserve utile d’environ 1500 et 3000 hm? et sont opérés par
Hydro-Québec. Le réservoir Baskatong représente le plus gros réservoir du bassin de I’Ou-
taouais et joue un réle crucial dans la gestion de la riviére. Il permet notamment de controler
les débits au niveau de la ville riveraine de Maniwaki, qui a déja subi des inondations en
1929, 1936, 1947 et en 1974. Ce dernier est aussi utilisé occasionnellement pour contréler les
niveaux d’eau jusqu’a Montréal, plusieurs centaines de kilometres en aval. Par ailleurs, Ca-
bonga et Baskatong assurent I’'apport en eau potable aux municipalités avoisinantes, abritent
de nombreuses espéeces animales et végétales en plus de servir pour la villégiature.

Ces réservoirs servent aussi a réguler la production hydroélectrique. A cet e [ef] quatre cen-
trales sont présentement en opération sur la riviére. On retrouve d’abord la centrale a réservoir
Mercier, située juste en aval de Baskatong et d’une capacité d’environ 55 MW. Viennent en-
suite les trois centrales au fil de I'’eau Paugan d’une capacité installée de 226 MW, Chelsea
d’une capacité de 152 MW et Rapides-Farmers d’une capacité de 104 MW (Hydro-Québec
(2016)). ° Ces centrales ont une capacité relativement petite comparativement a certaines cen-
trales du parc. A titre de comparaison, la centrale Robert-Bourassa sur la riviére La Grande
a une capacité d’environ 5600 MW (Hydro-Québec, 2016).

Tel qu’indiqué par la figure 1.3, la distance physique est négligeable entre certaines paires
de réservoirs, mais de I'ordre de quelques centaines de kilometres pour d’autres. Afin de
représenter les delais d’écoulement, on introduit le parametre A; indiquant la proportion
d’eau relachée par le réservoir immédiatement an amont au temps t qui se rend au réservoir j

immédiatement en aval au temps t+ 1, ou | IZ{]J!“‘”, e, O Y et 6}“‘” et 9" représentent

5. Due au manque de données, les trois articles de la these ignorent tous la plus petite centrale Mercier,
mise en opération en 2005.



le délai minimal et maximal. Les valeurs de ces parameétres sont calculées par les hydrologues
chez Hydro-Québec et sont utilisées comme intrants par notre modele (voir le tableau 1.2).

Tableau 1.2 Proportion de I’eau soutirée du réservoir immédiatement en amont au jour t
se rendant au réservoir au jour t + |. Le réservoir Cabonga n’est pas considéré, car c’est le
premier réservoir du systéme. Un délai de | = 0 indique que toute I’eau relachée se rend au
réservoir en aval en une seule journee.

|
0 [L [2 [3 [4 [5 [6 [7 [8 [9 [10 [u

Baskatong - 0.02 | 0.08 | 0.14 | 0.15 | 0.14 | 0.12 | 0.09 | 0.07 | 0.05 | 0.04 | 0.11
Maniwaki 0.91 | 0.09 | - - - - - - - - - -
Paugan 0.46 | 0.46 | 0.08 | - - - - - - _ ; .
Chelsea 1.00 | - - - - - - - - - - -
Rapides-Farmers | 1.00 | - - - - - - - - - - -
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Figure 1.3 Bassin versant de la riviere Gatineau. Image fournie par Hydro-Québec. Adaptée
et utilisée avec permission. Les symboles bleus indiquent les centrales, les rectangles noirs les
barrages et les points noirs les villes.



1.2.2 Les apports

Dans un contexte de minimisation des inondations, les facteurs les plus importants a conside-
rer sont les stocks initiaux d’eau dans les réservoirs ainsi que les apports en eau, qui demeurent
incertains au moment de développer un plan d’opération. Comme I'indique la figure 1.4, ces
derniers sont sujets a des variations saisonnieres et inter-annuelles trés importantes.

Durant I’hiver et le printemps, le régime hydraulique est principalement influencé par la
présence puis la fonte de neige. La crue printaniére engendre notamment des apports tres
importants dans un court laps de temps. Cette période est névralgique, car I’hydraulicité
moyenne et la variabilité y sont maximisees.

Pendant I'été, les apports sont faibles. Comme ce moment coincide avec une période de
navigation et d’achalandage accru sur la riviere, il est important de s’assurer que les niveaux
d’eau minimaux soient respectes.

Suit ensuite une seconde crue en automne due a des précipitations plus importantes que
durant le reste de I’année. Pour certains réservoirs et certaines années, la crue automnale est
encore plus critique que celle du printemps. La section 6 présente d’ailleurs une étude de cas
considérant la crue automnale de 2003.
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Figure 1.4 Apports historiques journaliers aux di [&rents points névralgiques de la riviere (en
m3/s) de 1999-2004. Les barres grises verticales délimitent les 6 années.

1.2.3 Gestion historique des réservoirs

Hydro-Québec est tenu de gérer ses installations de fagon intégree en s’assurant de la securité
des opérations et en se concertant avec plusieurs groupes d’intéréts. Le risque d’inondation
a Maniwaki est particulierement important pour les opérateurs de la riviéere, notamment en

période de crue (freshet). Pour ces raisons, la riviere Gatineau est gérée de facon indépendante
du reste du parc de production.

Les apports ont une influence capitale sur la gestion des dilérents reservoirs. En elef] le
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volume moyen d’apport en eau durant la crue printaniere a Cabonga et Baskatong est de 590
et 3630 hm? et a méme atteint 710 et 4700 hm? en 1997. Ayant des capacités utiles d’environ
1500 et 3000 hm?3, ceci implique que ces réservoirs, particulierement Baskatong, peuvent se
remplir complétement en une seule crue. Les opérateurs utilisent donc un cycle de vidange
et de remplissage annuel pour Baskatong (voir la figure 1.5). Le 1°" avril, aux alentours du
commencement de la crue printaniére, on vise un niveau d’eau su [sathment faible permettant
de remplir le réservoir tout en évitant les débits trop élevés en aval a Maniwaki.

Comme Cabonga recgoit moins d’eau par rapport a sa capacité et qu’il est possible d’évacuer
une partie de son stock hors du bassin versant de la Gatineau vers le lac Barriére, le réservoir
o [rel plus de flexibilité et peut étre utilisé afin de stocker ou de soutirer de I'eau selon la
quantité d’apports.

Les stocks aux centrales au fil de I'eau sont quant a eux beaucoup plus variables d’une
journée et d’une année a l'autre. En e[ef] ces réservoirs ont une trés petite contenance et ils
peuvent étre vidés ou remplis complétement en quelques jours seulement. Ces niveaux d’eau
volatiles permettent aux opeérateurs de tirer des avantages opérationnels dus a des variations
de hauteur de chute.

On note notamment que le réservoir Paugan est historiguement maintenu a son niveau maxi-
mal, ce qui maximise la hauteur de chute. Les niveaux d’eau a Chelsea sont également main-
tenus a des niveaux assez élevés, bien qu’il semble y exister des cycles interannuels causes
notamment par les apports ainsi que le désir des opérateurs de conserver une certaine marge
de manceuvre. Finalement, on observe que les niveaux d’eau a Rapides-Farmers ne dépassent
jamais un seuil critique. Ceci est d0 a la présence d’une créte déversante a la centrale. Cet
ouvrage d’évacuation ne permet pas aux opérateurs de contrdler directement les débits dé-
versés. En e [efl lorsque les stocks d’eau dépassent un certain niveau, une certaine proportion
de I'eau est naturellement évacuée en aval. Comme ce déversement ne conduit pas a de la
production hydroélectrique, les opérateurs choisissent de le minimiser.
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Figure 1.5 Volumes historiques journaliers aux di [&rknts réservoirs de 1999-2004 (en hm?)

1.3 Objectifs de recherche

L’objectif de cette these est de concevoir des modeéles mathématiques et des algorithmes
dans le but de développer un outil d’aide a la décision facilitant la gestion de la riviére pour
les opérateurs et permettant de réaliser certaines études exploratoires. A terme, cet outil
pourrait méme permettre d’améliorer ces opérations, notamment en aidant a concevoir des
plans de production générant plus d’électricité tout en maintenant, ou méme en réduisant,
le risque d’inondations.
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1.3.1 Modélisation

La premiére etape consiste a bien modéliser le probleme. Il faut spécifiquement identifier une
fonction objectif adéquate, la représentation de I'incertitude, les contraintes, ainsi que les
décisions a prendre. Il est impératif de proposer une modélisation fidéle a la réalité permettant
de s’assurer du respect de toutes les contraintes operationnelles et satisfaisant les intéréts des
di [érents groupes d’intérét.

En présence d’aléa, la prise de decision prend la forme d’une politique de gestion, c’est-a-
dire un ensemble de fonctions de I'incertitude. On optimise donc sur un espace fonctionnel,
plutét que sur un espace de variables comme c’est le cas en programmation mathématique
déterministe.

Il faut ensuite déterminer la bonne fonctionnelle permettant d’évaluer I'objectif pour di[&-]
rents scénarios d’apports. Cette these utilise I'espérance mathématique, mais explore éga-
lement quelques mesures de risque afin d’évaluer I'impact de I'aversion au risque sur les
solutions finales.

Tel que mentionné précédemment, la modélisation des apports est d’une importance cruciale
pour ce probleme. Il faut donc savoir bien utiliser les techniques de modélisation statistique.
Cette these exploite notamment les processus stochastiques a temps discrets de type ARIMA
(autoregressive integrated moving average) pour bien représenter la corrélation temporelle. Les
arbres de décision, populaires en programmation stochastique multi-étapes, sont également
explorés dans le chapitre 4.

1.3.2 Reésolution

La deuxieme étape consiste a concevoir des algorithmes permettant de résoudre e Ccadement
le probléme. Il s’agit d’écrire du code informatique permettant de traduire le modele théorique
en format numérique pour enfin utiliser des solveurs commerciaux extrémement e [cades
comme CPLEX et Mosek afin de le résoudre.

L’outil devra étre utilisable de fagcon opérationnelle. Ceci implique entres autres qu’il devra
fournir des solutions de bonne qualité a I'intérieur de temps de calcul raisonnables, idéalement
quelques secondes. Il devra permettre d’évaluer di [erknts scénarios e [cadement et de fournir
des réponses rapides afin de guider le choix des opérateurs.
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1.3.3 Simulation et ajustement

Finalement, la derniere étape consiste a ajuster le modele apres avoir observé les résultats
préliminaires et les avoir confrontés aux scénarios réels. 1l s’agit ici de concevoir un banc de
test de simulation pour bien tester notre modele. Encore une fois, plusieurs notions de statis-
tiques et de processus hydrologiques deviennent utiles pour concevoir des scénarios d’apport
synthétiques réalistes et intéressants. L’étude de cas du chapitre 4 illustre notamment com-
ment ces simulations permettent de mieux comprendre les hypothéses et les limitations de
notre modele. L’utilisation de scénarios historiques se révele également essentielle pour aug-
menter la crédibilité de nos travaux. Le chapitre 6 explique notamment que notre modeéle
pourrait améliorer les décisions historiques.

1.4 Plan du mémoire

Le chapitre 2 présente une revue de littérature des principales méthodes d’optimisation sto-
chastique utilisées pour la gestion de réservoirs. Cette section survole également deux sujets
importants pour la thése : les mesures de risque et les séries chronologiques de type ARIMA.
Le chapitre 3 dresse un portrait d’ensemble des 3 articles de la these, présentés aux chapitres
4, 5 et 6. Finalement, le chapitre 8 tire des conclusions sur le travail réalisé et propose des
pistes de solutions futures.
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CHAPITRE 2 REVUE DE LITTERATURE

2.1 Modeles de séries chronologiques de type ARIMA

Une partie importante de cette thése se base sur la représentation des apports a I'aide des
séries chronologiques a temps discret de type ARIMA. Ces processus linéaires paramétriques
o[rent plusieurs avantages. lls possedent une représentation linéaire compacte et facile a
comprendre, ont des propriétés bien étudiées, bénéficient de logiciels permettant de réaliser
leur calibrage et ont été utilisés avec succés pour modéliser les apports. Cette section s’appuie
fortement sur les trois références Box et al. (2008); Brockwell and Davis (1987) et Tsay (2005)

2.1.1 Modeles univariés stationnaires

Par souci de simplicité, on commence par traiter le cas univarié, c’est-a-dire qu’on considére
d’abord un processus stochastique {{:};=_., ou chaque {; est une variable aléatoire réelle.

Avant de procéder a la description de ces processus, il est important de détailler certains

concepts. On dit qu’un processus stochastique {{:}:2_., est stationnaire?® s’il respecte les

—oo

propriétés suivantes :

El&] =w, [tz (2.1)
v(g EE[GZHh], [th 2 (2.2)
E §f <oo, Frzl (2.3)

L’équation (2.1) implique que le processus a une moyenne constante. Dans ce cas, on peut
toujours remplacer {; par {'= {; — W et on peut donc supposer que i = 0. L’équation (2.2)
indique que la covariance dépend uniquement du déplacement h [Zl dans le temps et donc
en particulier on obtient la variance y(0) = 62, qui est constante par rapport au temps, en
évaluant y(-) en 0. Finalement, (2.3) indique que le second moment est borné, ce qui implique
que la variance est également bornée.

On s’intéresse notamment au processus stationnaire de bruit blanc { [} qui posséde les pro-
priétés suivantes :

1. Il s’agit en fait d’hypothese de stationnarité au sens large aussi connue sous le nom de stationnarité
faible ou de second ordre.
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L1
(= ) sih=0 Az (2.4)
Y Eg3  sinon , .
E[LJI= 0, Fira (2.5)

Bien qu’on ait uniquement besoin de ces conditions sur les deux premiers moments pour
développer les modeles de séries chronologiques, les chapitres 5 et 6 imposent des contraintes
additionnelles sur le support des [.1Le chapitre 5 supposent que les [kont non corrélés et
suivent un processus GARCH (generalized autoregressive conditional heteroscedastic model),
décrit dans les sections qui suivent. Le chapitre 6 fait des hypothéses plus fortes. Il suppose
notamment que les [$Suivent une distribution particuliére et sont indépendants.

Etant donné le processus de bruit blanc {J décrit précédemment, on dit que le proces-
sus stochastique {{:} suit un processus ARMA(p, q) s’il est stationnaire et s’il respecte les
équations de di [érknce suivantes pour tout t [Z:

9(B)é = 6(B) L] (2.6)

ou@(B) = F’izo 0iB'et 8(B) = {,0;B' représentent des polyndmes. L’opérateur B permet
d’e [edtuer un décalage dans le temps : B'Z; = {—i. Les paramétres a calibrer sont les ¢;
oui=1---,petf; CRouj =1,---,q, pour des p,q [N fixés. On impose toujours
Qo = 90 =1.

La stationnarité de {(;} est assurée si ¢(z) 8 0, [Z1[Q : |z|] < 1. Dans ce cas, il existe
P(B) = ;i:O P;B' tel que ;i:O |i] < oo et P(B) = ¢~1(B)B(B) de telle sorte que pour tout
t:

W(B) L+ ¢ (B)8(B) [t ¢ (B)9(B)L: = & (2.7)

La représentation (2.7) est d’une grande importance, car elle indique que les {; peuvent étre
exprimés comme une combinaison linéaire infinie des résidus ou chocs passés : {[s1s < t}. La

2. Pour résoudre cette équation, on considére @(B)Y(B) = 8(B) = (1 + 1B + §p,B% +...)(1 + ¢.:B +
B2+ +@,BP) = (1+6,B +---83BY) et on s’assure récursivement que la somme des coe [Ciehts des B’
soit égale a 0 pour tout i [N Par exemple : @1 + {1 = 01, @2 + @11 + Y = 65, etc.
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condition que la somme des coe [ciehts ; converge absolument assure que la limite existe et
est unique dans un certain sens (Brockwell and Davis, 1987). Dans la littérature, on dit que
P(B) est un filtre linéaire ou une fonction de transfert. Tel que I'indique la figure 2.1, Y(B)
prend le bruit blanc {[Js<- non-corrélé en intrant et produit des {; ayant une "corrélation
plus structurée” comme extrant.

Cette representation permet également de dériver une expression décomposable pratique pour
e [edtuer des prévisions. En e [efl pour tout t [CZet | [CNI:

P 1 T/
(i1 = Giledi-i + Wi led— (2.8)
H m o m o
0) pe(D

Le premier terme Zt(l) représente la prévision (forecast) e [edtuée au temps t pour un temps
futur (lead time) de I périodes. Le deuxiéme terme p(l) représente donc I’erreur de prévision :
pe() = G — Zt(l). La prévision est donc déterministe sachant {¥.__.., car elle dépend

uniquement des résidus passés, qu’on suppose parfaitement observables. L’erreur de prévision

peut quant a elle &tre exprimée comme un combinaison linéaire des résidus futurs : { 32, ;.

Cette stationnarité dépend du polynéme @(B). La condition correspondante : 8(z) € 0, [zZ1[1
C : |z| = 1 se nomme inversibilité. Dans ce cas, il existe 1(B) = ;i:O miB' tel que ;izo [mi| <
oo et m(B) = 671(B)@(B). La propriété suivante tient donc pour tout t :

e+ 1(B)¢e (2.9)

La propriété d’inversibilité gssure entre autreslﬂue paur tout | [N ehf - R™! L R, les
espérances conditionnelles E £({y, -+, 1)[{g et E F(L, -+, 1) Ll sont identiques, car
I'information fournie par les { [}t est identique a celle fournie par {{s}__...

Comme c’est presque toujours le cas dans la littérature, cette thése considere uniquement
des processus stationnaires et inversibles. Ces deux conditions sont respectées si 8(z2)¢(z) &
0, [Z1A : |z| = 1. Il faut donc que les racines des polyndmes 6(z) et @(z) se trouvent a
I’extérieur du cercle unitaire. Par exemple, on sait que le processus ARMA(1,1) utilisé au
chapitre 5 respecte cette conditions, carona: @(z) = 1—0.96z et 6(z) = 1—0.13z. Les racines
sont donc 0.9671 > 1 et 0.137! > 1. Le processus AR(4) utilisé au chapitre 6 a également 4
racines (complexes) a I’extérieur du cercle unitaire.
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Sous les hypothése de stationnarité et d’inversibilité, on a : (B) = ¢~*(B)8(B) et n(B) =
871(B)@(B). On a donc Y(B)m(B) = 1 ou encore ~1(B) = n(B) et n~*(B) = 6(B). Tel que
mentionné dans Brockwell and Davis (1987), sous certaines autres hypotheses standards sur
les zéros des polyndmes @(z) et 8(z), on peut méme garantir qu’il existe une seule solution
satisfaisant (2.6).

Figure 2.1 Filtres linéaires

2.1.2 Modeéles non stationnaires

On peut exprimer le polyndme ¢(z) = 1 — @1z — -+ — @pzP comme @(z) = (1 — G1z)(1 —
G,z) - (1 — Gpz) ol Gi* sont les racines du polyndme @(z).

Si @(z) ak [NIracines unitaires et le reste de ses racines a I’extérieur du cercle unitaire, alors il
existe K {1, --,p};|K| =k tel que G; = 1, GIK ce qui implique ¢(B) = ¢XB)(1— B)X
ol ¢(z) 8 0, [Z1CA : |z] < 1. On peut donc appliquer I'analyse précédente sur la série
stationnaire : zZ= (1 — B)Xz.. Par exemple si on a une tendance d’accroissement linéaire,
alors il serait judicieux d’utiliser k = 1 et d’évaluer les di[érknces (1 — B)z; = zy — z¢—1 qui
sera stationnaire, méme si les z; ne le sont pas Box et al. (2008). L utilisation de I'opérateur
(1 — B)X conduit & un modeéle (non-stationnaire) "intégré" d’ordre k, dénoté ARIMA(, K, -).

Un autre cas commun est celui ot le polyndme @(z) peut étre exprimé comme ¢(z) = ¢Xz)(1—
z%) pour un s [N donné ou ¢Xz) € 0, IZIJ:G . |z] = 1. Dans ce cas, ¢(z) a s racines sur
le cercle unitaire de la forme : e™s o0 i = —letk = 0,1,---,5s — 1. La solution a
(1 — B®)z; = [ bu [représente du bruit blanc sera donc, en moyenne, une combinaison de
cosinus et sinus d’une périodicité de s périodes. L’utilisation de I'opérateur (1 — z®°) conduit
ici a I’'ajout de la saisonnalité, d’ou le "S" dans "SARIMA".
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2.1.3 Modéles GARCH

] ]
Dalgls IeE(I:as le plus simple, les résidus { [} sont supposés indépendants et on a E 22| gl =

E ¢4, = 02 peuimporte | [N Sion relaxe cette hypothese et qu’on suppose plutdt que les
résidus sont non corrélés et que les variances conditionnelles respectent la relation suivante :

Ga()=ap+ a E%]i +  BiGi1(1), (2.10)

i=1 j=1
] ]

ou 62(I) = E [Z}|Gy pour tout I [N, alors on dit que les résidus suivent un modéle
GARCH(m, s) (Bollerslev, 1986). Le terme hétéroscédasticité conditionnelle indique simple-
ment que la variance conditionnelle n’est plus constante comme dans le cas ou les [ kont
indépendants. Ceci permet de modéliser plusieurs phénomeénes tirés du monde réel, notam-
ment en finance, ou des périodes de volatilité accrues tendent a étre suivies de périodes
de variation elevée (Garcia et al., 2005; Tsay, 2005). Bien que les modeles GARCH n’aient
pas été utilisés abondamment en gestion de réservoirs, Pianosi and Soncini-Sessa (2009) ont
considéré cette forme d’incertitude dans un modele réduit résolu "en ligne" pour gérer le lac
Verbano sur la frontiere italo-suisse.

Afin de s’assurer de la non-négativité de la variance conditionnelle, on impose des restrictions
sur les coe Lciehts : oo, aj, Bj = 0, (L. En prenant I'espérance des deux cOtés de (2.10) et
en se rappelant que I'espérance est constante selon les hypotheses de stationnarité (2.4), on
dérive également d’autres relations sur les coe [ciehts.

Le chapitre 5 indique qu’en appliquant une transformation a [nelaux apports, le test sta-
tistique Ljung-Box (Ljung and Box, 1978) permet de rejeter I’nypothése que les [Zlsont
indépendants, suggerant donc l'utilité d’un modele GARCH. Par contre, I'utilisation du lo-
garithme au chapitre 6 permet de controler ce phénomeéne et ne nécessite donc pas I'utilisation
du modéle GARCH.

2.1.4 Modeles de séries chronologiques multivariées

Cette these considere uniquement des processus stochastiques univariés en faisant des hypo-
thése simplificatrices sur la corrélation spatiale des apports a chaque pas de temps. Le cha-
pitre 8 discute néanmoins de quelques ameliorations possibles afin de considérer des modeles
plus réalistes. Ces représentations s’appuient sur des processus ARMA multidimensionnels
(vectoriels) aussi appelés VARMA. Si {; et [feprésentent des vecteurs aléatoires de dimen-
sion |J| pour tout t et ®; CRV>PIj =1, ... p, alors on pourrait notamment exploiter la
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représentation :

1
(= iG—i+ L] (2.11)

i=1

On note cependant que I'identification, le calibrage ainsi que la vérification des conditions
de stationnarité sont relativement plus complexes pour les modeles multivariés (Tsay, 2005).
Ces derniers introduisent également certains phénoménes comme la colinéarité en plus de
nécessiter la sauvegarde de matrices de dimension |J| x |J| plutdt que des scalaires et sont
susceptibles d’augmenter considerablement la complexité du modele. Bien que ces modeéles
soient un peu plus rares dans la littérature, ils ont été considérés par certains chercheurs
comme Gjelsvik et al. (2010) qui discute notamment de I'utilisation d’un modéle VAR(1).

2.2 Programmation dynamique stochastique (Stochastic dynamic programming
- SDP)

La programmation dynamique stochastique représente I'une des méthodes les plus utilisées
en optimisation de petits systémes sur un horizon moyen terme. Cette méthode bénéficie de
plusieurs décennies de recherche et a été implantée avec succes pour déterminer les soutirages
mensuels et évaluer les stocks d’eau pour certains réservoirs opérés par Hydro-Québec.

Afin de décrire cette approche, on considere le probléme de gestion de réservoirs en présence
d’incertitude sur les apports. On le formule comme le probléme de contréle optimal suivant
adapté de Turgeon (2005) et Séguin (2016) :

1 1
max E Bi(Xt, Ut, &) @ X1 = Fe(Xe, Ur, &o)s Xe Xk ue CUR (X, &p); Te(Xe) = Ue

() t=1

(2.12)

ou on définit les concepts suivants :

— Les états : x; [ Xk [CRY comprennent habituellement les volumes de chaque réservoir
au début du temps t ainsi qu’un sous-ensemble de I’historique des apports pour tenir
compte de la correlation temporelle. Le vecteur Xq est connu au temps 0.

— Les actions/décisions : uy (X, &) [CRP représentent habituellement les débits
soutirés (turbinés) et déversés. Le domaine U¢(X¢, &) assure le respect des contraintes



20

opérationnelles.

— L’incertitude : & [C3, [CRI représentent habituellement les apports aux dilérknts
réservoirs.

— Les fonctions de récompense : By : X¢ X Uy X =y - R sont typiquement les fonc-
tions de production auxquelles on soustrait une pénalité pour des inondations et/ou
les déversés. B¢(-) peut étre une fonction arbitraire, possiblement discontinue et non
convexe.

— Les fonctions de transition : f; : X < Uy X = — RS représentent habituellement les
équations de conservation de masse (conservation de I’eau).

On cherche la politique optimale, c’est-a-dire les fonctions m; : R - R? pour chaque t [
T ={1,--,T} qui maximisent (2.12). A cet e[&fl on exprime notre probléme de maniére
récursive en exploitant le principe d’optimalité de Bellman. Ceci nécessite de définir J:(X¢)
comme la fonction de valeur au temps t [{1, -, T} évaluée en X, c’est-a-dire le colt espéré
des opérations de t a T étant donné I’etat actuel x;. Plus precisément :

Jr (XT) = Jval'eau(XT) (213)
1 1
Ji(Xt) = Eg, e ErI%%é,Et) {Bt(Xt, U, &) + Jera (Fe(Xe, U, €} €2, -+ & 8 =1, T —1,
(2.14)

ou Jval-eau(.) est la fonction valorisant le stock final d’eau. Cette fonction peut notamment
étre obtenue en résolvant un probléme de gestion de réservoirs moyen terme. Les chapitres 4,
5 et 6 considérent le cas ou JV3-€aU(.) est a [ne] mais en général cette fonction est continue
et non convexe.

Comme JVa-eau(.) et By(-) peuvent étre des fonctions non convexes, le probléme d’optimi-
sation (2.14) est di [cilé en général et il faut procéder a une approximation. On suppose
souvent dans la littérature qu’on discrétise les états, les actions et les réalisations de I'incerti-
tude selon la méme granularité a chaque pas de temps pour chaque dimension. La dimension
de I'incertitude et des actions reste constante a travers le temps, mais la dimension des états
peut croftre. On fixe : [X¢| = K x |Z¢[9®, |Uy| = K@ et |5 = K{ ou Ky, Ky, Ke [N repré-
sente le nombre de discrétisations pour chacune des dimensions des etats, des décisions et
de I'incertitude pour tout tetg: T — T [{0}. Pour les valeurs manquantes, une interpo-
lation est utilisée. La constante Ky ne tient pas compte de la dimension de I’historique des
apports. Elle pourrait notamment représenter le nombre de discretisations pour chacun des
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§ réservoirs du systeme.

La tractabilité de cette méthode de résolution dépend principalement de la définition des
états, qui elle dépend notamment de la représentation de I'incertitude considérée. On consi-
dere quelques choix communs :

2.2.1 Cas général, dépendance arbitraire entre les apports

Dans le cas général ou & et &., sont des vecteurs aléatoires corrélés de dimension r, on
définit X = (X, &r—1;) OU X; représente le vecteur de volumes initiaux de dimension S et
&t—1) = (&1, -+, &—1) représente I’historique d’apports.

Ce probleme général mene a une formulation intractable dans la quasi-totalité des cas, car
la dimension de la variable d’état est extrémement grande. Il faut e [edtivement procéder a
o( KSKaKr(t V) = O(KEK2K{T ™) évaluations des fonctions de valeurs.

2.2.2 Cas ou les apports sont indépendants

Dans ce cadre trés particulier, on peut exprimer les fonctions de valeurs uniquement comme
des fonctions des stocks d’eau initiaux et I’'espérance conditionnelle se réduit a I’espérance.
On a donc uniquement O( I;IKS K2) = O(TK3;KJ) évaluations a faire, ou s = §. Ceci
représente un gain extrémement important, car on passe d’une complexité exponentielle selon
I’horizon T a une complexite linéaire.

2.2.3 Cas (V)AR(p), corrélation d’ordre p [N

Dans le cas ou & suit un processus (vectoriel) autorégressif d’ordre p, c’est-a-dire que ®(B)&; =
bu &(B) =1— IE‘d)iBi et ®&; CR™", Okt {&}, {[JH sont des processus stochastiques
discrets de dimension r, les apports au temps t dépendent uniquement de (§;—1, - -, §—p) de
facon linéaire. Ceci peut réduire la dimension du probléme considérablement par rapport au
cas général.

En supposant que &., est connu pour tout | [Z_, on a O( I;IKSKf"K”“'”{t LPYy =
KEK3(EFKID+ T, K = O(KEKS(KEP+ K (T —p—1))) = O(KSKA(T —p)KP).
Il s’agit donc d’un cas mitoyen entre I'indépendance et la corrélation parfaite.

La cas Markovien avec p = 1 a notamment attiré beaucoup d’attention, car il permet de
considérer une certaine corrélation temporelle sans toutefois engendrer des di [culltés compu-
tationelles trop importantes. Bien que ce modéle de I'incertitude se révéle particulierement
utile pour représenter les apports mensuels, les apports journaliers tendent a avoir une cor-
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rélation temporelle plus importante (Turgeon, 2005; Gauvin et al., 2017).

Afin d’obtenir une représentation plus fidéle pour les apports journaliers, Turgeon (2005)
considére le cas particulier d’un seul réservoir avec des apports unidimensionnels ou
(Eeer, -+, &) MV N(l,,02)) pour tout t [T et | [CONCN, c’est-a-dire que les apports
suivent une loi multinormale peut importe le temps t et I’horizon |. Sous cette hypothése, il
parvient a déduire une formulation ou il est possible de remplacer I’historique (&1, , &—p)
par une seule variable hydrologique H; représentant une combinaison linéaire des apports
passés. Bien que I’hypothese de normalité soit di [cild a vérifier en pratique, il est possible
d’appliquer des transformations de puissance similaires a celles utilisés au chapitre 6 pour
mieux respecter cette hypothese.

2.2.4 Autres modélisations des variables hydrologiques

Il est également possible de considérer di [érkntes variables hydrologiques afin de mieux pré-
voir les apports. Quentin et al. (2014) et Co6té et al. (2011) considerent I'ajout de I'équivalent
de I’eau de neige (snow water equivalent), I’humidité du sol ainsi que di [rentes combinaisons
de ces indicateurs. Kelman et al. (1990) considérent quant a eux des previsions saisonnieres.

2.2.5 Améliorations permettant de réduire les malédictions de la dimensionalité

L’analyse de complexité précédente illustre que la méthode sou [rel de la malédiction de la
dimensionalité et ne peut permettre de résoudre de gros problémes. En e [ef] la discrétisation
implique une croissance exponentielle selon le nombre de décisions ou d’états. Pour un systéme
avec 5 réservoirs comme c’est le cas dans aux chapitres 4, 5 et 6, on a besoin de Q(10° x
10° x 29 x 10°) = Q(10%°) évaluations de la fonction de valeur si on considére uniquement les
débits soutirés, un processus autorégressif d’ordre 1 ainsi que 10 discrétisations pour chaque
dimension des états, décisions et incertitude.

Comme on le verra aux chapitres 4, 5 et 6, il faudrait ajouter les débits totaux (somme des
déversés et soutirés) au temps passé pour modéliser nos contraintes sur les variations des
flots. Afin de prendre en compte les délais d’écoulement décrits a la section 1.2.1, il faudrait
également considérer ces débits passes sur un horizon allant jusqu’a 11 jours. Ceci menerait
a des variables d’état de taille supérieure a 20. Une telle dimension conduirait assurément
a des problemes de trop grande taille pour pouvoir étre résolus directement par la méthode
SDP.

Il est néanmoins possible de réduire les e [efs de cette malédiction de la dimensionalité en
e [edtuant une meilleure discrétisation et interpolation des fonctions de valeurs. Cervellera
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et al. (2006); Castelletti et al. (2008) proposent notamment d’interpoler la fonction de valeurs
grace aux réseaux de neurone (artifical neural network). Powell (2007) propose plusieurs types
d’approximations s’appuyant notamment sur I’apprentissage machine afin de bien approximer
les fonctions de valeurs a faible coGt.

Dans le cas ou U¢(Xy, &) est convexe et Be(Xt, Ut, &) est concave conjointement en (X, Uy) et
Ji+1(+) est concave, Zéphyr et al. (2016) propose de décomposer I’espace des états a I'aide
de simplexes plut6ét que par hyperrectangles comme c’est habituellement. Ces derniers sug-
gérent également une approche d’approximation récursive permettant d’obtenir une meilleure
approximation de la fonction de valeur.

2.3 Programmation stochastique dynamique par échantillonnage (Sampling sto-
chastic dynamic programming - SSDP)

Tel qu’illustré a la section précédente, la programmation dynamique stochastique a bénéfi-
cié de nombreuses améliorations au cours des derniéres décennies. Cependant, I'algorithme
SDP sou [rel toujours de plusieurs limitations, notamment la représentation de I'incertitude.
En elef] il est di Lcilé de bien représenter la corrélation spatiale pour les systéemes a plu-
sieurs réservoirs ainsi que les corrélations temporelles plus longues que quelques périodes
avec I'algorithme SDP de base sans engendrer une explosion de la dimension des états.

Par ailleurs, tel que mentionné par Kelman et al. (1990), la discréetisation des apports créé une
distorsion dans la distribution, ce qui a comme e [efl d’éliminer ou de réduire la probabilité
de scénarios extrémes. Ceci peut avoir des conséquences désastreuses pour la gestion des
inondations et des sécheresses.

Afin de pallier a ces limitations, certains chercheurs on introduit la programmation stochas-
tique dynamique par échantillonnage (Coté and Leconte, 2015; Stedinger and Faber, 2001;
Kelman et al., 1990). Plutdt que de supposer que les apports & suivent une distribution
discréte particuliére, ces derniers proposent d’utiliser M [Nl scénarios d’apports historiques
ou prévisions d’ensemble (ensemble streamflow predictions) : {&, - ,&EM} ot & [RT. Ces
séries chronologiques tiennent implicitement compte des dépendances spatiales et temporelles
complexes et sont faciles a représenter et utiliser.

La di Cculté consiste a évaluer les probabilités de transiter d’un scénario i a un autre j.
Ces probabilités sont calculées a I'aide du théoréme de Bayes et en faisant des hypothese
particuliéres sur les distributions des variables hydrologiques. Si une variable hydrologique
est ajoutée, on peut également évaluer ces probabilités de transition en conditionnant sur
I’état hydrologique actuel.
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Des variations de cette approche algorithmique o [reht d’excellents résultats avec des temps
de calcul raisonnables. Ils ont également été testés dans des cadres operationnels réels, no-
tamment par Rio Tinto (Cété and Leconte, 2015).

2.4 Programmation stochastique dynamique duale (Stochastic dual dynamic
programming - SDDP)

Dans le cas spécial ou U¢(X¢, &) est un polyhédre pour tout (X, &) et fi(-), B¢(-) sont des
fonctions linéaires, il est possible d’utiliser un algorithme spécialisé : la programmation sto-
chastique dynamique duale. Cet algorithme a initialement été congu afin de résoudre des
problemes de coordination entre la production hydroélectrique et thermale pour la gestion
long terme du parc de production brésilien (Pereira and Pinto, 1991). L’algorithme SDDP
permet d’obtenir des solutions a des problemes linéaires stochastiques multi-étapes de tres
grandes dimensions que des algorithmes de type SDP et SSDP seraient incapables de ré-
soudre.

Dans ce cas, il est possible de montrer que la fonction de valeur Ji.;1(-) est concave (pour un
probléme de maximisation comme (2.14)) et linéaire par morceaux (Shapiro, 2011). Gréace a
la dualité forte en programmation linéaire, il est possible d’obtenir des hyperplans de support
pour ces fonctions de valeurs. Il est possible de ra [net progressivement ces approximations
a I’aide d’une phase récursive arriére. Puis, une phase de simulation avant nous permet d’ob-
tenir une solution réalisable étant donné un ensemble de trajectoires possibles du processus
stochastique généré.

Ces phases sont expliquées sommairement dans les sections qui suivent. Pour les besoins
d’illustration, les variables aléatoires sont supposées indépendantes a chaque temps. Bien
que ce ne soit pas le cas en général, il est notamment possible d’ajouter des réalisations
passées a la variable d’état pour modéliser des processus ARIMA. On suppose également que
les variables aléatoires sont discrétes et peuvent uniqguement prendre My valeurs distinctes a
chaque temps t et qu’il y a M_;M; = M scénarios possibles. On se limite également au cas
de recours relativement complet, c’est-a-dire qu’avec probabilité 1, il est toujours possible de
trouver une solution réalisable au probléme (2.14), peu importe I’état actuel.

2.4.1 Phase arriere - borne supérieure (pour un probleme de maximisation)

On suppose qu’on dispose de J~t(-), une borne supérieure sur la fonction de valeur a chaque
étape t et ou i(x) = Jiy(X) = 0, [XJ On connait également {X;}/_;, un ensemble d’états a
évaluer ainsi que {&/ 3, les réalisations possibles au temps t. Pour chaquet =T,T—1,---,1,
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pour tout X et &, on résout le dual du probléme linéaire suivant :

- . _ 3
max _  B¢(X¢, Ut, E{) + Jerr (Fe(Xe, U, Et')) (2.15)
ue CUd(X,&¢)

En prenant la moyenne sur les M, scénarios, la valeur des variables duales optimales ainsi que
I’objectif optimal nous permettent ensuite d’obtenir un hyperplan de la forme agx; + B¢ qui
majore Je.1(X¢). On ra [CAeknsuite la représentation en utilisant : Jy(x¢) = min{J(Xc), X +
B¢} (pour un probleme de maximisation).

2.4.2 Phase avant - borne inférieure

En utilisant les approximations (fonctions majorantes) i(-) trouvées a I’étape précédente, on
considére ensuite N < M trajectoires possibles du processus stochastique : {EAl, e ,fN} ou
§ CR', GPour chaque t =1, ,T on résout le probleme suivant (pouvant étre modélisé
comme un programme linéaire en ajoutant des variables de décision additionnelles) :

o R =
max _ B¢(X, Ut, E{) + Jpr1 (Fe(Xe, U, Et')) (2.16)
Ut [Ud(Re,&¢)

oU Xev1 = Fe(Xy, Uy, f{) et Xy est connu.

Dans le cas ou N < M, on doit procéder par échantillonnage et la solution optimale trouvée
est donc aléatoire. Dans ce cas, I'algorithme peut étre stoppé si la di [érence entre la borne
supérieure et la borne inférieure se situe dans un certain intervalle de confiance.

L’algorithme SDDP jouit d’une popularité considérable dans le milieu académique et indus-
triel. Phillpot and Guan (2008); Shapiro (2011) ont étudié ses propriétés theoriques. Les
travaux récents de Shapiro et al. (2013) ont permis d’incorporer I’aversion au risque. Tilmant
and Kelman (2007); Rougé and Tilmant (2016) ont également utilisé I’algorithme dans divers
contextes de gestion des ressources hydriques alors que Maceira and Damazio (2004) I'ont
utilisé pour optimiser le parc de production brésilien. L’algorithme a également été incorporé
dans des logiciels d’aide a la décision dans de nombreux pays d’Amérique du Sud afin de
faciliter la planification énergétique.
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2.5 Programmation stochastique sur arbre

Une approche alternative aux algorithmes SDP, SSDP et SDDP est la programmation sto-
chastique multi-étapes sur arbre. Dans sa forme la plus simple, cette approche consiste sim-
plement a indexer chacune des décisions du probléme déterministe original par une réalisation
du processus stochastique a un temps donné, c’est-a-dire a un nceud de I’arbre de scénario.

Les figures 2.2 et 2.3 présentent deux exemples d’arbre de scénarios sur un horizon de T = 30
jours. Alors que I'arbre 2.2 considere deux réalisations di[érentes a chaque 5 jours, I'autre
utilise une structure de branchement asymétrique ou I’'on considére di[érkntes réalisations
aux premiers jours, mais ou il n’existe plus d’incertitude a partir du jour 6.

Figure 2.2 Arbre de scénario symétrique
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Figure 2.3 Arbre de scénario asymeétrique

Les arbres de scénario ont notamment été utilisés pour résoudre des problémes de production
hydroélectrique (Carpentier et al., 2015, 2013a; Goncalves et al., 2012; Fleten and Kristo [erk
sen, 2008; Growe-Kuska et al., 2003; Aasgard et al., 2014; De Ladurantaye et al., 2009; Séguin
et al., 2016b). Ces modéles permettent de représenter les corrélations temporelles et spatiales
plus facilement et intuitivement que les modéles ARIMA par exemple. Il est également fa-
cile de convertir un modele d’optimisation déterministe existant en modéle stochastique sur
arbre.

La principale limitation des arbres de scénarios est la croissance exponentielle de la taille
du modele selon I’horizon temporel T. A titre d’exemple, en considérant une marche aléa-
toire avec deux réalisations possibles a chaque étape, on obtient 2t nceuds a I'étape t et
donc E‘Zt = 2T*1 — 1 nceuds au total dans I'arbre. Afin de limiter cet accroissement, il
est possible d’utiliser certaines approximations du processus. Il est notamment possible de
faire comme a la figure 2.2 et ne brancher qu’a certaines périodes définies. Cependant, ceci
engendre une perte d’information, méme dans le cas ou le processus est réellement discret et
représentable par un nombre fini de scénarios.

Dans le but de pallier a cette problématique, plusieurs chercheurs ont développé des métho-
dologies et des outils informatiques permettant de réduire la taille des arbres de scénarios.
Les travaux de Growe-Kuska et al. (2003); Heitsch and Rémisch (2009) sur les distances entre
les mesures de probabilité ont entre autres mené au développement de I'outil (SCENRED?2),


http://www.gams.com/latest/docs/tools/scenred2/index.html
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intégré a la librairie GAMS. L’outil permet de construire des arbres de scénarios a partir de
peignes ou encore de réduire la taille de I'arbre initial et a notamment été utilisées par Feng
and Ryan (2014). Les travaux récents de Pflug and Pichler (2016) ont également proposé
une approche théorique basée sur les distances de probabilités imbriquées. Ce concept a été
exploité par Séguin et al. (2016b) pour un probléme de gestion hydroélectrique court terme
réeel.

Une approche alternative consiste a utiliser I’algorithme progressive hedging introduit initia-
lement par Rockafellar and Wets (1991). Cette technique consiste essentiellement a décom-
poser I'arbre en un peigne composé de scénarios indépendants et d’imposer des contraintes
de non-anticipativité pour lier certains de ces scénarios. On utilise ensuite une méthode de
langrangien augmenté pour pénaliser les violations des contraintes de non-anticipativité.

Cette méthode a eté étudiee par Carpentier et al. (2013a) dans le cadre d’une étude sur
I’évaluation des politiques de gestion des réservoirs au Québec ainsi que par Gongalves et al.
(2012, 2013) pour résoudre le probleme de coordination hydro-thermal au Brésil. Toutefois,
I’algorithme est sensible aux variations des parameétres et la convergence peut étre longue
a atteindre. Tel que mentionné brievement par Coté and Leconte (2015), il est assez lourd
d’implémenter le progressive hedging pour des problémes réels, surtout si on veut évaluer les
regles de gestion a I'aide de simulation et d’un horizon fuyant.

2.6 Reégles de décision linéaires/a [nes (Linear/a [neldecision rules)?

Bien que les méthodes de résolution présentées aux sections précédentes possedent des avan-
tages indéniables et aient été utilisées avec succes pour résoudre des problemes industriels
réels, elles supposent (presque) toutes que les variables aléatoires suivent une distribution
discrete.

Cette hypothése assez forte se révele parfois problématique, car elle entraine des di Cculités
numériques importantes. Pour les arbres de scénarios, la dimension de I’espace des décisions
croit exponentiellement selon I’horizon du probléme. Pour les méthodes liées a la program-
mation dynamique, la complexité croit exponentiellement selon la dimension de I'incertitude
et la considération de la corrélation temporelle augmente la taille des variables d’état.

Bien que la méthode SDDP ne nécessite pas de faire I’hypothése de distributions discrétes, elle
nécessite quand méme de pouvoir échantillonner a partir de la distribution. De plus, le nombre

3. Dans le reste du texte, on utilise les termes "a [nel et "linéaire” de maniére interchangeable. En e [ef]
pour une fonction a [Mell : RP - RY de la forme I1(§) = L° + L2 ot p,q [N, L° [RY, L2 [CR™>P et [
= LRP on peut trouver une fonctions linéaire correspondante 1(§) = LA ov § [{(1, £ ™% =} CRP+!
et L& = (LO L2) CRP=®*+D (voir Georghiou et al. (2015)).
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de problemes d’optimisation résolus dépend du nombre de réalisations échantillonnées, autant
pour la phase avant que la phase arriere.

La discrétisation de I'incertitude complique également I'implémentation des regles de gestion
dans le cas usuel ou I'incertitude suit une loi continue. Par exemple, il faut procéder a une
interpolation des fonctions de valeurs lorsqu’on utilise des méthodes dérivées de la program-
mation dynamique, car leur valeur est uniqguement calculée explicitement a quelques points.
De maniére semblable, les arbres de scénarios conduisent a des politiques implémentables*
uniquement lorsqu’un scénario considéré par le modele se matérialise réellement.

Bien gu’il soit possible de contourner cette limitation en résolvant ces problémes en horizon
fuyant, cette approche peut se révéler assez lourde en temps de calcul lorsqu’on e [edtue des
simulations avec de nombreux scénarios d’apport.

Plutdt que de considérer des regles de gestion arbitraires et de les approximer en les discréti-
sant comme c’est le cas pour SDP, SSDP et la programmation stochastique sur arbre, il est
possible d’étudier un ensemble limité de fonctions ayant une forme particulierement simple.
Cette these utilise notamment les regles de décision linéaires (linear decision rules) et les
regles de décision linéaires par morceaux aussi connues sous le nom de regles de décision
"liftées" (lifted decision rules).

La méthode basée sur ces regles de décision suppose qu’au temps t, on optimise sur un espace
de fonctions de la forme X; : R — R™ ol n; [N, r et T représentent respectivement
la dimension de I’espace des décisions, la dimension de I'incertitude (les apports & dans cette
thése) et I’horizon temporel (fini). Si K¢ = {n1 + 1, -+, N1 + n¢} représente I'ensemble
des indices associés aux décisions au temps t et que {&}/_, représente les apports ou &; est
un vecteur aléatoire de dimension r pour tout t, alors il est possible d’exprimer les régles de
décision linéaires sous la forme :

X t(€) = Xy + _ Xyt &t (KKl (2.17)

j=1ltt=1
AN D- \ - N - -
ou X2y, le’g' sont les paramétres de la fonction a [neldes apports a optimiser. Dans les

cas ou E[&;] = 0, 0.1t on peut interpréter X2, comme la décision moyenne ou nominale alors

que le terme Xk{{lﬁj,tm permet d’ajuster cette solution aux di[érentes réalisations des
j=1ltl=1

4. On définit I'implémentabilité comme le fait de pouvoir mettre en application une décision réelle et
pertinente (par exemple la quantité de débits a soutirer d’un réservoir) uniquement sur la base de I'information
disponible a ce moment.
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&jt
Afin d’obtenir des régles de décision implémentables®, on impose lei]i =0, M=t 0k
1,---,r. Ceci permet naturellement de s’assurer que les décisions a prendre au temps t

dépendent uniquement de &;—qj, I’historique des apports observés.

Dans le reste de cette section ainsi que le reste de la thése, on considére le cas particulier r = 1.
Il est notamment raisonnable de supposer que le processus d’apports est unidimensionel si
on considere une seul réservoir ou si on étudie les apports sur toute la riviére.

Il est surprenant de constater que les régles de décision linéaires ont été introduites il y a
plus de 40 ans pour optimiser la capacité de réservoirs multi-usage sous certaines contraintes
sur la navigation et le risque d’inondation (ReVelle and Kirby, 1970; Loucks and Dorfman,
1975). Ces auteurs considerent par exemple le cas ou les débits soutirés prennent la forme :

Rt = St - Bt (218)

ou Ry, S représentent respectivement les debits soutirés, les volumes d’eau dans le réservoir
au temps t et By est une variable de decision réelle a optimiser. En négligeant les debits
déversés, les contraintes de conservation de I’eau s’expriment comme : Si+1 = S; +& — R ou
& sont les apports. En exploitant (2.18) et en explicitant la dépendance sur &, on a donc :

St+1(8) = & + B, t=1,---,T (2.19)
Ri+1(§) =& +B;— B, t=1,---,T (2.20)
S1(€) =Sy, (2.21)
R1(§) =S; — By, (2.22)

ou l'on suppose que S, est connu. Si1(:) et Ry(-) sont donc des fonctions constantes de
I'incertitude.

On peut donc conclure que sous cette forme, les volumes et les débits soutirés sont bien
des fonctions a [ned de I'incertitude ayant la forme (2.17). Cependant, ils représentent un
cas relativement limitant et rigide, car les By sont communs a S¢+1 et Re+1 et on fixe le
coe [ciehts de & a 1 et celui de &, a O pour | = 1,--- ,t — 1. Les débits et les volumes

5. On dit également que les régles de décision sont causales, non anticipatives ou encore adaptées a la
filtration {F}{—; ou Fy = 0({&[t—1}) represente I'information contenue par I’historique &p—1;.
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au temps t dépendent donc uniquement des apports a ce temps donné d’une maniere tres
precise.

Une autre limitation importante de ces travaux est le fait de supposer que les apports suivent
une distribution particuliere connue parfaitement. Sous cette hypothése, ces auteurs par-
viennent a modéliser le probléme comme un probléme avec contraintes probabilistes (chance-
constrained problem). lls garantissent ainsi que les contraintes du type R¢(§) < r sont res-
pectées avec une probabilite 1 — [Cpour un petit [3> 0 fixe.

Certains auteurs comme Stedinger (1984) ont néanmoins critiqué I'utilisation pratique de
tels modeéles, notamment car ils conduisent a des décisions trop rigides se révélant souvent
trop conservatrices lorsqu’évaluées sur des scénarios réels. Les regles de décision linéaires ont
donc perdu beaucoup de popularité au cours des décennies suivantes.

Il a fallu attendre les années 2000 avant que les travaux de Ben-Tal et al. (2004) et Kuhn et al.
(2011) sur les problémes stochastiques et robustes ®multi-étapes redonnent une impulsion aux
régles de décision linéaires. ” Depuis cette période, les régles de décision linéaires ont connu un
regain d’intérét considérable. Bertsimas et al. (2010) ont étudié leurs propriétés et ont établi
certaines conditions garantissant leur optimalité. Kuhn et al. (2011) proposent d’utiliser ces
regles de décision sur le probléme dual et primal afin de pouvoir évaluer leur degré de sous-
optimalité. Afin d’améliorer leur performance, plusieurs auteurs ont également développé des
extensions afin de considérer des regles de décision linéaires sur un espace lifté (Georghiou
et al., 2015; Goh and Sim, 2010) ou encore des regles de décision entieres (Bertsimas and
Georghiou, 2015).

Les régles de décision linéaires ont également été utilisées avec succes dans de nombreux
domaines comme la gestion d’inventaires, la localisation d’entrep6ts, la gestion de projets, etc.
(Delage and lancu). Ces techniques ont également été exploitées pour résoudre des problemes
en energie comme les problemes de chargement (unit commitment problems) (Lorca and Sun,
2015; Lorca et al., 2016; Bertsimas et al., 2013) et des problémes de gestion de portefeuille

7. On définit I'optimisation robuste comme une méthodologie de prise de décision en présence d’incertitude
faisant un nombre minimal d’hypotheses sur I’aléa et axée sur la tractabilité des problémes résolus (Ben-Tal
et al., 2009). Un probléme d’optimisation robuste est habituellement formulé comme un probléme de la
forme : miny amaxs ={f(x, &) : gi(x,§) =0, OF 1,--- ,m, [E1C=]} ou X et = représentent des ensembles
déterministes convexes et f(-,-) et gi(-,-) sont des fonctions convexes en X et concave en & On suppose
également couramment que le probléme de maximisation interne puisse se formuler comme un programme
linéaire, conique de second ordre ou semi-défini afin de pouvoir utiliser la dualité pour le reformuler comme un
probléme de minimisation. L’approche peut s’inscrire dans un cadre non-probabiliste ou probabiliste, comme
c’est le cas dans ce mémoire. Dans ce second cas, on suppose que l'aléa (§) peut étre représenté par des
variables aléatoires dont on connait certaines informations comme le support et I’espérance. L’optimisation
robuste probabiliste peut donc étre considérée comme une branche de I'optimisation stochastique.
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dans un marché de I’électricité dérégulé (Rocha and Kuhn, 2012). De nombreuses versions
des regles de decision ont plus particulierement été utilisées pour résoudre des problémes
de gestion de réservoirs (Apparigliato, 2008; Pan et al., 2015; Tandberg and Vefring, 2012;
Braaten et al., 2015; Egging et al., 2017).

Ces travaux supposent que les regles de décisions prennent le forme (2.17) et que les variables
aléatoires prennent des valeurs dans un certain ensemble convexe et compact = avec proba-
bilite 1. Bien qu’elle ne soit pas faite en toute généralité, cette hypothése sur le support est
motivée par des notions de probabilités formelles (Ben-Tal et al., 2009). Elle permet égale-
ment de dériver I’équivalent déterministe a travers la dualité conique et ainsi de formuler
un probleme d’optimisation pouvant étre résolu e [cadement par des algorithmes de points
intérieurs ou méme par la méthode du simplexe.

Dans cette thése, on considére le cas oll = = {& (R : AE < b} pour A CR™T et b [CR™
pour un certain m [N, c’est-a-dire que le support est polyhédral. Dans ce cas, pour assurer
le respect de la contrainte R¢(§) < r avec probabilité 1 a un t donné, il su [dk s’assurer que
la valeur du probleme d’optimisation (linéaire) suivant :

— 0 — 0
MaxRua()) = Max{RO+  Ri&}=RI+ max{ Rt} (2.23)

t=1 R =)

est bien plus petite ou égal a r. Par dualité, c’est le cas s’il existe 1y dans I’ensemble

{n, [R" : RO+ntbkr, Aln's R} (2.24)

ol RA = (R}, - ,R])E+Pour dériver I'équivalent déterministe du probleme original, il faut
donc ajouter les variables m; ainsi que les contraintes R? + mth'< r et At < R2 pour
chaque contrainte R¢(§) < r. L’optimisation se fait ensuite sur m;, R®, RY.

Il est donc clair que la taille de I’équivalent déterministe augmente par rapport a celle du pro-
bléme déterministe original. Par contre, cette augmentation est polynomiale selon le nombre
de variables et de contraintes utilisées pour représenter le support =. On note également
que dans le cas ou le probléme déterministe est linéaire et que = est polyhédral I’équivalent
déterministe demeure un probléme linéaire. Il est aussi possible de représenter = comme une
ellipse ou encore a I'aide d’un ensemble d’inégalités matricielles linéaires. Ceci ménerait a un
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probléme conique de second ordre ou un probléme semi-défini.

2.6.1 Mesures de risque

Dans la grande majorité des travaux cités aux sections précedentes, I’objectif a optimiser est
la valeur espérée d’une fonction de récompense, typiquement une combinaison linéaire de la
production hydroélectrique totale, de pénalisations pour des violations de contraintes et/ou
de déversés ainsi qu’une valorisation du stock final d’eau.

Bien que I'espérance mathématique et I’espérance conditionnelle possedent des avantages
considérables comme la linéarité et la propriété de I’espérance totale en plus d’étre bien étu-
diées, ces fonctionnelles sou [reht également de limitations importantes. On considére souvent
I’espérance dans une optique intuitive ou I’'on cherche a s’assurer de la performance d’un
systéeme en moyenne sur un grand nombre de réalisations. Cependant, tel que soulevé par
Ben-Tal et al. (2009), cette interprétation par la loi des grands nombres est uniquement sa-
tisfaisante pour un preneur de décision si ce dernier est prét a échantillonner de nombreuses
observations 8.

Une telle hypothese est peut-étre vérifiée dans le cas de la production hydroélectrique court
terme ou la planification doit étre e [edtuée de tres nombreuses fois. Dans ce cas, il est proba-
blement acceptable de produire moins durant certains jours si cette réduction est compensée
par une production accrue pendant une autre période. Toutefois, ce n’est pas nécessairement
le cas pour la minimisation d’inondations, car les conségquences humaines et environnemen-
tales d’une seule occurrence d’un tel désastre sont extrémement importantes.

Afin de modéliser cette aversion au risque, il est possible d’utiliser les travaux importants sur
la théorie de I'utilité espérée (Neumann and Morgenstern, 1953; Follmer and Schied, 2011).
Toutefois, il est souvent di [cilé¢ de bien codifier la fonction d’utilité pour un preneur de
décision particulier (Armbruster and Delage, 2015). Par ailleurs, plusieurs travaux suggerent
que les fonctions d’utilité seraient non convexes et non concaves en réalité, ce qui ménerait a
des di Ccultés numériques considérables. Les lacunes de la théorie de I'utilité espérée ont par

7. 1l existe des similitudes trés marquées entre I’histoire des régles de décision linéaires et celle de I'opti-
misation robuste. En e [ef] I'optimisation robuste a initialement été introduite dans les années 70 par Soyster
(1973) pour résoudre des problémes linéaires incertains. Toutefois, cette méthodologie est uniquement deve-
nue populaire dans les années 2000 suite notamment aux développements en optimisation conique (Ben-Tal
and Nemirovski, 1998; El Ghaoui and Lebret, 1997; EI Ghaoui et al., 1998). Ces recherches ont a leur tour
généré de I'attention sur les problémes avec incertitude linéaire (Sim and Bertsimas, 2004) et ont méme mené
au développement d’outils de formulation automatiques (Goh and Sim, 2011). Ces avancées ont grandement
facilité I'utilisation et la popularité de la méthodologie.

8. Si ces observations sont faites & travers le temps, alors ce systéme doit également se comporter de fagon
stationnaire.



34

ailleurs mené a la formulation de paradoxes comme celui d’Ellsberg (Ellsberg, 1961).°

Le paradoxe d’Ellsberg est intéressant, car il démontre que la plupart des individus ne res-
pectent pas les axiomes classiques de la théorie de I'utilité espérée. Ces derniers font plutot
preuve d’aversion a I'ambiguité. En elef] ils font face non seulement a de I'incertitude au
niveau des réalisations des variables aléatoires, mais également a une ambiguité sur la distri-
bution a considérer. En d’autres mots, il existe un risque sur le risque.

Les travaux de Artzner et al. (1999) sur la théorie des mesures de risque cohérentes per-
mettent de répondre a certaines de ces critiques. Cette approche consiste a définir un en-
semble de fonctionnelles possédant certaines propriétés computationelles désirables fondées
sur des axiomes intuitifs et rigoureux.

Si on considere U,W [I0* ou L* est un espace de variables aléatoires bornées avec pro-
babilité 1, alors on définit une mesure de risque comme une fonctionnelle p : L= - R telle
gu’une position aléatoire U est acceptable si p(U) < 0, c’est-a-dire si le risque p(U) de la
variable aléatoire U est non positif. On cherche a minimiser p(U) et on peut donc interpréter
U comme une perte ou une violation. Les mesures de risque cohérentes respectent les quatre
axiomes suivant :

U=W LCp)=p(W), (2.25)
p(U +¢) =p(U) +c¢, [CI[R, (2.26)
p(AU + (1 = AW) < Ap(U) + (1 — N)p(W), [XICT, 1], (2.27)
P(AU) = Ap(U), A= 0, (2.28)

ou I'inégalité U = W tient avec probabilité 1 et ¢ et A sont des constantes réelles.

9. Le paradoxe d’Ellsberg est illustré a I’aide d’une expérience assez simple. On considére une urne remplie
d’un tiers de balles rouges et de deux tiers de balles jaunes et noires dont on ignore les proportions exactes.
On considére ensuite 2 rondes ou I'on propose chaque fois 2 paris a une personne. Au cours de la premiére
ronde, on o[rel le choix entre A : 100 $ si une balle rouge est tirée et B : 100 $ si une balle noire est tirée.
Pendant la deuxieme ronde, on propose ensuite C : 100 $ si on tire une balle jaune ou rouge et D : 100 $
si on tire une balle jaune ou noire. selon la théorie de I'utilité espérée, une personne rationnelle qui préfere
strictement (n’est pas indi [érknte) le choix A estime que la proportion de balles rouges est supérieure a celle
de balles noires. Ainsi, pour étre cohérente avec son premier choix, cette personne devrait également préférer
strictement le choix C au choix D. Hors, en pratique, les participants préférent majoritairement le choix A
par rapport au B ainsi que le choix D par rapport au C. Cette contradiction apparente découle possiblement
du fait que I'on sait exactement que la probabilité de gagner les paris A et D est de % et 2, respectivement,
alors que la probabilité de gagner les paris B et C se situe dans les intervalles [0, %] et [%, 1], respectivement.
En d’autres termes, il existe de I'ambiguité sur les paris B et C et la pire probabilité de B ou C est inférieure
a la probabilité certaine du pari correspondant.
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La propriété (2.25) de monotonicité signifie qu’une plus grande perte implique plus de risque.
L’axiome (2.26) de transitivité implique que I’ajout d’une quantité déterministe a une position
incertaine augmente exactement le risque de cette valeur. L’inégalité (2.27) assure la convexité
de la mesure de risque, ce qui est justifié intuitivement par I'idée que la diversification ne
devrait pas augmenter le risque. Finalement, la propriété (2.28) d’homogénéité assure que la
multiplication d’une variable aléatoire par un facteur positif multiplie le risque exactement
par ce facteur.

Les mesures de risque cohérentes considérent implicitement I’aversion a I’'ambiguité mentionné
précédemment et démontrée par plusieurs individus en pratique. En e[ef] il est possible de
les exprimer sous la forme (Leitner, 2005; Follmer and Knispel, 2013; Foéllmer and Schied,
2011) :

p(X) = sup Ep[X] (2.29)
P[]

ou P représente un certain ensemble de mesures de probabilité. Cette représentation permet
de répondre au paradoxe d’Ellsberg, car elle assure que le risque d’une position incertaine
correspond a la pire espérance sur un ensemble de mesures de probabilité.

Le chapitre 4 considére particulierement le cas de la CVaR, ou a L[]0, 1] est un para-
metre contrélant I'aversion au risque. Cette mesure de risque posséde de nombreuses pro-
priétés intéressantes. Etant donné une mesure du probabilité de base P, elle peut notam-
ment étre formulée comme le probleme d’optimisation suivant : CVaRy(X) = mingwt +
==Ep [max{X —t, 0}] (Rockafellar and Uryasev, 2002). Dans le cas ol il existe N scénarios
possibles : (wq, -+ ,wN) et que P(wi) = p;i et X(w;) = X;, alors on peut calculer CVaRy(X)
a I'aide du probléme linéaire suivant et de son dual :

. g — )
. . ) J— |
s.,a: t+yi=x, OF1..,N s.a: m=1
i=1
yi=0 [OF1,..N Osm=p/(l—a), 0OF1..,N

Ainsi, on obtient P = Py = {n [CRY : i:‘=1 mXxi=1; m<pi/@Q—0a), LF1, --,N}
dans la représentation (2.29).
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On peut également écrire CVaRq(X) = == IEfqu (t)dt ol qx (o) = inf{t : Fx(t) = a} est la
fonction de quantile évaluée en a [(0, 1). La fonction qx (-) est la pseudo-inverse de la fonction
de répartition Fx () ou Fx(x) = P (X < x) pour x (Ac[e_rlbi and Tﬁhe, 2002). Dans le
cas oll Fx est continue, on obtient donc CVaRq(X) = :2-E Xlxsqy@ = E[X|X > gx(a)]

Cette interprétation a I’aide de I’espérance conditionnelle est intéressante, car elle indique in-
tuitivement que I’on considére uniquement les pires 100(1 — a) % des scénarios. Par ailleurs,
on peut démontrer que E[X] < CVaRy(X) < ess sup X pour tout a [(D,1) ainsi que
limg_ o CVaRy(X) = E[X] et limy_ 1 CVaRy(X) = ess sup X ou ess sup X indique la plus
grande valeur (le supremum) que X peut prendre avec probabilité 1. Le parametre a repré-
sente donc une maniere simple et e [cade de contrdler I’aversion au risque.

Les mesures de risque ont gagné en popularité au cours des derniéres années. Bien qu’elles
aient initialement été appliquées au domaine financier, notamment pour évaluer le risque
de crédit et gérer des portefeuille (Acerbi and Tasche, 2002; Bertsimas et al., 2004), elles
ont trouvé de nombreuses applications pratiques et théoriques en recherche opérationnelle
(Chen et al., 2010; Natarajan et al., 2009; Brown and Bertsimas, 2009; Brown, 2007), plus
spécifiguement en optimisation de la production énergétique (Gongalves et al., 2013; Shapiro
et al., 2013).
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CHAPITRE 3 ORGANISATION DE LA THESE

Les trois prochains chapitres sont associés a trois article publiés ou soumis dans des revues
scientifiques. Ces travaux considerent tous le probleme de gestion de réservoir court terme en
présence d’incertitude. On s’intéresse plus particulierement a la gestion mensuelle de la riviere
Gatineau avec pas de temps journaliers. L’accent est mis sur les nombreuses contraintes opé-
rationnelles spécifiques au bassin versant comme le risque d’inondations a di [érents segments
de la riviere.

Les modeéles et les algorithmes ont été développés dans le but de produire un outil d’aide a la
décision permettant de faciliter le travail des gestionnaires de la riviére. A cet e [ef] tous les
modeles sont relativement faciles a implémenter, permettent d’obtenir de bonnes solutions
trés rapidement et peuvent étre utilisés dans un contexte de simulation pour procéder a des
études de cas.

Le chapitre 4 s’intéresse a la minimisation du risque d’inondations. Aprés avoir introduit le
probléeme de gestion de réservoir, on propose une modélisation du probléeme déterministe.
On introduit ensuite les régles de décision linéaires et les regles liftées. Ceci nous permet de
formuler I’équivalent déterministe comme un probléme linéaire qu’on résout avec CPLEX.

Le chapitre présente également une étude numérique assez exhaustive basée sur diverses
simulations et regles de gestion. On s’intéresse notamment a la résolution d’un modeéle dé-
terministe en horizon roulant, un modele de programmation stochastique sur arbre construit
avec SCENRED?2, quelques variantes des regles de décision a [ned ainsi que les régles de dé-
cision liftées. Le chapitre conclut qu’en général, les régles de décision a [ned qui considérent
uniquement I’incertitude sur un horizon limité o [reht les meilleurs compromis entre temps
de calcul et performance.

On y étudie aussi la performance de quelques représentations polyhédrales utilisées couram-
ment dans la littérature sous I'influence de di[&rkents processus hydrologiques. On explique
notamment qu’en présence de forte corrélation temporelle, il peut étre néfaste d’utiliser un
ensemble basé sur un budget d’incertitude (Sim and Bertsimas, 2004) trop petit.

Finalement, cet article analyse I'impact de I'utilisation de la mesure de risque CVaR avec
di [érkntes tolérances a [0, 1]. Les résultats de simulation n’apportent pas de conclusion
probante applicable a tous les modéles. Ceci est peut-étre di au fait que les simulations
considérent des réalisations de I'incertitude plus réalistes que le modéle d’optimisation. Cette
simulation hors-échantillon meéne a des conditions pour lesquelles le modéle d’optimisation
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n’a pas été calibré.

Le chapitre 5 jette les bases de I'utilisation de séries chronologiques de type ARIMA pour des
problémes stochastiques multi-étapes avec regles de décision. On considére initialement un
processus ARMA(1,1) stationnaire ou les chocs sont indépendants, mais on étend les travaux
au cas ou ils sont uniguement non corrélés et suivent un processus GARCH(1,1). On suppose
ici que les apports sont une fonction linéaire des chocs et que ces derniers appartiennent a
un polyhédre motivé par I'inégalité de Chebychev.

Contrairement au chapitre 4, on minimise une fonction quadratique convexe des inondations
afin de refléter les conséquences marginales croissantes des inondations. Ceci mene a un
probléme quadratique ou I'objectif varie dans le temps selon les réalisations passées lorsqu’on
ajoute I’hétéroscédasticité.

Bien que les résultats de simulation soient prometteurs, cette section ne semble pas indiquer
un avantage important d’une modélisation basée sur les processus ARMA par rapport a une
représentation ignorant la corrélation temporelle similaire a celle utilisée dans le chapitre 4
dans le cas des apports historiques. E [edtivement, les modeles GARCH(1,1) + ARMA(1,1),
ARMA(1,1) ainsi que le modele naif donnent des performances semblables en termes de
minimisation des inondations. Cette faiblesse est attribuable au choix de modéle ARMA
linéaire qui viole certaines propriétés de base comme la non-négativité des apports en plus
d’o [rif un potentiel prédictif faible.

Contrairement aux deux premiers chapitres 4 et 5, le chapitre 6 considere également la valo-
risation du stock d’eau, la production hydroélectrique ainsi que le risque d’inondations. On
considéere une combinaison convexe des di [érknts objectifs et on explore I’espace des solutions
selon di Cérknts scénarios hydrologiques.

Afin de modéliser réalistement la production hydroélectrique, on considére une hauteur de
chute variable, ce qui méne a un probléme non convexe qu’on résout approximativement a
I’aide d’un algorithme de région de confiance trés simple, mais e [cade.

Ce chapitre présente par ailleurs un processus ARMA qui lie les apports aux chocs de fagon
non linéaire. Cette représentation plus réaliste mene a un ensemble d’incertitude non convexe,
qu’on choisit d’approximer de fagon conservatrice par un polyhédre. Cette forme permet
également de dériver une expression analytique pour I’espérance conditionnelle.

La section 8 e [edtue un retour sommaire sur I’ensemble du travail réalisé et propose quelques
pistes d’améliorations et de réflexions. On évalue notamment les di [érentes facons d’améliorer
la modélisation de la riviére et des apports.
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CHAPITRE 4 ARTICLE 1: DECISION RULE APPROXIMATIONS FOR
THE RISK AVERSE RESERVOIR MANGEMENT PROBLEM

Cet article a été publié : Gauvin, C., Delage, E., and Gendreau, M. (2017). Decision rule
approximations for the risk averse reservoir management problem. European Journal of
Operational Research, 261 :317-336. (Gauvin et al., 2017). *Auteurs : Charles Gauvin, Erick
Delage et Michel Gendreau.

Abstract : This paper presents a new formulation for the risk averse stochastic reservoir
management problem. Using recent advances in robust optimization and stochastic program-
ming, we propose a multi-stage model based on minimization of a risk measure associated
with floods and droughts for a hydro-electrical complex. We present our model and then
identify approximate solutions using standard a [neldecision rules commonly found in the
literature as well as lifted decision rules. Finally, we conduct thorough numerical experiments
based on a real river system in Western Québec and conclude on the relative performance of
families of decision rules.

Keywords : Stochastic programming, Robust optimization, Risk analysis, OR in energy

4.1 Introduction

The problem of designing an optimal release schedule for a set of interconnected reservoirs
is extremely challenging. Operators must often make decisions for various dams or other
water control structures in each period of a given time horizon while taking into account
the dynamical structure and topology of the system. It may also be important to consider
complex non-linear physical phenomenon such as the e[edt of water volumes on outflow or
water delays. This generally leads to high dimensional dynamic and non-convex problems.

Furthermore, operators must deal with various conflicting objectives of varying importance.
Hydro-electrical complexes must namely balance criteria such as recreational and environ-
mental needs with electricity generation, irrigation and flood control (Labadie, 2004). The

1. L’écriture de ce chapitre a été légerement modifiée par rapport au rapport technique afin de standardiser
la notation pour I’ensemble de la thése. Aprés avoir regu les rapports d’arbitres pour le deuxiéme article,
nous avons e [edtué plusieurs changements de notation pour se rapprocher de I’écriture standard en gestion de
ressources hydriques. Ces changements ne nous avaient pas été demandés pour le premier manuscrit soumis
précédemment a European Journal of Operational Research.



40

importance of considering multiple criteria in stochastic reservoir management problems is
namely illustrated in Hajkowicz and Higgins (2008); Tilmant and Kelman (2007); Castelletti
et al. (2010).

Considerable uncertainty surrounds various factors such as price of electricity, turbine brea-
kage, inflows and demand. It is virtually impossible to perfectly identify and represent the
true multi-dimensional stochastic process. However, failure to take into account this stochas-
ticity can lead not only to severely suboptimal solutions, but even disastrous consequences
such as floods or droughts. Incorporating uncertainty also poses serious numerical limitations
as this leads to multi-stage stochastic programs, which are generally intractable (see Dyer
and Stougie (2006)).

There is a need to develop scalable and flexible operational tools that can take this uncertainty
into account. In Québec for instance, current operating practices for short-term planning
include use of simplified linear programming models or more complex heuristics. Although
both approaches evaluate policies on extensive test-beds in order to assess their performance
under various inflow scenarios, they do not consider stochasticity explicitly.

Existing methods capable of handling decision under uncertainty su [er from various limita-
tions. Stochastic dynamic programming (SDP), which has historically been one of the most
popular algorithms in academia and in practice for reservoir management (Saad and Turgeon,
1988; Saad et al., 1996; Turgeon and Charbonneau, 1998; Stedinger and Faber, 2001), can
typically only be applied for problems that ignore water flow delays and consider a limited
number of reservoirs, typically 1 or 2. In contrast, our case study considers 5 reservoirs and
would require using a state of dimension 18 when considering the sum of past releases over all
possible water delays. The discretization required by SDP may also lead to approximations
and numerical di Cculties. Finally, the algorithms often assume normally or log-normally dis-
tributed random variables (Turgeon, 2005), which is not verified empirically for daily inflows.

In the last decades, the stochastic dual dynamic programming algorithm (SDDP) (Pereira
and Pinto, 1991; Tilmant and Kelman, 2007; Rougé and Tilmant, 2016) has emerged as viable
alternative to traditional SDP to tackle multidimensional problems. This algorithm consists
of a backward recursive phase where the future value function is approximated with Benders
cuts though the solution of a dual problem and a forward sampling and simulation phase.
This alleviates the curses of dimensionality associated to the space of controls and is therefore
useful for large reservoir systems. However, the algorithm does not provide implementable
policies as would an SDP algorithm, can display relatively slow convergence and relies on a
fixed sampling distribution such as the log-normal Shapiro et al. (2013).

Stochastic programming models based on scenario trees have also attracted attention (Gon-
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calves et al., 2012; Carpentier et al., 2013a; Aasgard et al., 2014). This tree representation
is useful to model a wide range of distributions while capturing complex correlations of
the multi-dimensional processes. However, it also fails to provide an implementable policy
and generally leads to very large deterministic equivalent programs. In order to mitigate this
computational issue, various tree-reduction approaches based on Heitsch and Rémisch (2009)
have been used. Although useful, the loss of information caused by the aggregation may fail
to capture more extreme scenarios, which may be essential for flood management purposes.
Other scenario aggregation and partitioning schemes (Carpentier et al., 2013b) as well as the
progressive hedging algorithm (Rockafellar and Wets, 1991) have also been investigated. No-
netheless, convergence may be long to reach for large problems and these algorithm display
sensitivity to parameters and scenario representation (Carpentier et al., 2013a; Gongcalves
et al., 2012).

This paper addresses these issues by proposing a multi-stage multi-reservoir model based on
robust optimization. Robust optimization is a rapidly expanding paradigm that has gained
in popularity over the years (Bertsimas et al., 2011; Ben-Tal et al., 2009). By restricting
uncertainty to reside within a given parametrized and deterministic convex set, large sto-
chastic models can be converted into their robust counterparts while maintaining tractability
through conic programming duality.

The robust optimization paradigm has been extended to dynamic problems with a Cnelde-
cision rules (Ben-Tal et al., 2004) as well as more sophisticated decision rules by various
authors to provide more flexibility and precision (Chen et al., 2008; Goh and Sim, 2010;
Georghiou et al., 2015). Some of these robust optimization methods have recently been used
for reservoir management problems. The authors of Apparigliato (2008) and Pan et al. (2015)
namely use this framework to derive operating policies to maximize the expected electric pro-
duction for a multi-period and multi-reservoir hydro-electric complex. Both works consider
low-dimensional systems of up to 3 reservoirs. They focus on systems where the risk of floods
are relatively modest and therefore only consider bounds on total releases and volumes.

This paper dilers significantly from the previous work in that it considers more realistic
operating conditions. Our model explicitly considers water delays, non-linear functions related
to the physical structure of the evacuation structures and flow variation constraints. Moreover,
we focus on a di [culit problem instance without complete recourse with tight constraints that
may be significantly violated under certain inflow scenarios.

For this reason, we formulate a novel multi-dimensional problem that minimizes the risk
of floods at various critical locations on the river. Unlike Pan et al. (2015), we do not use
over-the-shelf software like ROME (Robust Optimization Made Easy) (Goh and Sim, 2011),
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because of the computational overhead and because our approach can be tailored to our
specific needs. This is namely important because the built-in lifted decision rules cannot be
adapted to the ones used in this paper to the best of our knowledge.

Unlike competing methods like SDP, SDDP and stochastic programs based on scenario trees,
robust optimization reduces the need for distributional assumptions. In particular, it does not
require fixing a pre-specified distribution from which it is possible to sample. As observed by
Pan et al. (2015), this increases the resilience of the solutions when tested on out-of-sample
data while providing similar performance for in-sample data.

Although these decision rules provide a conservative approximation of the objective value,
they remain tractable and provide rules that can easily be used in simulations, which is not
necessarily the case of SDDP or tree-based stochastic programs, except when used in a rolling
horizon fashion. The ability to simulate river management policies is of prime importance for
practical reservoir management. Di [Cculty to evaluate solutions based on multi-stage decision
trees has namely impeded their implementation in practice.

Contrary to an overwhelming majority of models mentioned previously, including Appari-
gliato (2008) and Pan et al. (2015), we do not assume risk neutrality. We explicitly consider
risk aversion and perform sensitivity analysis on the a parameter of the coherent risk mea-
sure CVaRy. This allows us to easily interpret the risk of these natural disasters and perform
sensitivity analysis.

Like Pan et al. (2015), we evaluate the use of linear and piecewise a [neldecision rules. Our
work draws heavily from both state-of-the art techniques in robust optimization and the
work of Georghiou et al. (2015) on stochastic programming. We conduct extensive numerical
experiments based on a real river system to evaluate and compare these di [erent policies and
also consider a rolling horizon approach embedded in a realistic simulation environment.

The rest of the paper is structured as follows. We introduce our deterministic model and
the objective in Section 4.2. Section 4.3 focuses on the uncertainty surrounding inflows while
section 4.4 discusses risk analysis. Section 4.5 discusses a [neland piecewise-a [neldecision
rules. We then present a case study based on a real hydroelectric reservoir management
problem in Québec in Section 4.6 and o [er concluding remarks in Section 4.7.
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4.2 Description of the deterministic reservoir management problem (RMP)

4.2.1 Basic model

We consider a discrete time horizon of T periods with decisions at each time t [T =
{1,---, T} If we completely omit all sources of uncertainty, the reservoir management pro-
blem we study consists in finding a feasible solution to the following program :

(\Vol. Bounds) Sj < Sjt =< S; OaCJ)t .1 (4.1)
(Flow cons.) Sjt = Sljo:l - - (4.2)
+ %%IFPT—I - IE + & E OiCJ)t CTl
=t i—Elj(j)|=6iff1in it (@)
(Flow Bounds) ~ f, <Fiy <, IOt CT (4.3)
( ) Lit < Ci(Sj-iy)s GTvec t OO (4.4)
(Var. Bound) IFit — Fir—a| < O OGIrot 2, ,T} (4.5)
(Spill. Bounds) I, <Ly <1, OOt CT (4.6)
( ) nLi=Ri<r; oot o 4.7)
(Flow def.) Fit = Rit + Sit IOt CO (4.8)

In this formulation, the decision variables S, L, R, Fy, respectively represent average vo-
lumes (hm®) during time t, average spillage (non-productive water discharge) (m3/s) over
time t, average turbined outflow (productive water discharge) (m3/s) over time t, and ave-
rage total flow (m3/s) over time t. The sum of the spillage and the turbined outflow is equal
to the total flow.

We distinguish between the spillage and turbined controls that represent real implementable
decisions and the volume and total flow that are analysis variables?used to enhance model
readability (refer to Table 4.1) .

We let J represent the set of reservoirs; some of which are simply portions of the river with
little or no capacity. The set I represents the water controlling sites. Not all sites have plants
that may produce electricity by letting water flow though turbines. The sets 17(j), 1 7(j) 11

2. We define implementability as the property that decisions at a given time can be realistically controlled
by human intervention and depend only on the available information. On the other hand, analysis variables
are completely determined uniquely once the implementable decisions are fixed. They only serve to track the
evolution of the system.
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Tableau 4.1 Decision variables.

| Notation | Name | Implementable | Unit |
St Volume No (hm?)
Ly Spillage Yes (m3/s)
Ry Turbined outflow | Yes (m3/s)
Ft Total flow No (m3/s)

represent the set of upstream (incoming) and downstream (outgoing) plants with respect to
reservoir j.

For each reservoir j, lower volume bounds (s;) represents a minimum amount of water requi-
red namely for health, environmental and recreational purposes. These bounds are particu-
larly important during the hot summer months when there are less precipitations and more
recreational activities on the water. They are often enforced through contracts and agree-
ments with local communities. The bounds may be fixed or variable over the entire year, but
it is reasonable to keep them fixed since the time horizon is su Lciehtly small.

Upper bounds (S;j) represent hard maximum levels and are based on the physical capacity of
each river segment or reservoir. Those of reservoirs close to human habitations that display
a high likelihood of flooding are particularly important. These bounds are also critical for
large "head" reservoirs, since operators will lose the capacity to manage the river adequately
if the volumes exceed these thresholds.

Flow conservation constraints ensure conservation of water across the system. Since plants
are located at di[erknt distances from one another on heterogeneous terrain, a drop of wa-
ter takes a dilerent amount of time to flow down to the next reservoir depending on the
plant from which it was released. This phenomenon is modelled with the parameter Ay,
which represents the fraction of the total water discharged from plant i—(j) reaching the
unique downstream reservoir j after | time steps. i”l‘(ri‘) and 2% represent the minimum and
maximum number of days required to transport one hm® of water from plant i~(j) to the
downstream reservoir. The parameter &;; represents the inflows in reservoir j at time t due
to precipitations, snow melt and natural water flow.

Operators realize the importance of considering these delays and planning several weeks
or months ahead, even in the case of certain inflows. This is an important advantage over
stochastic dynamic programming (SDP), which is one of the most popular frameworks used
to solve stochastic reservoir management problem (see Labadie (2004)).

The constant B allows conversion of m3/seconds to hm3/days while Sjo represents the fixed
known amount of water (in hm?®) at the beginning of the time horizon in reservoir j. We
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reasonably neglect evaporation and other water losses by assuming a relatively cold and
humid climate, small water surface area, relatively high pressure and non-porous soil.

Minimum flow bounds f. represent the smallest quantity of water required to flow down
site i to produce electricity, for environmental purposes, as well as to ensure navigation and
recreation. The upper bound f_. represents a critical threshold based on historical observations
and used for safety and operational purposes. For instance, operators may prefer to maintain
relatively small water flows during the winter season to prevent ice coming into contact with
the installations at high speed and to ensure a smooth ice formation.

Evacuation curves C;(-) represent the maximal amount of water C;(s) that can be physically
discharged (spilled) from the evacuator at site i [13'2¢ for a given amount of (average) volume
s during any given time t at the unique upstream reservoir where 1€V3¢ [T Tepresents the set
of plants with such constraints. These functions are typically smooth, increasing, non-linear
and non-convex. We choose to approximate them with a [nelfunctions as this provides a
reasonable approximation while ensuring the linear structure of theses constraints.

Variation bounds A; are added to ensure that the total flow of water at each plant i stays
relatively constant from one time period to the next. Maintaining a relatively constant water
flow is important to prevent turbine breakage as well as to ensure navigation.

4.2.2 Considering floods

Under very wet scenarios and given initial conditions, the tight operational constraints on
flows, volumes, spillage and turbined outflow cannot be respected. Even with perfect foresight,
numerical experimentation on a real river basin reveals that the wait-and-see solution may
be infeasible if the initial volumes are su [ciehtly high (see section 4.6.1). Hence, we modify
the constraints of the original problem to allow controlled violations of volume constraints :

(Vol. Bounds") s; <Sjt—Eje<s; OJCIt [T (4.9)
( ) 0<E; GICIt O (4.10)

The overflows/floods Ej: represent the quantity of water (hm®) exceeding the maximum vo-
lume thresholds. It is reasonably assumed that excess water will remain in the reservoirs and
may eventually be released downstream. It is straightforward to extend this to droughts as
well. However, for our particular application, violating lower volume bounds is highly unde-
sirable and only very limited violations are physically possible. We therefore omit them in
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our formulation.

4.2.3 Evaluating floods over the entire horizon for the whole hydro electrical
complex

We seek a solution that minimizes these floods over all reservoirs and time periods. These ob-
jectives may be conflicting as variations in volumes upstream may have important cascading
e [edts on downstream reservoirs. This approach is tantamount to numerous hydro electrical
complexes in the presence of nearby riparian human populations and infrastructure as well
as fauna and flora.

It is also crucial to consider the relative importance of floods as they may have widely varying
consequences depending on the segments of the river where they occur, the time of the year
and their magnitude. We tackle this problem by considering the positive linear combinations
of floods %E(Kthjt) with parameters Kj; >0, .t and E = (Eyq, -+, Epypr) =ERPIT,

To reflect the importance of reservoirs located near riparian populations and high risks of
floods as well as those with critical importance, we define the set 3¢ and fix Kjy = Wk, G
Jerit t for some large W [CNland k Rl Since the relative importance of upper volume bounds
at each of the reservoirs in 3\ J°"t is similar, we fix K = K, QICINJ®, t. For our specific
application, this categorization is clearly defined, but identifying the relative importance of
violations may require using preference assessment tools such as MACBETH (Bana e Costa
and Vansnick, 1997). We choose k such that the sum of weights is equal to 1 and keep it
constant with respect to time since we consider a small time horizon.

Although we use the simple linear penalization term K;:Ej; for fixed j and t, it would be
straightforward to consider convex piecewise linear functions. It would also be possible to
use other convex functions such as convex quadratic functions and then obtain conservative
polyhedral approximations as we do in Section 4.6.1 for the evacuation curves. Considering
more general non-convex functions such as the ones used in Pianosi and Soncini-Sessa (2009)
could perhaps be done through non-convex piecewise linear functions, but would require
using a mixed-integer program, which would significantly increase the computational requi-
rements compared to our proposed approach and reduce its practical applicability for river
management. After discussions with Hydro-Québec, the simple linear penalization function
was deemed appropriate for our needs.
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4.3 Incorporating inflow uncertainty

In most river systems, there is a considerable amount of uncertainty surrounding inflows. This
randomness is one of the main driving forces in the variability of the state of the system.
For these reasons, we let (Q, F,{F},P) be a filtered probability space where & : Q -
R, EIC{1, .-+, T} represents the total inflows (in m3/s) for the river basin at time t, F is
a o-algebra and {F} is the natural filtration induced by the stochastic process {&}i=1... T
where F¢ = 0(&,s <t) [CH = F+. The random vector &y = (&1, -, &) “represents the
past inflows up time t and & = &;.

We denote E the expectation operator and assume that E[&] = py < oo and E[(& — ut)z]% =
0y < oo for all t. These moments are estimated with their corresponding non-parametric
sample statistics. For the random variable & : Q - R, we denote esssupé = inf{a [
R : P( = a) = 0}. We assume {; = & — M is essentially bounded and that the compact
and convex set Z, [ RI' represents the true support of the probability measure P; = P o
{71 with fixed parameter 0 < v < oo. More precisely, we assume Z, = {{ R : ¢ [
[— min{voy, Ui}, voy], O since & = {; + Y = 0 with Pz a.s. [T

We choose this uncertainty set because of its simplicity and numerical e Lciehcy. It also allows
us to obtain simple probabilistic bounds on individual random variables. Indeed, for any fixed
t, Tchebyshev’s inequality yields P (& T3+ min{voy, Uk, voy]) = P(|&] < voy) =1 —v2.
In any case, this can be considered a basic assumption of our model. Nonetheless, we tested
the performance of our method with the budgeted uncertainty and present some results in
Sections 4.6.3 and 4.6.6.

We assume a relatively small river basin where inflows at each reservoir are perfectly correla-
ted. Although our method can easily consider the case of independent or partially spatially
correlated inflows, this would increase the computational burden and complicate the exposi-
tion of the problem. In the case of perfectly spatially correlated inflows, we can represent &,
the total water inflow in m3/s from natural precipitations and spring thaw going in reservoir
. . — .

J at time t as &;¢(¢) = Wjt + (03 Where o3¢ = Wje( - Hje) ™ is the expected proportion of the
total inflows entering the reservoir at that time.

4.4 Risk analysis

4.4.1 Conditional value-at-risk

To evaluate the riskiness of floods over all reservoirs and time periods, we evaluate the
conditional value at risk of the total weighted floods over the entire horizon for the hydro-
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electrical complex that was presented earlier in Section 4.2.3 for a fixed a [[d, 1] :

C 11 1
CVaRq( (KjtEjr)) (4.11)
jLoIt=1

The conditional value at risk is a coherent risk measure (Artzner et al., 1999; Rockafellar
and Uryasev, 2002; Acerbi and Tasche, 2002). If U is a continuous random variable bounded
with probability 1, then CVaRy(U) = E[U|U > VaR(U)] holds for a [(D,1). In other
words, CVaRq(U) represents the conditional expectation of U given that it is greater than
the (1 — a) left quantile VaR4(U) = inf{u :P(U<u)=1-—aqa} for agiven a [(0,1).
We can thus interpret the risk of U, as the average of the worst a100% of values for some
o [(0, 1)(see Acerbi and Tasche (2002)). As observed in financial applications, CVaR o [erk
the important property of considering all the realizations of a random variable in the "worst"
o-tail of the distribution. As a - 1, we consider more realizations, but reduce the weight of
extremely bad realizations. For a continuous random variable U, we also have :

(Iximl CVaRq(U) = E[U] and (ng) CVaRy(U) =ess sup U (4.12)

that correspond to the natural risk neutral approach and to the totally risk averse approach
used in robust optimization. Both E and ess sup also correspond to coherent risk measures.
Furthermore, we have the relationship E[U] < CVaRy(U) < ess supU, [al[(Q,1).

The conditional value-at-risk can also be written as the following optimization problem :
CVaRy (V) = infy={t + a'E[max{U — t,0}]}. CVaR, therefore represents a very natural
and flexible risk measure and olerk the possibility to explore the impact of various risk
tolerance and model conservativeness through sensitivity analysis on the a parameter.

Recent studies based on coherent risk measures and other statistical functionals have shown
the value of incorporating risk aversion into the decision process (Shapiro et al., 2013; Babaei
et al., 2015; Artus et al., 2006). Like some of these works, we highlight the fact that risk
aversion can be introduced at little or no computational cost compared with the traditional
risk neutrality.
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4.4.2 Dynamic risk measures and time consistency

Our optimization model evaluates the risk measure CVaR, at the beginning of the entire
horizon once in a static fashion. For a [(D, 1), this approach may lead to solutions that
violate the concept of time-consistency. This notion is related to Bellman’s principle and can
loosely be interpreted as the requirement that optimal decisions taken at a given time for
a fixed horizon should remain optimal when the problem is solved again at any other later
date (see Acciacio and Penner (2011) for more details on dynamic risk measures). Although
this issue is important in a dynamic decision making environment, we omit to address it in
our model because there has been little work on tractable representations of time-consistent
stochastic problems using dynamic risk measures except in simple cases such as serially
independent random variables when considering the risk neutral expectation (see Shapiro
(2009)).

4.5 Stochastic model and choice of decision rules

We consider a dynamic setting were the true realization of the random process is pro-
gressively revealed as time unfolds over the horizon of T days. A sequence of controls

X1, -+, X¢ must be fixed at each stage t = 1,---, T after observing the realized history
{—11(w) = (&, -+, G—1) H6), but before knowing the future values (&, - - - , (1) Hd). At each
timet=1,-.-,T, we optimize over the class of bounded functions of the form X; : RT - R",

t;O; Ny = Nn. Hence, we convert the decision variables of our deterministic model 3into more
flexible functions.

Real implementable decisions must be non-anticipative such that X; = ¢ must be F{—; mea-
surable. Once (t—3j(w) is known, they can be implemented to yield the actual decisions
Xi({i-17(w)) [CR"™. We may interchangeably refer to X as controls or decision rules and
use the notation X = (X5 -, X5 "The aggregate decision rule X; = (S5L5REE S
E.O)™i8 simply the stacking of each decision at time t. Refer to Table 4.1 for identification of
implementable decisions.

4.5.1 A [neldecision rules

In order to obtain an upper bound on the optimal value of our stochastic programming
problem, we first consider decision rules that are a [nelin {. If K¢ = {n—+1,--- , Ny +n¢}
represents the indices associated with decisions at time t = 1 and ny = 0, we can write the
controls in the form :

3. We can see the decision variables of our deterministic model as constant functions of the uncertainty.
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X = XS+  XLGo k K, (4.13)

ttE=1

where X3, X' [R|, [KICK, t“[{1,---,T}. In order to ensure that controls that represent
real implementable decisions are non-anticipative, it is su [cieht to force X\ = 0, (kK1 [
K t=1,--,T,t7= t where K,! Kl represents the set of indices associated with real
implementable decisions.

The volumes, droughts and floods can also be anticipative, since they represent analy-
sis/auxiliary variables that are only required for computation (refer to Table 4.1). Because of
the full-dimensionality of Z, and the additive uncertainty, flow conservation constraints (4.2)
are satisfied by solving a non-homogeneous linear system of equations in ng,' X2 (see Lorca
et al. (2016) for example and Section 4.9.3 of the Appendix for a detailed formulation).

We reformulate the variation of flow constraints across time by writing :

T (4.14)
T (4.15)

(Fit = Fie1)(@) < A, GX=2,
~(Fit = Fi-1)(Q < A, GX=2,
where all constraints must hold [{1[—A4,. As mentioned previously, we consider a [nelap-
proximations of the real maximum spillage constraints : C; : v —» C2+C/Av with C?,CA
for all plants i [13v2°. Hence if J~(i) indicates the unique reservoir upstream of plant i, the
following evacuation curve constraints must hold [{1[Z], :

Lit(Q) < CP + C8Sj-ae(D), LT t (4.16)

4.5.2 Objective function formulation for robust problem

To express our objective function, we exploit the formulation of CVaR, as an optimiza-
tion problem. Indeed, for a [(0,1) and random variable X [11*°, we have CVaRy(X) =
infe z{t + éE[max{X —1,0}]}. This corresponds to the definition of Pflug (2000), where we
have replaced 1 — a by a so that the CVVaRy we consider is hon-increasing in a.

To obtain a conservative (upper bound) on CVaRu( t=1(Kthj“;(Z))), we consider the
anticipative decision rule D(Q) = D°+ [, Dt ¢owhere E[D(Q)] = D° since we consider
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a [neldecision rules and E[{;] = 0, [T vithout loss of generality. We then add the decision
variables ¢, t as well as the following constraints :

t+ iDO < (4.17)
D) =0 (4.18)
11 1
D) = (KjtEje(Q)) — t (4.19)
jooa=1

that must hold [Z1CZ,. We finally set ¢ as the objective function to minimize. Constraints
(4.18)-(4.19) model D(2) = max{ o1 Tea(Ki¢Eje(Q)) — t, 0}, [ZICZA,.

The case a = 0 is handled separately by adding the variable ¢ and the constraint
6= I%Ijl%ll(K-tEjt(Z)), [C14,. Hence minimizing ¢ yields ess sup( Ij:ﬂilEjt(Z)Kjt) =
MaXzzy  jro =1(KjtEje(C)), which is the worst case if we only consider support information
and corresponds to the classical robust objective.

The case a = 1 (expected value) is treated by adding ¢ and ¢ = %EKthﬁ*) =
E[ Ij:uEEjt(Z)Kjt]. In all cases, we use this epigraph form and set ¢ as the objective value
to minimize. Since we restrict ourselves to a limited class of decision rules, it follows that the
optimal solution of our problem (given by ¢5'bounds the true risk from above.

The rest of the constraints are readily obtained from the deterministic problem where we
replace decision variables with their associated a [neHecision rules. Deriving the deterministic
equivalent program is straightforward by using well known methods from robust optimization.
For all the inequality constraints that 