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RESUME

En simulation numérique, 'adaptation de maillages se révele étre un outil essentiel a 1’ob-
tention de résultats crédibles. Un maillage mal adapté a une solution entraine généralement
une mauvaise définition de cette derniere et donc une perte de précision. Généralement, plus
le maillage est fin, meilleure sera la précision de la solution. Toutefois, cette finesse a un prix
et les maillages résultants peuvent devenir tres gros en matiere de nombre de nceuds. Plus le
nombre de nceuds est important, plus le temps de calcul de la solution est long.

Les maillages anisotropes sont formés d’éléments étirés et orientés de maniere a minimiser
I’erreur d’interpolation sur le domaine tout en respectant un certain nombre de nceuds. Ces
maillages particuliers permettent d’obtenir des solutions de précision équivalentes a celles
obtenues sur des maillages classiques isotropes, mais comptent souvent beaucoup moins de
noeuds. Ces économies en termes de noeuds et d’éléments ne sont pas négligeables en ce qui
a trait aux temps de calcul de la solution et a I'’espace mémoire requis.

La méthode sur laquelle est basée 'adaptation de maillages anisotropes présentée dans ce
travail fait appel aux métriques optimales multi-échelle afin de minimiser 'erreur d’interpo-
lation en norme L, pour un nombre donné de nceuds N. La métrique est un tenseur d’ordre
deux qui définit une transformation affine de ’espace physique vers un espace virtuel. Un
élément anisotrope, qui est étiré dans I’espace physique, devient isotrope une fois transformé
dans I'espace virtuel. L’étirement et ’orientation de I’élément dans ’espace physique assurent
I’équirépartition de l'erreur d’interpolation dans toutes les directions, et minimisent cette
derniere pour un élément triangulaire linéaire ayant une certaine aire. La taille, I’étirement
et 'orientation des éléments anisotropes sont déterminés en chaque nceud du maillage par la
métrique. Celle-ci est calculée a partir de la matrice hessienne, qui est la matrice des dérivées
secondes de la solution. Le ratio des racines carrées des valeurs propres de cette matrice définit
I’étirement de 1’élément. Les tailles respectives aux deux directions principales sont définies
par l'inverse des racines carrées de ces valeurs propres. Tandis que le vecteur propre associé a
la plus petite valeur propre en valeur absolue définit I'orientation principale d’étirement. La
métrique est ainsi représentée par la matrice hessienne qui est modifiée de maniere a ce qu’elle
soit symétrique définie positive et donc une métrique. La métrique optimale est finalement
obtenue en moyennant les métriques nodales par rapport a I’ensemble du domaine.

La norme L, de calcul de la métrique permet de concentrer ou non les noeuds du maillage
sur les zones les plus anisotropes. Ainsi, plus la norme se rapproche de 1, plus elle permet de
générer un maillage offrant une meilleure définition des structures de plus faible amplitude

en répartissant plus uniformément les noeuds sur le domaine. Tandis que les normes plus
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grandes concentrent les nceuds au niveau des structures plus anisotropes, comme les ondes
de choc ou les couches limites.

Les résultats présentés dans ce travail pour des problemes de conduction avec terme source
en deux dimensions permettent d’apprécier les performances des maillages anisotropes face
a celles des maillages isotropes. Pour un phénomene hautement directionnel tel, I'onde de
choc, les maillages anisotropes permettent d’obtenir des solutions aussi précises que celles
obtenues sur des maillages isotropes qui comptent au moins dix fois plus de nceuds. Dans
le cas d’une couche limite, le ratio du nombre de noeuds entre les maillages anisotrope et
isotrope est moins élevé, mais les maillages anisotropes offrent tout de méme une précision
nettement supérieure pour un nombre de noeuds équivalent.

Les écoulements de Navier-Stokes en deux dimensions dépendent de plusieurs variables
et il est nécessaire de tenir compte de ces différentes variables pour 'adaptation du maillage.
Elles n’évoluent pas toutes de la méme maniere sur le domaine et nécessitent donc une
adaptation différente du maillage. Afin d’impliquer chacune des variables de 1’écoulement,
nous utilisons une méthode d’intersection de métriques. Cette méthode permet d’obtenir une
métrique de génération de maillage a partir des métriques de bases évaluées pour chacune
des variables. La métrique ainsi obtenue tient compte des nécessités des différentes variables
afin de garantir une erreur minimale pour chacune des variables sur ’ensemble du domaine.
Nous avons d’abord comparé cette méthode d’intersection de métriques a d’autres méthodes
ou stratégies de calcul de métrique multi variables. Il en ressort que seule I'intersection de
métrique permet d’obtenir une métrique qui génere un maillage reflétant la solution des
différentes variables.

Finalement, nous introduisons les grilles d’interpolations non structurées anisotropes dans
le processus d’identification des structures lagrangiennes cohérentes appliqué aux écoulements
en deux dimensions instationnaires. Ces structures sont des caractéristiques importantes de
I’écoulement et définissent son comportement. Or elles sont dévoilées par les crétes du champ
des exposants de Lyapunov, qui sont elles méme des structures tres effilées et direction-
nelles. En adaptant les grilles d’interpolation anisotropes a ce champ, il est possible d’obtenir
un niveau de précision accru de définition et d’identification des structures lagrangiennes
cohérentes. Il est pratiquement impossible d’obtenir un tel niveau de précision a partir des
grilles d’interpolation cartésiennes classiques. De plus, en combinant ’adaptation des grilles
d’interpolation anisotropes et un algorithme d’identification des arétes du champ d’exposants
de Lyapunov, il est maintenant possible d’extraire avec une grande précision les structures
lagrangiennes cohérentes d'un écoulement. Nous montrons a 1’aide d’un champ de vitesse

analytique tout le potentiel de cette technique.
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ABSTRACT

Mesh adaptation is essential in numerical simulation to obtain reliable results. A mesh
poorly adapted to a solution will generate a wrong definition of the solution, and consequently
it will lack precision. Generally, when the mesh is finer, the precision of the solution will
be better. However, this increase of resolution has its price and the resulting meshes could
become very large in terms of number of nodes. The computation time necessary for a
solution will increase as the number of nodes on the mesh.

Anisotropic meshes are formed of stretched elements oriented such as to minimize the
interpolation error on the domain for a fixed number of nodes. These specials meshes can
produce solutions of equivalent precision as the ones obtained from isotropic classic meshes,
but with a lot less nodes. This reduction of nodes and elements is not negligible when
considering solution processing time and necessary memory space.

The method on which is based the following anisotropic mesh adaptation technique refers
to a multi-scale optimal metric minimizing the L, norm of the interpolation error for a
fixed number of nodes N. The metric is an order 2 tensor defining an affine transformation
from a physical space to a virtual space. An anisotropic element, stretched in the physical
space, becomes isotropic when transformed in the virtual space. The element stretching and
orientation in the physical space guarantee equidistribution of the interpolation error in every
direction, and minimize it for a triangular element of fixed area. The size, the stretching and
the orientation of anisotropic elements are determined at every node of the mesh by the
metric. This metric is calculated from the hessian matrix, which is the second derivatives
matrix of the solution. The ratio of eigenvalue square root of this matrix defines the element
stretching. The sizes along the eigenvectors directions are defined by the inverse of the
corresponding eigenvalue square root. The eigenvector associated to the eigenvalue smallest
absolute value defines the stretching principal direction. The metric is then represented by
the hessian matrix modified to be symmetrical positive defined such as a metric tensor. The
optimal metric is finally obtained by averaging the nodal metrics over the domain.

The L, norm used to calculate the metric controls the mesh nodes concentration. As the
norm is lower, the mesh generated offers a better definition for low amplitude structures of
the solution. Therefore the nodes are then more evenly distributed on the domain. When
higher norms are used, the nodes are concentrated on anisotropic structures, such as shock
waves or boundary layers.

The results presented in this document for conduction problems with heat source in 2

dimensions demonstrate the great performance of anisotropic meshes compared to isotropic
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meshes. For a highly anisotropic phenomenon, such as the shock wave, anisotropic meshes
generate solutions as precise as the ones obtained with isotropic meshes that have at least
ten times more nodes. In the case of a boundary layer, the number of nodes ratio between
isotropic and anisotropic meshes is not as large, but anisotropic meshes still clearly offer a
better precision compared to isotropic meshes with the same number of nodes.

The 2D Navier-Stokes flows depend on several variables that must be considered during
the mesh adaptation process. They do not behave in the same way on the domain and they
necessitate a different mesh adaptation. We use a metric intersection method to involve each
variable. With this method we obtain a single metric for mesh generation from the variables
basic metrics. The resulting metric take into account the needs of the different variables to
ensure a minimal error for each variable over the domain. We first compared this metrics
intersection method to other strategies used to compute multi variables metrics. The results
are as follows; only the metric intersection method can produce a metric to generate a mesh
that reflects the solution of every variable.

Finally, we introduce anisotropic non structured interpolation grids in the identification
process of lagrangian coherent structures for 2 dimensional time dependent flows. These
structures are important characteristics of the flow and define its behaviour. They are re-
vealed from the ridges of the Lyapunov exponent field, which are very thin and directional
structures. It is possible to obtain an increased level of precision for the definition and
identification of lagrangian coherent structures from an anisotropic adaptation of the inter-
polation grids to the Lyapunov exponent field. It would almost be impossible to achieve
such a level of precision from Cartesian interpolation grids. Moreover, the addition of this
anisotropic interpolation grids adaptation to an identification algorithm for the Lyapunov
exponent field ridges enables the extraction of the lagrangian coherent structures of a flow

with great precision. We show from an analytical flow field all the potential of this method.
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INTRODUCTION

Au cours des 30 dernieres années, la recherche en méthodes numériques a connu des
percées majeures. La puissance croissante des ordinateurs permet aujourd’hui des simula-
tions de complexité et de précision inégalées. Toutefois, il est encore souvent impensable
d’effectuer des simulations sur des modeles dont la complexité approche celle de la réalité.
Les moyens informatiques sont encore insuffisants, et les méthodes numériques sont trop gour-
mandes pour ce qui est du temps de calcul et de I’espace mémoire. L’industrie cherche donc
encore a améliorer l'efficacité de la dynamique des fluides assistée par ordinateur. L’adap-
tation de maillage anisotrope et les méthodes utilisant des éléments d’ordre élevé sont deux
des principales avenues suscitant le plus d’intérét et qui font I'objet d’intenses travaux et
développements.

L’adaptation de maillages non structurés anisotropes a prouvé ces dernieres années son
efficacité pour améliorer la précision des simulations numériques et pour capturer les compor-
tements et phénomenes anisotropes (ondes de choc, couches limites, etc.). Cette technique
permet de réduire significativement le nombre de noeuds du maillage tout en minimisant
I’erreur d’interpolation sur le domaine. L’espace mémoire et les temps de calcul de la so-
lution sont ainsi diminués. De plus, le processus d’adaptation capture automatiquement les
phénomenes anisotropes de 1’écoulement étudié. La base de cette technique d’adaptation re-
pose sur I'utilisation d’éléments triangulaires étirés et alignés selon la courbure de la solution
pour minimiser ’erreur d’interpolation.

Le but de ce mémoire est de présenter une étude sur ’adaptation de maillages non struc-
turés anisotropes. Il existe différentes approches pour ce type d’adaptation. Nous explorons
ici les méthodes faisant appel au concept de métrique continue multi-échelle introduit par
[3][14][16]. Plus spécifiquement, nous présentons I’approche définissant une métrique continue
optimale minimisant I’erreur d’interpolation en norme L, pour la génération de maillages ani-
sotropes adaptés. Cette métrique provient de la matrice hessienne, soit la matrice des dérivées
secondes de la solution. Cette approche est générale et peut donc s’utiliser autant avec la
méthode des volumes finis qu’avec la méthode des éléments finis. Dans ce travail, nous uti-
lisons un résoluteur éléments finis. La génération de maillage est effectuée par le remailleur
surfacique MeshAdapt qui prend en entrée une métrique et un maillage initial pour générer
le maillage anisotrope.

Le premier chapitre présente une revue bibliographique de I’ensemble des différents tra-
vaux réalisés sur ce sujet, et permet de situer notre contribution. Nous débutons par situer le

processus d’adaptation de maillages dans le contexte de la simulation numérique par éléments



finis. Par la suite, nous exposons brievement les détails de la génération de maillages ani-
sotropes et du role joué par la métrique. Nous y présentons aussi plus en détail les buts
et les objectifs de ce mémoire. Le second chapitre est le coeur de ce travail. A partir du
développement de 'erreur d’interpolation sur un élément linéaire et d’un modele d’erreur,
nous présentons le calcul de la métrique continue optimale en 2 dimensions. Nous abordons
le calcul numérique de la métrique et les méthodes de projections permettant de recons-
truire les dérivés de la solution. Le chapitre 3 est divisé en quatre sections. La premiere nous
permet de démontrer toute la puissance et les capacités de ’adaptation de maillages aniso-
tropes a partir de quelques cas simples de simulations numériques de 1’équation de Poisson.
La deuxieme section présente des simulations numériques des équations de Navier-Stokes
pour un fluide incompressible. Nous y introduisons 'intersection de métriques calculées sur
différentes variables pour définir la métrique de génération de maillage. A la troisitme sec-
tion, nous introduisons la méthode d’adaptation de maillage anisotrope pour les écoulements
axisymétriques. La derniere section présente une nouvelle application des maillages aniso-
tropes adaptés utilisés pour 'identification des structures lagrangiennes cohérentes dans un

écoulement instationnaire.



CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1 Introduction

Les méthodes adaptatives en éléments finis sont désormais tres répandues. Elles per-
mettent de calculer une solution dont la précision satisfait un niveau d’erreur prédéfini, par
un processus presque automatique de discrétisation et de génération de maillages adaptés.
L’analyste n’a presque plus a se soucier de générer un maillage qui conduira a une solution
précise du probleme qu’il simule. On libere ainsi I’analyste de la tache lourde et compliquée de
générer de bons maillages par intuition ou de maniere empirique, pour qu’il puisse concentrer
ses efforts sur l'interprétation des résultats des simulations.

Les maillages générés sont adaptés a la solution, c’est-a-dire que 'erreur est minimisée,
pour un nombre d’éléments donné, en ajustant les parametres du maillage, soit la densité de
noeuds, la taille et 'orientation des éléments dans le cas de maillages anisotropes. Cependant,
en éléments finis, il importe de tenir compte du nombre et de la taille des éléments générés
ainsi que de leur forme. En effet, plus il y a d’éléments dans le domaine, plus ils sont petits et
meilleure est la précision de la solution. Par contre, la finesse du maillage détermine le cotit
de résolution du probleme, puisque la taille de la matrice de rigidité est proportionnelle au
nombre de degrés de liberté du maillage. De plus, I'étape de génération de maillage fait partie
d’un processus itératif, et ne doit pas étre cotuteuse vis-a-vis de la résolution du probleme. I1
y a donc un compromis a faire entre le nombre de noeuds qui nous donne un certain niveau
de précision pour une solution, et le temps nécessaire a la génération du maillage et au
calcul de la solution. De plus, le conditionnement du systeme d’équations et la précision de
I’approximation dépendent beaucoup de la taille des éléments du maillage, de leur forme et

plus précisément de leurs angles internes.

1.2 Adaptation de maillages en éléments finis

L’adaptation de maillages vise a réduire l'erreur d’interpolation sur le domaine, c’est-
a-dire la différence entre la solution calculée par éléments finis et la solution exacte. Cette
derniere étant inconnue en pratique, nous utilisons alors les estimateurs d’erreur pour controler
I’algorithme d’adaptation. L’algorithme général d’une méthode adaptative en éléments finis

est illustré a la figure 1.1 et se résume ainsi :



1. La premiere étape consiste en la discrétisation du domaine de calcul, soit la génération

du maillage initial, qui généralement compte peu d’éléments.

2. La solution est calculée par la méthode des éléments finis sur le maillage, c’est ’étape

de la résolution.

3. Nous estimons l'erreur de la solution calculée et nous déterminons si la solution est

assez précise :

(a) Silerreur sur le domaine est satisfaisante (plus petite qu'un niveau de tolérance

établi), la simulation est terminée.
(b) Sinon, nous continuons le processus.

4. Nous calculons un opérateur de transition qui permettra de modifier le maillage pour

obtenir une solution plus précise.

5. Nous générons un nouveau maillage a partir de la fonction d’adaptation. La solution
du maillage précédent est interpolée sur le nouveau maillage, et nous recommencons la

boucle a I'étape 2.

Les étapes 2 a 5 sont répétées tant que l'estimation de 'erreur de la solution ou un autre

critere d’arrét préétabli (nombre de nceuds, nombre d’itérations, etc.) n’a pas atteint le niveau

demandé.
Maillage
initial
H Discrétisation Résoluteur
Opérateur de Estimateur |
transition d’erreur

o Simulation
) terminée

FIGURE 1.1 Algorithme général d’une méthode adaptative




1.3 Opérateur de transition

En adaptation classique, comme en adaptation anisotrope, nous cherchons a équirépartir
I’erreur sur le domaine. Nous cherchons a obtenir un maillage €2 dont la taille et ’orientation

des éléments k permettent d’obtenir une équirépartition de I’erreur sur tout le domaine :
lellx = Cte YV k € Q (1.1)

Nous parlons alors d’un maillage optimal qui minimise 'erreur globale de la solution pour
un nombre donné de degrés de liberté. Ce principe est a la base de 'adaptation de maillage
[6][36]. L’opérateur de transition est calculé en estimant Ierreur de la solution approximative

obtenue, nous parlons alors de méthode d’adaptation de maillage a posteriori.

1.3.1 Maillage classique / isotrope

Dans la boucle d’adaptation?® de la figure 1.1, 'estimateur d’erreur a posteriori est uti-
lisé pour déterminer 'opérateur de transition, qui est en fait une fonction de taille ou de
raffinement pour les maillages isotropes. La fonction de taille définit en chaque nceud une
taille ¢; d’élément en fonction de sa position sur le domaine. Cette fonction est utilisée par la
suite par le mailleur/remailleur pour générer le nouveau maillage. Nous cherchons de cette
maniere la distribution de taille §; qui conduira a un maillage optimal. Pour illustrer ce prin-
cipe simplement, référons-nous au terme d’erreur du développement en série de Taylor. Pour
un élément linéaire en 2 dimensions, nous avons :

1 ,0%f 1 ,0%f

o2 f
_ 22 LT o 1.2
= o T3 52 T oom, (12)

Le terme d’erreur est proportionnel au carré de la taille A de I’élément. En variant la taille
de I’élément, nous pouvons augmenter ou diminuer l'erreur. De facon générale, la norme de
I’erreur d’interpolation nous indique sensiblement le méme lien entre l'erreur et la taille h de

Iélément :
llewl| = C he (1.3)

ol « est le taux de convergence qui dépend de la norme utilisée pour estimer 1’erreur. Pour

déterminer la fonction de taille, il faut d’abord évaluer le niveau d’erreur cible € sur chaque

1. L’algorithme présenté ici est celui du mailleur adaptatif de la suite AMIRAL-CADYF-ADAPT et qui
est décrit dans [27][38].



élément du maillage :

=2 (1.4)

VN

ou l'erreur globale eq est le seuil d’erreur désirée sur le maillage entier pour un certain nombre
d’éléments N. La taille optimale §; de I’élément, qui permet obtenir un maillage optimal, est

reliée a l'erreur cible par la relation 1.3 :

e~ C o0

5y = [Ll " by
[ ex]|

Cette taille est constante par élément du maillage et nous utilisons une moyenne arithméti-

|=

que pour obtenir les tailles nodales d; sur tout le maillage. L’erreur est évaluée pour chacune
des variables de la solution et généralement la variable la plus contraignante est choisie pour
déterminer la taille optimale.

La fonction de taille conduit a la construction d’éléments triangulaires équilatéraux, ou
du moins les plus équilatéraux possible. La forme équilatérale a longtemps été considérée
comme la forme optimale pour un élément. Le concept est basé sur ’évaluation a priori de

la borne supérieure de l'erreur en norme Hy, présentée dans les travaux de [5][54][35] :

0

lelly < —
COST

(1.5)
ol 0,4, est I'angle interne maximal du triangle et [,,,,, est une dimension caractéristique, par
exemple la longueur de I'aréte la plus grande. D représente la valeur maximale des termes
de dérivées secondes de la solution interpolée sur 1’élément. Ces travaux ont démontré que la
précision des solutions par éléments finis sur des maillages triangulaires se dégrade rapidement
lorsque les angles maximaux tendent vers 7, puisque la borne de l'erreur tend alors vers
I'infini. L’élément optimal est donc celui qui minimise le rapport entre la longueur et ’angle
maximal pour une surface élémentaire donnée, soit le triangle équilatéral. En considérant
ainsi I'angle maximal comme une constante, soit & %, la seule variable qui nous permet de
réduire l'erreur est la longueur des segments du triangle, soit sa taille.

En nous limitant aux triangles équilatéraux, nous obtenons des maillages éléments finis qui
sont relativement faciles a construire. Les éléments dégénérés (0,,., ~ 7) sont d’ailleurs facile-
ment évités par 'emploi de mailleur de type Delaunay. De plus, tel que démontré dans [52] les

triangles équilatéraux minimisent le conditionnement de la matrice du systeme d’équations.



Ainsi, les triangles équilatéraux sont d’excellents éléments pour les calculs par la méthode

des éléments finis.

1.3.2 Maillage anisotrope

Comme nous venons de le voir, plusieurs travaux concluent que les maillages de triangles
équilatéraux sont optimaux pour la méthode des éléments finis. Les éléments étirés et plats
seraient donc a éviter puisqu’ils dégradent la précision de la solution et le conditionnement
de la matrice globale. Cependant, le développement des bornes d’erreur, qui sont a la base
du choix des éléments équilatéraux, ne considere qu’une partie de l'information donnée par
la solution.

Reprenons 'expression du terme d’erreur du développement en série de Taylor sur un
élément linéaire a 2 dimensions :

2 2 2
el @) = 5 fg—;; - gg—é e (1.6)
Cette fois nous considérons que le terme d’erreur est déterminé par deux tailles différentes
(hy et hy) dans les directions 77 et 3. En fait, nous montrons que la borne supérieure de

I'erreur s’exprime comme suit :
|lémazllo < CteL|H|L (1.7)

ot L est un vecteur qui caractérise I’élément. |H| est la matrice hessienne modifiée? de la
solution, et non pas seulement une borne supérieure des dérivés secondes comme dans le cas
isotrope. En conservant la matrice hessienne, nous préservons 'information sur le comporte-
ment directionnel de la solution. Nous noterons que la borne de 'erreur est anisotrope, donc
que la borne n’a pas la méme valeur selon la direction du vecteur L.

Les travaux de [34][17][45] sont les premiers a avoir démontré que pour minimiser I'erreur
d’interpolation linéaire en norme LP, les éléments triangulaires doivent étre étirés dans la
direction pour laquelle la dérivée seconde directionnelle est petite. Ce qui correspond a aligner
et a étirer les triangles dans la direction du vecteur propre de la matrice hessienne associé a
la valeur propre la plus petite en valeur absolue. [52][9] ont obtenu le méme résultat pour la

norme L? et H;. La borne supérieure de I'erreur d’interpolation en norme H,; s’exprime :

[
o < p@ __maz 1.8
lemarlls < D 52— (1)

2. |H| a les mémes vecteurs propres que la matrice hessienne H, mais ses valeurs propres correspondent
a la valeur absolue des valeurs propres de H.



ott D@ représente la valeur maximale des termes de dérivées secondes. L’angle maximal
intervient dans ’expression de la borne de l'erreur, et tout comme pour les bornes isotropes
nous devons imposer une condition sur ’angle maximal pour éviter que l'erreur ne tende
vers l'infini. D’autre part, [53] montre que lorsque I’angle le plus petit tend vers 0 (et que les
deux autres angles sont entre % et %’r), la borne de l'erreur varie peu. D’ailleurs dans [5], les
auteurs suggéraient déja de ne considérer que la condition sur 'angle maximal.

Nous cherchons donc maintenant a définir non seulement la taille des éléments, mais aussi
leur orientation et leur étirement. Peraire, dans [40], a défini les parametres du maillage tel

qu’illustrés a la figure 1.2 ou § est la taille de I’élément, s le ratio d’anisotropie et « la

T

FIGURE 1.2 Parametres d’un élément

direction d’étirement. La direction de I'étirement est alignée avec le vecteur propre associé
a la plus petite valeur propre de H et le ratio d’anisotropie correspond au ratio des valeurs

propres de H :

A
s — | max’ (19)
Ce ratio d’anisotropie assure une équirépartition de 'erreur dans les deux directions. Dans
[40][39][59], ce genre de fonction d’adaptation est utilisé pour piloter 'adaptation et le re-
maillage de la simulation d’écoulements compressibles et d’écoulements visqueux. Les mailla-

ges anisotropes ainsi obtenus permettent, avec moins de noeuds, d’obtenir une solution dont

la précision est équivalente a celle obtenue a ’aide de maillages isotropes.

1.3.3 Meétrique

Dans [17][55][33] les auteurs ont introduit le concept de métrique pour controler I'étire-
ment et I'orientation du maillage. La métrique est alors utilisée comme fonction d’adaptation.

La métrique M est un tenseur ® d’ordre 2 défini sur un espace vectoriel £ de dimension finie,

3. Les composantes d’un tenseur d’ordre 2 peuvent étre représentés sous la forme d’une matrice.



c’est-a-dire une forme bilinéaire telle que :

M:ExE—R
(u,v) = M(u,v)

et possede les propriétés suivantes :

— symétrique :

VuveFE Muv)=M(v,u) (1.10)
— défini positif :

Vee B M(z,z) >0 (1.11)
— non dégénéré :

Vu e E, Mu,u)=0 = u=0 (1.12)

Le tenseur métrique est étroitement lié a la définition du produit scalaire dans un espace
vectoriel et a la notion de longueur dans un espace métrique. Le produit scalaire de deux

vecteurs dans R? est défini, par rapport a une métrique M, par :
w,viy =uMv)=u"Mv cR (1.13)

A partir de ce résultat, la norme euclidienne se traduit alors par :

[ullpm = v/ (u,u) p = VuT Mu (1.14)

et elle mesure la longueur du vecteur u par rapport a la métrique M.

Géométriquement, une métrique est représentée par son cercle unité, soit une ellipse en 2D
(un ellipsoide en 3D). Les axes principaux de lellipse sont alignés avec les vecteurs propres
du tenseur, et la longueur des rayons est l'inverse de la racine carrée des valeurs propres
respectives (r; = \/LAT et ro = \/%) Rappelons que par ses propriétés le tenseur métrique M

admet toujours une diagonalisation propre, qui s’écrit comme suit :

A1 0O

M= Ry| "
2

R} R, =R, R (1.15)
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FI1GURE 1.3 Cercle unité de la métrique M

ou R, est la matrice de rotation composée des vecteurs propres R; et Ry, et auxquels sont

associés les valeurs propres A\; et As.

Comme nous le verrons dans les prochains chapitres, les composantes du tenseur métrique,
ou plus simplement la métrique, sont définies a partir de la matrice hessienne. Cette matrice
n’est toutefois pas nécessairement définie positive et peut aussi étre dégénérée. Ce cas par-
ticulier sera abordé plus loin. L’expression ci-dessous permet d’établir une relation entre la

métrique et la matrice hessienne :

Al 0

M = |H| = R
1o

R ou [Ay] > [A| >0 (1.16)

Nous obtenons la matrice hessienne modifiée |H| en prenant la valeur absolue des valeurs
propres, A; et A9, de la matrice hessienne H. La matrice hessienne prend alors la forme
d’un tenseur métrique. Les directions associées aux valeurs propres sont les vecteurs propres,
représentés ici par la matrice de rotation R4. Rappelons que la borne d’erreur de I’équation
1.7 définit une borne anisotrope, puisque ’erreur n’est pas la méme dans toutes les directions.

La métrique est une transformation affine de I’espace physique anisotrope vers un espace
virtuel isotrope. Un élément étiré et orienté dans I'espace physique selon la métrique, devient
équilatéral et unitaire lorsqu’il est transformé dans ’espace virtuel isotrope. L’étirement et
I'orientation de I'élément dans 1’espace physique assurent 1’équirépartition de ’erreur dans
toutes les directions. Ainsi, nous minimisons 'erreur d’interpolation pour un élément triangu-
laire linéaire ayant une certaine aire, en étirant cet élément selon le ratio d’anisotropie défini
précédemment et en I'orientant dans la direction de la courbure minimum. Cet élément offre
alors une meilleure précision qu’'un élément triangulaire équilatéral de méme aire. Plusieurs
travaux qui portent sur I'utilisation de métrique continue basée sur le Hessien ont étudié ce
comportement pour différents écoulements, entre autres [17][8][13][4][24][2][22][47, 46]. Citons

en particulier [55] sur la génération de maillages anisotropes pour les éléments finis.
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Les mailleurs anisotropes non structurés, quel que soit leur type (Delaunay, avance de front
ou autre), utilisent le principe de calcul de distance par rapport a une métrique continue dans
leur algorithme de génération d’élément. Le calcul de longueur dans I'espace virtuel permet
de construire un mazillage unité par rapport a une métrique continue définie sur le domaine
Q. Ce maillage unité est isotrope et ses éléments sont unitaires (ou presque). Pour un élément
triangulaire non dégénéré dans I’espace physique, il existe une seule et unique métrique dans
laquelle ce triangle est équilatéral et unitaire [55]. I1 faut noter par contre qu’il existe une
infinité de triangles non dégénérés dans l'espace physique qui sont équilatéraux dans une
métrique donnée. Ils ont tous la méme taille, la méme aire et le méme étirement. Par contre,
leurs angles ne sont pas les mémes. La métrique ne permet donc pas de controler les angles
d’'un élément. Il faut donc adopter un autre mécanisme pour controler ’angle maximal afin
de minimiser ’erreur d’interpolation. Cette tache revient aux mailleurs lors de la génération
des éléments.

La fonction de taille pour les maillages isotropes peut étre vue comme un cas particulier de
la métrique qui s’écrit alors comme le produit de la matrice identité par un scalaire caractérisé

par la taille h de I’élément :

1 10

M(z) = 5 (1.17)
h*(x) |0 1

La taille est la méme dans toutes les directions, et nous obtenons évidemment des éléments

équilatéraux.

Une approche un peu différente est traitée dans [20][21][41][42][43][7]. Au lieu de calculer
une métrique a partir de la matrice hessienne nécessitant I’évaluation des dérivées secondes de
la solution, les auteurs utilisent le champ des dérivées premieres pour le calcul d'un estimateur
d’erreur anisotrope a posteriori. Il joue un role similaire a celui joué par I'estimateur d’erreur
lors de 'adaptation isotrope. Cependant, nous cherchons a obtenir deux tailles dans les
directions de courbures principales afin d’équirépartir 'erreur dans ces mémes directions.
Ceci permet de construire un maillage anisotrope dont l'erreur relative estimée est le plus
pres possible d’une tolérance prédéterminée. C’est un processus itératif; au fur et a mesure
que nous avancons dans les itérations, les éléments s’aligneront et s’étireront de maniere a
atteindre un état d’équilibre. L’orientation des éléments est obtenue en évaluant les vecteurs
propres d'une matrice symétrique positive, qui s’apparente a la matrice hessienne, mais qui ne
fait intervenir que la norme des dérivées premieres sur un élément. Le principal avantage de
cette méthode est qu’elle ne nécessite pas I’évaluation des dérivées secondes, et qu’ainsi nous
n’avons pas a nous soucier des erreurs d’approximation commises lors de I’évaluation de ces

dernieres. Par contre, la richesse de I'information dimensionnelle qu’elle dévoile est inférieure
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a celle obtenue de la matrice hessienne. De plus, puisque 'estimateur d’erreur est développé
pour un type bien spécifique d’équation aux dérivées partielles, ’algorithme d’adaptation

doit tenir compte des équations devant étre résolues, ce qui limite sa généralité.

1.3.4 Meétrique optimale

Nous expliquons au chapitre 2 que la métrique, telle qu’elle est définie a I’équation 1.16,
représente un niveau d’erreur d’interpolation locale. Nous cherchons ici a minimiser 1’erreur
d’interpolation globale afin d’obtenir un maillage optimal ayant un nombre de nceuds arbi-
traire. Puisque le maillage est défini par une métrique, nous recherchons donc la métrique
optimale, définissant en chaque noeud un niveau d’erreur d’interpolation locale, qui permet-
tra d’obtenir globalement le meilleur maillage. Ainsi, il est possible de définir une métrique
optimale multi-échelle qui minimise I’erreur d’interpolation en norme L, de fagon a obtenir
un maillage anisotrope optimal pour un nombre de noeuds N arbitrairement fixé. Ce prin-
cipe a été introduit dans [14][16], et a été généralisé en 2 et 3 dimensions dans [3][32][31].
Nous expliquerons en détail le développement de I'expression de la métrique optimale en 2
dimensions. En dimension n pour un nombre de nceuds N 'expression finale de la métrique

optimale est la suivante :

Mi» = Dpo(det|H|) 77 Ry|A|RY

p
2p+n

A
et |A| =
0

15z

N 2
ou DLp =Nn /

1.4 Le Conditionnement de la matrice globale

]
S

La résolution du systeme d’équations en éléments finis est affectée par le conditionnement
de la matrice globale du systeme d’équations. Le nombre de condition de cette matrice
dépend entre autres de la mise a ’échelle du systeme d’équations, du choix de I'interpolant,
et aussi des éléments du maillage, relativement a leur forme et a leur distribution. Nous nous
intéressons ici un peu plus a 'impact des éléments sur le conditionnement. La distribution
des éléments détermine leur taille et leur densité. Plus la densité des éléments est élevée,
plus les éléments sont petits. Le conditionnement de la matrice élémentaire est inversement
proportionnel a I’aire de I’élément. Donc plus un élément est petit, plus le conditionnement de
la matrice élémentaire risque d’étre grand. La forme de I’élément, reliée aux angles de celui-
ci, influence aussi le conditionnement de la matrice élémentaire. Lorsque 1’angle minimal

Omin tend vers 0, le conditionnement peut devenir tres grand, puisqu’il est proportionnel a
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cot(@min), qui tend alors vers Uinfini. L’effet combiné des différentes matrices élémentaires
affecte le conditionnement de la matrice globale du systeme d’équations.

Or le conditionnement de la matrice globale a un impact non négligeable sur la résolution
du systeme d’équations. Par exemple, le taux de convergence et la stabilité des méthodes
de résolution itératives sont grandement affectés par le nombre de condition de la matrice
globale; plus le nombre de condition est grand, plus l'efficacité des méthodes itératives a
réduire le résidu du systeme d’équations est réduite. Le mauvais conditionnement peut aussi
affecter la précision de la solution, et ce, autant pour les solveurs itératifs que pour les solveurs
directs. L’importance des erreurs d’arrondis et d’arithmétique flottante est proportionnelle
au conditionnement de la matrice et a la norme du résidu obtenue lors de la résolution du

systeme d’équations. Par exemple, si nous considérons le systeme linéaire suivant :
AZ =10 (1.19)

ou T est la solution exacte. Si @}, est la solution approximative, la norme de 'erreur peut

s’exprimer ainsi :

el = 1|7 — Zi (1.20)
et le résidu par :

7 =b— AT, (1.21)

Il est alors possible d’écrire I'inégalité suivante :

! m < M < condAm (1.22)
condA |jp| — |7 i

Le terme du centre représente 'erreur relative de la solution. Si le conditionnement de la
matrice A est grand, alors la valeur de I'erreur relative est comprise entre zéro et un nombre
qui peut lui aussi étre grand. Une grande erreur relative implique une solution approximative
de faible précision. Si le nombre de condition est tres grand, la solution peut méme étre
completement fausse. Par contre, si la norme du résidu est assez petite, il est possible de
contrer 'effet d’un mauvais conditionnement. La borne supérieure de I’erreur relative est alors
diminuée et nous pouvons obtenir une solution relativement précise. Pour la simulation des
écoulements dans ce travail, nous avons utilisé des solveurs directs basés sur une factorisation
approximative de la matrice stockée en format creux [48][49]. Ils se basent sur des algorithmes

permettant d’obtenir une norme tres faible sur le résidu de la solution. Ainsi, nous réduisons
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I'impact d’un mauvais conditionnement sur la précision de la solution.

1.5 Reconstruction du Hessien

Une des étapes les plus cruciales dans I’adaptation de maillages anisotropes est stirement
la reconstruction des dérivées secondes. La métrique est directement liée aux dérivées se-
condes, et puisque ces dernieres ne sont pas connues a priort, il est important d’avoir un bon
algorithme de reconstruction. Une mauvaise métrique donnera un maillage qui est souvent
mal adapté a la solution, donc un maillage non optimal. A partir de la solution discrete, il est
possible par différentes techniques de reconstruire une approximation des dérivées secondes.
Nous référons le lecteur aux articles suivants, [56] et [30], qui présentent une bonne compa-
raison entre différentes techniques de reconstruction des dérivées secondes dans le cadre de
I’adaptation anisotrope. Dans le présent travail, nous avons opté pour une technique dite de

double projection de type Zhu-Zienkiewicz sur des éléments triangulaires linéaires [29][60][61].

1.6 Eléments d’ordre élevé

En introduction, nous avons abordé les méthodes numériques d’ordre élevé. En éléments
finis, il y a énormément de recherche effectuée a ce niveau, et les éléments isotropes d’ordre
élevé sont maintenant relativement communs et répandus. Par contre, il y a encore peu
d’exemples de maillages anisotropes d’ordre élevé. A ce jour, seulement quelques publica-
tions [10][11][12][37][31] ont abordé le sujet. La raison est fort simple. La métrique est un
tenseur d’ordre 2 définissant une forme bilinéaire qui est reliée a I'erreur d’interpolation sur
un élément linéaire par les dérivées secondes de la solution. Lorsque nous augmentons le degré
du polynome d’interpolation, nous changeons I’expression de ’erreur et ainsi le polynome ho-
mogene la définissant. Par exemple, pour un élément quadratique I'expression de l'erreur est
définie par les dérivées troisiemes représentées par un tenseur d’ordre trois. Les techniques de
diagonalisation qui permettent de trouver les valeurs propres et vecteurs propres d’un ten-
seur d’ordre deux ne peuvent pas étre généralisées aux tenseurs d’ordre supérieur. Il existe
quelques techniques de diagonalisation pour les tenseurs symétriques d’ordre élevé [44][18][15].
Par ces techniques, nous obtenons une approximation d’une certaine forme de diagonalisa-
tion, puisque les tenseurs d’ordre élevé, contrairement aux tenseurs d’ordre 2, ne peuvent étre
completement diagonalisés. Actuellement, ces techniques sont surtout utilisées dans I’analyse
de signaux. Des travaux futurs pourraient envisager l'utilisation de techniques, telles que
développées dans [15], pour le calcul de métriques équivalentes utilisées pour la génération
de maillages anisotropes d’ordre élevé.

Dans [37], une approche différente utilisant une approximation du polynoéme homogene
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de I'erreur en série de Fourrier pour obtenir un tenseur d’ordre 2 équivalent est présentée. Ce
dernier induit une métrique pour la génération d’un maillage d’éléments linéaires, que nous
enrichissons ensuite pour obtenir un maillage d’éléments quadratiques. Dans [12] et [31], un
changement de coordonnées est effectué afin d’exprimer le polynéome homogene de l'erreur
d’interpolation en coordonnées polaires. L’erreur s’exprime alors en fonction d’un rayon et
d’un angle. La direction d’étirement correspond a I’angle qui coincide avec I’erreur maximale.
Le ratio d’anisotropie est ensuite obtenu par le biais de différentes propriétés géométriques
de l'erreur. Une fois les parametres obtenus, nous calculons une métrique pour la génération
du maillage linéaire, qui est ensuite enrichi pour finalement aboutir a un maillage anisotrope
quadratique. Cette derniere technique est relativement complexe et nécessite beaucoup de
calcul. L’automatisme du processus est aussi incertain, surtout au niveau de I’évaluation de

I’angle maximal.
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1.7 Buts et objectifs

Le but de ce mémoire est premierement d’expliquer, préciser et enrichir les concepts sur
lesquels repose 'adaptation de maillages anisotropes non structurés par 1'utilisation d’une
métrique optimale. Deuxiemement, nous voulons établir I'utilité d’une telle méthode dans
différentes situations en mécanique des fluides. Les objectifs sont les suivants :

— Développer un modele d’erreur d’interpolation sur un élément linéaire ;

— Développer 'expression de la métrique optimale a partir du modele d’erreur ;

— Elaborer un algorithme efficace pour le calcul de la métrique;

— Implémenter ’algorithme dans un code existant ;

— Interfacer le remailleur surfacique MeshAdapt ;

~ Evaluer la méthode d’adaptation par différentes applications.

Applications aux écoulements classiques

Nous présentons différentes simulations en 2 dimensions pour les équations de Poisson
et de Navier-Stokes pour illustrer les avantages de cette technique d’adaptation de maillage.
Nous introduisons par la suite la méthode d’adaptation de maillage anisotrope par métrique

optimale pour les écoulements axisymétriques.

Applications aux écoulements instationnaires

Nous introduisons une nouvelle approche pour I'identification des structures lagrangiennes
cohérentes d’écoulements instationnaires en 2 dimensions. Cette nouvelle approche facilite
I'identification des structures présentes et permet d’améliorer leur définition. De plus, les
exemples étudiés nous permettront de repousser les limites de la méthode d’adaptation de

maillage anisotrope.
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CHAPITRE 2

DEVELOPPEMENT MATHEMATIQUE

Ce chapitre met en place les bases mathématiques nécessaires a la compréhension de
I’expression de la métrique optimale. Nous débutons par un rappel de ’erreur d’interpolation
sur un élément linéaire. De cette expression, nous développons un modele d’erreur qui conduit
a l'expression de la métrique optimale. Nous présentons finalement les méthodes de calcul

discret de cette métrique optimale.

2.1 Erreur d’interpolation

A partir d’une collection de points sur un espace {2 donné, ou nous connaissons la valeur
d’une fonction u; en chacun des points, il est possible de construire une approximation de la
fonction u(xy,...,z,) en tous points (zo,...,x,) du domaine. Toutefois, nous introduisons

de cette maniere une erreur d’interpolation sur la fonction.

2.1.1 Elément linéaire en dimension 1

Prenons une série de points de collocation zg, z1,...,x, pour lesquels nous connaissons
la valeur de la fonction u(x;) = u;. Il existe un polynéme p,(z) de degré n qui nous permet

d’obtenir une approximation de u(z) dont l'erreur d’interpolation est notée par E,(x).
uw(x) = pu(z) + E,(2) (2.1)

L’erreur est nulle aux points de collocation puisque le polynome passe par ces points, donc

.;0 x] x‘Z
FIGURE 2.1 Interpolation linéaire de u(x)

() = Uegaer- Si nous supposons que la fonction u(z) est définie dans Uintervalle [z, x,] et
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qu’elle est n + 1 fois dérivable dans l'intervalle |z, x,[. Il existe alors une fonction &(x) dans

I'intervalle |xq, z,[ telle que :

1 0"Mu(é()
(n+1)!  OJgntl

E,(x) = (x —zo)(x —21) ... (T — ) (2.2)
Sur un élément linéaire, défini par les points x; et x;,.1, n vaut 1 et 'expression de 'erreur

d’interpolation sur un élément s’écrit :

_ 1 Pug()

1(z) = @) o2 (z —2)(z — Tita) (2.3)

La fonction £(z) est inconnue, nous ne pouvons donc pas évaluer le terme d’erreur exacte.

En prenant la valeur maximale du terme de dérivée seconde sur l'intervalle |x;, x;1 1],

0?u(x)

3 — D@
iy

u

CEE]Ii,CEi+1[

il est possible d’obtenir un majorant de ’erreur d’interpolation :

Fi(w) € Zo(z = 21) (& = i11) (2.4)

La valeur maximale! du terme de droite est :

h2
max|(:l: — JTZ)(ZIZ' — [L'H_1)| = Z

de sorte que la borne supérieure de I'erreur d’interpolation sur un élément linéaire s’écrit :

DY
[Ea(2)] < = h? (2.5)

ou h représente la taille de ’élément.

2.1.2 Elément linéaire en dimension 2

Un élément linéaire en dimension 2 peut étre représenté par un triangle formé par trois
neeuds, tel qu’illustré a la figure 2.2. L’erreur d’interpolation mesure la différence entre la
solution exacte u et la solution approximée wu, obtenue par le calcul éléments finis. Comme
pour le cas 1D, nous supposons ici que la valeur aux sommets des éléments est connue et

correspond a la valeur exacte de la solution. Le triangle formé des sommets uq, us et us

1. Le développement complet se trouve a I’annexe A.
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FIGURE 2.2 Interpolation linéaire de u(z,y)

représente la solution interpolée entre ces trois points. Nous pouvons facilement voir qu’il
y a une différence entre la solution exacte et la solution interpolée. C’est précisément cette
différence que nous voulons mesurer. Nous développons dans ce qui suit une estimation de
I’erreur d’interpolation pour une approximation de la solution par éléments finis en dimension
2 sur un élément triangulaire linéaire. L’expression de l'erreur est d’abord développée sur
un élément de référence, et sera par la suite transformée dans l'espace physique pour faire
intervenir la géométrie de 1’élément, soit sa forme et ses dimensions.

En éléments finis, nous utilisons le concept d’élément de référence pour simplifier les
calculs. L’élément de référence V., tel que montré a la figure 2.3, est un élément de forme
simple défini dans un espace de référence 2., et qui est associé par une transformation affine

7 a un élément V., du domaine réel €),. Dans l'espace de référence les coordonnées sont

y
) ®
.1 @ k-»
V,
o e x

{0,0) (1.0) (t:
FIGURE 2.3 Elément de référence et élément réel

représentées par le vecteur &, tandis que dans ’espace physique elles sont représentées par le
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vecteur x. Nous définissons alors la transformation 7 telle que :

ri€— 2(€) = [N(©)] 2 on  £=[c n] et x=[r 4 (2.6)

Le vecteur N (§,n) s’écrit a l’aide des fonctions de transformation de ’élément et qui, pour un

élément linéaire, sont les mémes que les fonctions d’interpolation sur I’élément de référence.
NZ[l—S—n; 3 77] (2.7)

Ces fonctions sont indépendantes de la géométrie de 1’élément réel. Ce qui nous permet
de développer une expression générale de I'erreur d’interpolation sur 1’élément de référence,
indépendante de la géométrie des éléments réels. De plus, la transformation 7 étant linéaire
les conclusions relatives a 'approximation wuy(€) sur I'élément de référence se transposent
directement sur l'approximation uy(x) de I'élément réel. Ainsi, nous pouvons étendre les
conclusions sur 'erreur d’interpolation de I'élément de référence a tout élément réel du do-

maine physique, tant que ce dernier peut étre caractérisé par cet élément de référence.

Solution exacte

La solution exacte u(§,n) sur I’élément de référence peut étre développée en série de

Taylor autour du point £ =0, n = 0.

ou ou
u§m) =ulg+& 52| +n | +
9¢ | M|,
52 aQu 772 aQu 82u (28>
SR e T

ou & dénote le point ou sont évaluées les dérivées secondes :

En notation vectorielle 'expression devient :

u(&,n) = (P, 0u) + Tsup

ol P = [1 ¢ 77] est la base polynomiale

Ju|l Ou (2.9)
ou= |ul, — —
{ b Kly I 01
& QPu n* 0%u 0%u
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Nous limitons les termes d’ordre supérieur a l'ordre 2. La notation ( , ) désigne le produit

scalaire de deux vecteurs.

Solution numérique

La solution numérique est exprimée sous la forme d’une combinaison linéaire des fonctions

de la base polynomiale P.
un(§,m) = ao + @& + agn = (P, a) (2.10)

Aux n nceuds de I’élément, I'expression de la solution prend la forme :

un:[Pn} a
L & om 100 (2.11)
ot [Pn]:1§2n2:110
1 53 N3 1 01

et puisqu’aux nceuds la valeur de 'approximation coincide avec la solution exacte, nous

avons :

Uy = |:Pn:| a= [Pn] ou + [TSuP}

N TS“p|n
o |Tow) = | (2.12)
£ 9% n? 0%u 0%u
T u =2 — = — nlln 55
Nous pouvons finalement isoler le vecteur dw :
-1
Su—a— [Pn] [TSM,] (2.13)

En remplacant le terme du dans I'équation 2.9 par I'expression de 2.13, nous pouvons réécrire

la solution exacte de la facon suivante :

w(€,n) = (P,a) — P [Pn} - [TSM,} + Tsup (2.14)
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Le vecteur IN peut exprimer le produit suivant :

[~ ¢ o |-

=[1—€—?7 S 77]=N

o = O
= o O

Ce qui réduit la solution exacte a ’expression suivante :
u(€n) = (P,a) = (N, [ Tsup)) + Ty (2.15)

Borne supérieure de ’erreur d’interpolation

L’erreur d’interpolation est la différence entre la solution numérique et la solution exacte.

A partir des équations 2.10 et 2.15, nous obtenons l’expression suivante :

E(&n) = lun(E, 77)— u(&,n)|

‘ P a> <N7 |:TSup]> - TSup (216)
’ |:TSup] TSup
Les termes du vecteur [TSup] prennent les valeurs suivantes :
TSUP|1 = TSUp(glanl) =0
10%u
TSup’g = TSUP(€2>772) - 58_52 £ (217)
1 0%u
Tsuply = Tsup(&3,m3) = 202 |-
Nous obtenons ainsi I'erreur d’interpolation sur I’élément de référence.
13 0%u n 0%u 0%u
E =|2(1-¢)=— —(1—-n)=—| - 2.18

Les termes g(l - &), g(l —n) et &n s’annulent tous aux sommets de 1’élément, ce qui res-
pecte 'hypothese que l'approximation uy(§,n) coincide avec la solution exacte u(§,n) aux
noeuds. Cette expression représente ’erreur d’interpolation sur I’élément de référence. Nous

ne connaissons pas les valeurs des dérivées secondes, et il est donc impossible d’évaluer
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I’équation 2.18. De plus, il est difficile de borner cette équation puisque la position et la va-
leur maximale de I'erreur sont inconnues. Toutefois, nous pouvons considérer I'erreur E(, )

sur les arétes de 1’élément qui s’écrit comme suit :

o o
Bien) = kel | 98 080N o — kite, H(E) e)) (2.19)
u
oson  On* lg

ou e correspond a un des vecteurs définissant les arétes du triangle, k; un scalaire qui tient
compte de la position (&,7) sur Paréte, et H,(€) est la matrice hessienne dans la base de

référence & — 7). Ainsi pour les trois arétes de 1’élément nous avons :

Eu€n) =k H H. () H

0 0
1] 1

Ben =k | | 1@ H (2:20)
:O ' 0

Ec(&m) = ke _1] Hu(§) H

ou les scalaires k; sont définis comme suit :

b= 3010

h=s0-0="T0-n=g (221)

kc - g(l - 77)

Ils atteignent tous leur valeur maximale au milieu de I'aréte, soit lorsque & = % et/oun = %,

et valent alors :

1
ko, =ky=k.= 3
L’erreur d’interpolation sur 'aréte atteint aussi son maximum au milieu de celle-ci. Nous

pouvons donc définir la borne supérieure de l'erreur d’interpolation sur les arétes comme
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suit :

(2.22)

ol €,,4; Teprésente le vecteur définissant ’aréte ou se trouve l'erreur E,,... Si nous posons
que l'erreur maximale F,,,, sur les arétes est représentative de 'erreur maximale FE,,,, sur

I’élément, nous avons :

Emaa: ~ Emaa: - % ‘<ema$;Hu( ) ema$>| (2'23>

Cette derniere expression est vraie si la valeur maximale de I’erreur de I’élément se trouve sur
une des arétes. Ce qui n’est pas toujours le cas. Toutefois, nous considérons que cette borne
supérieure de 'erreur sur les arétes est une bonne approximation de ’erreur d’interpolation
maximale de I’élément de référence. Nous pouvons alors considérer cette expression afin de

borner I'erreur d’interpolation sur I’'élément :

E(&,1) < < [{€mar, Hu(€) €maz)] (2.24)

0|

Si nous considérons que I'erreur maximale se trouve sur ’aréte définie par le vecteur e,,,, =

FI1GURE 2.4 Disposition des arétes sur I'élément de référence et 1’élément physique.

[1 —1], soit sur Paréte b de I’élément de référence sur la figure 2.4, nous obtenons I’expression

suivante ? :

1
E(&n) < g %2 2aar T o (2.25)

§

[02u 0%u 6%}

2. Nous obtenons le méme résultat final en considérant les arétes a ou c.
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Cette équation représente une approximation de la borne supérieure de 'erreur d’interpola-
tion sur I’élément de référence. En transformant?® cette borne dans ’espace physique nous

obtenons une approximation de la borne supérieure de 'erreur d’interpolation suivante :

E(z,y) < % {ﬁ% + yfgiyz + QSbeb;fgy_ ]
< % [:zb yb:| O Oxdy [xb (2.26)
v O%u Yo |
0xdy  0y?

ou le vecteur [:Eb yb] correspond a l'aréte b du triangle de 1'espace physique de la figure

2.4. Si nous définissons le vecteur L comme étant cette aréte du triangle, nous obtenons
finalement le terme d’erreur suivant :

1 _

B(zy) < 5 |(L H,(z) L) (227)

La matrice H, est la matrice hessienne de la solution u évaluée au point & de ’espace physique

correspondant au point & de I'espace de référence et défini comme suit :

T=(z,9) €V
Ces points permettent d’évaluer I'erreur telle qu’exprimée par les équations 2.24 et 2.26, mais
leur position est généralement inconnue. Lors du développement de la borne supérieure de
I’erreur en 1D, nous avons obtenu une expression similaire et avons borné l'erreur par la
valeur maximale de la dérivée seconde sur I’élément. De la méme facon ici, nous majorons
I’erreur en considérant le point a l'intérieur du triangle pour lequel le Hessien est maximum.

B(r.y) < § |(L, H(®) I)| < | max(L, H(e) L)

xCVe

0|

De plus, il est possible de démontrer* que :

(L,H, L)| <(L,|H,| L) (2.28)

3. Pour les détails de la transformation voir I’annexe B.
4. Voir 'annexe C pour la démonstration.
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ol selon la décomposition propre du Hessien

|[Hu| = Ry|A|Rg

Ry étant la matrice des vecteurs propres de H,,

Al 0
Al =
Al [ 0 A

A1 et Ay étant les valeurs propres de H,
Ce qui entraine que l'erreur d’interpolation sur un élément k est bornée par :

By < ¢ max(L, |H,(2)| L) (2.29)
xe

oo —

Cette approximation de la borne supérieure de 'erreur d’interpolation est similaire a celles
développées dans plusieurs travaux cités précédemment. Elles sont toutes similaires a une
constante pres. Par exemple dans [40] nous avons considéré une valeur moyenne de Uerreur
sur ’élément, ce qui donne une constante plus petite. Dans [3]et[16], les auteurs ont développé
plusieurs bornes selon la dimension spatiale de 1’élément en jeu. En prenant une moyenne de
Ierreur a partir des différents sommets de 1’élément et en prenant I’extremum du vecteur L
par rapport au centre de gravité de 1’élément, les auteurs obtiennent des bornes égales ou
légerement supérieures a celles que nous obtenons. Cependant, la valeur de cette constante ne
change rien aux développements qui suivent, et n’a aucune influence sur I’expression finale de
la métrique optimale. C’est pour cette raison que nous considérons que cette constante vaut
1. L’expression de 'approximation de la borne supérieure de I'erreur d’interpolation prend

ainsi la forme ci-dessous :
Ep < ma]?(L, |H,(x)| L) (2.30)
xe

D’autre part, si nous considérons seulement la valeur maximale des trois composantes de la
matrice hessienne comme une constante sur I’élément, alors I’équation 2.30 prend la forme de
I’équation 1.3. La borne supérieure de ’erreur dépend ainsi seulement de la taille de I’élément

et ne tient pas compte du caractere anisotrope de la solution.
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2.2 Modeéle d’erreur en 2 dimensions

Considérons un point a appartenant au domaine €).. Nous visons a controler 'erreur a
proximité de ce point, de fagon a obtenir :

E, < max |u(x) — up(x)|

xzeT(a)

ou 7(a) représente ’ensemble des éléments qui ont le point @ comme sommet.

FIGURE 2.5 Ensemble 7(a) des triangles autour du point a

L’approximation de la borne supérieure de I’erreur d’interpolation sur un élément £ est donnée
par I’équation 2.30. La borne supérieure de I'erreur d’interpolation au point a par rapport a

I'ensemble des éléments de 7(a) est alors donnée par :

E, < max max (L,|H,(z)| L) (2.31)
k€t(a) =x€k

Cette majoration de I'erreur d’interpolation nous indique que cette erreur est proportionnelle

au produit (L, |H,(x)| L) ou le vecteur L et la matrice H, sont définis sur I’ensemble 7(a).

Nous cherchons a représenter cette majoration, donc l'erreur d’interpolation au point a,

a l'aide d’une expression qui possede des propriétés analogues a cette majoration. Nous

proposons ainsi le modele d’erreur d’interpolation locale ci-dessous :
E,=(L,|H,(a)| L) (2.32)

ou L est un vecteur de 7(a) défini par L = {a?) | b€ 7(a)}. Ce modele respecte la forme de
I’expression 2.31, et nous permet de représenter I'erreur d’interpolation sous une forme un

peu plus simple.
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2.2.1 Orientation optimale du vecteur L

Nous cherchons 'orientation du vecteur L qui permet d’obtenir les extrema du modele
d’erreur locale précédent. Ce vecteur peut étre écrit dans la base orthonormale des vecteurs

propres, s et t, de la matrice hessienne.
L =o,s+ a4t

olt as et ay sont des scalaires définis par ||L|| = /a2 + o?. La matrice hessienne peut étre
décomposée en terme de ses vecteurs propres et de ses valeurs propres, ot nous définissons

les vecteurs propres, s et t, associés respectivement aux valeurs propres Ay et \;.

H,(a)] = [{8} {t}} [|As| w] {{S} {t}r (2.33)

Par conséquent, nous pouvons développer le produit scalaire de 1’équation 2.32 comme suit :

Ea:[<L,s> <L,t>] - " [<L7s> <L,t>]T
E, = <L73>2|>‘s| + <L7t>2‘)‘t‘
E, = a2 A + a2\ (2.:34)

De cette maniere, en exprimant le vecteur L dans la base orthonormale (s —t), il est possible
de faire pivoter le vecteur L autour du point a. La contrainte imposée sur a; et «; préserve
la norme du vecteur.

Extremum de ’erreur locale

Nous désirons optimiser 'erreur locale E, selon les coefficients «a et a; pour en déduire

I'orientation optimale du vecteur L. Nous cherchons donc :

min E, = a2|\| + af |\ (2.35)

A,

sous la contrainte :

a +af =|L|? (2.36)
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Ce probleme d’optimisation nous amene a considérer la fonctionnelle F' ci-dessous :
Flag, a, C) = a2|X| + af|\| + C (o2 + of — ||L|]P) (2.37)

ou C' est le multiplicateur de Lagrange. Les variations de F' par rapport aux trois variables

sont les suivantes :

OF o]+ 2Ca, = au(|A] +C) = 0 (i)
Oayg
oF
- :Zat‘At‘—‘-QCOét:CYt(‘)\tl“_C) =0 (ZZ)
804t
oF
3 = af+a; —||L|* =0 (¢d4)

Du résultat (i), nous pouvons dans un premier temps considérer que le coefficient o vaut
zéro. Ce qui implique par la relation (7ii) que le coefficient oy = ||L||, et que lerreur prend

la forme suivante :
E; = of [ M| = [IL|*| M)

A partir du résultat (ii), nous trouvons une relation similaire a la premiere soit que si le

coefficient oy vaut zéro, alors ag = || L|| et 'erreur prend la forme ci-dessous :
E, = af|A| = |ILI*|Al

Ces résultats nous montrent premierement qu’il existe un maximum et un minimum pour
le modele d’erreur. Deuxiemement, ces extrema sont alignés avec les vecteurs propres de la
matrice hessienne. Les deux équations d’erreur obtenues représentent les valeurs extrémes de

I’erreur locale E,, et nous obtenons le résultat important suivant :

SiAs| < [Aef - Ein = || L|]? ||
Enae = ||L||2|)‘t| (2 38)
Si Ao > (M| ¢ Epin = LN

Erae = ||L||2|)‘8|
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et finalement,

SiAs| < [N E,.in est aligné avec le vecteur s

Ea. est aligné avec le vecteur t
(2.39)
Si[Ag| > [N E,.in est aligné avec le vecteur ¢

Ehae est aligné avec le vecteur s

D’autre part, si nous reprenons le résultat (i) et que nous considérons maintenant que
C + |Xs] = 0, soit que C = —|Xs|. En remplagant le multiplicateur de Lagrange dans le

résultat (i7) par cette valeur, nous obtenons alors la relation suivante :
(Al = [As] =0

Soit que |\g| et [A\¢| sont de mémes valeurs. L’erreur prend alors la forme qui suit :
E = oA + af[A] = (o + o)Al = [ L|P*|A

Cette condition impose une erreur locale constante et indépendante de 'orientation du vec-

teur L, donc équirépartie dans les directions s et ¢, soit celles des vecteurs propres de H,(a).

2.2.2 Erreur locale optimale

Reprenons 'équation 2.34 exprimant le modele d’erreur locale au point a,
E, = O‘?’)‘S‘ + O‘?P‘tl

et considérons le cas ot |Ag| < |A¢]. Pour mieux illustrer le comportement de I’erreur autour du
point a, nous transformons I’équation en coordonnées cylindriques. Les coefficients deviennent

alors :
a; = 1rcosf et o = rsind

ol 6 est 'angle entre le vecteur L et le vecteur propre s et r est égale a la longueur du vecteur

L. [’équation 2.34 prend alors la forme suivante :
E,(r,0) = 1% cos* 0 | \s| +r*sin® 6 |\

= ||L||* cos® 0 |\ + || L||* sin® @ | \|
= Epin(1) c05*> 0 + E,poq(r) sin @
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D’une part, nous voyons clairement apparaitre les valeurs extrémes définies précédemment
par 2.38. Ces extrema sont indépendants de 'orientation du vecteur L. D’autre part, nous
distinguons mieux la forme du modele d’erreur qui peut étre représenté par un paraboloide

elliptique dont 1’équation est donnée par :

- (rcos@)2+ <rsin0)2 ol . 1 b — 1
7 b A VA

a

et qui est illustré a la figure 2.6. Si nous considérons le modele d’erreur pour un vecteur L de

FIGURE 2.6 Forme de l'erreur locale : a) lerreur est représentée par la courbe sur le para-
boloide elliptique b) vue plan de Ierreur qui est fonction de r et 6

longueur fixe, alors nous obtenons I’équation d’une courbe, qui peut étre illustrée a la figure
2.6 par la courbe noire. Elle représente le modele d’erreur locale pour un vecteur de longueur

fixe et correspond a l’expression ci-dessous :
E,(0) = Epincos® + Epqpsin® 0

Notre but est d’équirépartir I’erreur dans toutes les directions, et du méme coup de minimiser
le modele d’erreur locale. Nous voulons de maniere générale que les deux valeurs extrémes

qui composent ’erreur locale soient de mémes amplitudes.

Ema:c = Emin
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Nous voulons réduire I'influence de FE,,,, pour obtenir un niveau d’erreur constant corres-
pondant a E,,;,. Ce qui mene au ratio ci-dessous, qui est le méme ratio d’anisotropie que

celui défini par I’équation 1.9.

Emax = Emm
maz | Amaz| = T [Amin]
rmax maxr min mn
o T'min o |>\max|
S =
Tmax ’)\mzn’

Comme nous l'avons vu précédemment, en ayant des valeurs propres identiques l'erreur
est automatiquement équirépartie. Cependant, nous ne contrélons pas les valeurs propres,
puisqu’elles font partie des données du probleme. En revanche, il n’y a aucune contrainte
sur les rayons i, et rn. autre que celle imposée pour la longueur du vecteur, soit que
Tmin = Tmaz = ||L||. Dans les développements précédents, cette contrainte nous a permis
de trouver les valeurs extrémes du modele d’erreur pour un vecteur de longueur donnée.
Maintenant, en laissant tomber cette contrainte, il est possible de définir une transformation
de l'espace qui conduit a une équirépartition de l'erreur dans toutes les directions. Nous
cherchons a modifier la taille 7,,,, pour diminuer 'importance de FE,,,;. A partir du ratio

d’anisotropie, nous dégageons la relation suivante :

~
Tmaz = Tmin

Puisque 7, €t Tmae sont par définition de méme valeur, nous pouvons écrire cette relation

comme suit :

(2.40)

o
Tmaz = Tmax

Le rayon modifié 7,,,, est donc plus petit que le rayon 7,,4.. L’expression du modele d’erreur
devient alors :

E,(0) =12, cos® 0 |Amin| + 72,00 5107 0 [Anaz| = Ernin (2.41)
La figure 2.7 illustre cette transformation, et nous y voyons l’équirépartition de l’erreur
locale. La transformation contracte l’espace dans la direction du vecteur propre associé a

la plus grande des valeurs propres selon un ratio défini par la relation 2.40. L’espace est

contracté dans une direction puisque nous avons fixé la taille dans I'autre direction, soit celle
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FIGURE 2.7 Equirépartition de D'erreur locale : a) 'erreur forme une ellipse et est représentée
par la courbe de niveau sur le paraboloide elliptique b) vue plan de Ierreur qui est fonction
de 7pmin €t Tmin

de la valeur propre la plus petite, dans le but d’obtenir une erreur locale constante égale a
la valeur extréme minimale de 'erreur E,;y,.
2.2.3 Modele d’erreur

Une fois la transformation appliquée au domaine, l'erreur locale est équirépartie dans
toutes les directions. L’équation 2.41 nous montre que l'erreur est alors indépendante de

I'orientation du vecteur L. Nous pouvons donc simplifier ’équation 2.41 comme suit :
Ea = T?nin ‘)\mzn‘ + fma:c ’)\max| (242)

OU Tyin €t Tz sont liés par la relation 2.40. Les résultats précédents indiquent que la taille
notée 1,,;, est en fait plus grande que la taille 7,,,,. Nous noterons dorénavant ces tailles de

la facon suivante :

hmax = Tmin et hmzn = Tmazx
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Ce qui nous donne le modele d’erreur locale au neeud a :

E,= hfmm |)‘min| + hzm‘n P‘maaﬁl
By - |)\mw| (2.43)

min |

h _ “'max_ axede M

FIGURE 2.8 Tailles M, €t hyqe selon le niveau de erreur locale

exactement la méme forme, mais il y a tout de méme une différence importante. L’équation
2.34 fait intervenir les composantes d'un vecteur L quelconque de longueur fixe. Ses coef-
ficients sont reliés par la relation 2.36. L’erreur locale prend alors la forme présentée a la
figure 2.6, et n’est donc pas l'erreur équirépartie que nous cherchons. Tandis que 1’équation
2.43 exprime une erreur locale constante et indépendante de 'orientation du vecteur L. Elle
exprime ’équirépartition de I'erreur locale dans toutes les directions. Nous pourrions meéme
affirmer que l'erreur est alors indépendante de la longueur du vecteur, puisque les tailles h,,;,
et h,.: ne sont a priori pas fixées. Par contre, elles sont reliées par le ratio d’anisotropie s
de la relation 1.9.

Dans le développement du modele d’erreur, nous avons voulu minimiser ’erreur locale

pour obtenir F, = E,,;,. Par contre, I’équation 2.43 n’impose pas cette relation. Elle ne fait
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qu’exprimer un niveau d’erreur locale constante dans toutes les directions, et qui dépend de
la taille qui est fixée. La figure 2.8 illustre ce principe de niveau d’erreur. Lorsque le niveau
d’erreur correspond a la valeur minimum de l'erreur FE,,;,, 'espace est contracté dans la
direction du vecteur propre associé a la plus grande valeur propre |\, Tandis que, lorsque
le niveau d’erreur est la valeur maximale F,,.., 'espace est étiré dans la direction du vecteur
propre associé a la plus petite valeur propre |\, |. I existe une infinité de niveaux d’erreur,
il y a donc une infinité de possibilités de couples de tailles h,ip €t hpee. Cependant, h,in
et hnee seront toujours reliés par le ratio d’anisotropie s pour réaliser I'équirépartition de

l'erreur locale dans toutes les directions.

2.3 Métrique

La transformation qui nous a permis de développer le modele d’erreur locale 2.43 est en
fait une métrique que nous notons 7,. L’espace local physique est caractérisé a priori par
une base vectorielle orthonormale et est donc un espace physique isotrope. Nous déformons
cet espace en un espace physique anisotrope par l'imposition de la métrique 7,. La base
vectorielle qui caractérise alors I’espace physique anisotrope est toujours orthogonale, mais
elle est anisotrope. C’est cette déformation locale qui permet d’obtenir une équirépartition
de l'erreur locale dans toutes les directions et qui minimise I'erreur locale pour les tailles, A

et hy, prescrites par la métrique 7,. Cette métrique prend la forme suivante :

1
0
To = |Hu(a)|™" = Ry 'Bs' L[ BRe ot 0<A <A (2.44)
[Ael

Il est possible par inspection de vérifier que la matrice |H,|™! posseéde toutes les propriétés
d’un tenseur métrique définies par les relations 1.10, 1.11 et 1.12. Les tailles hy et h; sont

reliées a la métrique par les relations suivantes :

1 1

|)\s| V |>‘t|

et sont orientées selon leur vecteur propre respectif. Ces tailles correspondent aux rayons

d’une ellipse représentée par une des courbes de niveau de la figure 2.8.
Par ailleurs, l'inverse de cette métrique définit une autre métrique, 7, '. Elle est la trans-

formation inverse qui permet le passage de ’espace physique anisotrope vers l'espace virtuel
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isotrope, et elle est définie par ’équation 1.16 qui prend la forme suivante :

Al 0

RT ot 0< |\ < |\ (2.46)
0 n| 7

La figure 2.9 illustre la relation entre ces deux métriques, ot une ellipse dans ’espace phy-
sique anisotrope, devient un cercle unitaire dans 1’espace virtuel isotrope, et ou les métriques

correspondent aux expressions suivantes :

M=T"1=|H,
M =T =|H,|™

La métrique M, définit localement une déformation qui permettra la génération d’un

M
t 1
\ /S
S
Vo
M—l

F1GURE 2.9 Transformation du cercle unité par la métrique M et son inverse

élément dont la taille, I’étirement et l'orientation correspondent aux caractéristiques im-
posées par la métrique M 1. L’ensemble des métriques M, associées aux nceuds du domaine
définit une fonction continue que nous nommons métrique continue. Cette fonction continue
permet la génération d’un maillage correspondant aux caractéristiques locales nécessaires a

I’équirépartition de 'erreur d’interpolation locale.

2.4 Meétrique optimale

La métrique optimale est une métrique continue, qui correspond a une fonction continue
définissant un champ de métriques minimisant 1’erreur d’interpolation en norme L” de fagon
a générer le meilleur maillage anisotrope adapté a la solution calculée. Plus simplement,
nous cherchons a définir en chaque nceud le niveau d’erreur d’interpolation locale en norme

LP qui permettra d’obtenir globalement le meilleur maillage ayant un nombre de nceuds N
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spécifique. La norme LP permet une certaine latitude dans la facon d’adapter le maillage et
permet de distribuer différemment les nceuds sur le domaine et de les concentrer ou non dans
les zones les plus anisotropes.

2.4.1 Probleme d’optimisation

Si nous considérons le modele d’erreur de 1'équation 2.43 pour un nceud arbitraire du

domaine €2 :

Em(z,y) = hZ || + hi |\

D (2.47)
1 — = t 0 <|A] <A
ou ht ‘)\s| € < | | = | t‘

alors le probleme d’optimisation se pose de la facon suivante :

nAnAn/ (EM(:I:,y))de:min/ (B2 |As| + A |Ae])" d2 (2.48)
0 sht Jo

sous la contrainte :
/ d(z,y)dQ2 =N (2.49)
Q

La fonction d(z,y) est une fonction de densité de maillage définie de la fagon suivante :

1
hshy

d(z,y) = (2.50)

Nous introduisons un ratio de tailles r similaire au ratio d’anisotropie et qui s’écrit de la
facon suivante :
hs
=5 2.51
; (251)
Il permet de réécrire les deux tailles sous une forme nous permettant par la suite d’exprimer

le modele d’erreur en fonction de la densité de maillage d(x,y) et du ratio de taille r :

s _ hehe)®  d(z,y)=
hy = (hehe)ir = d(z,y) 7 r A CLOLN Gk (2.52)

T T
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Exm(z,y) = hshy [7’2])\s| + 7‘72|>\t|]

(2.53)
=d! [7‘2|/\s] + r_2|>\t|}
Ce qui nous amene a la fonctionnelle A suivante :
A(r,d,C) = / dP [P\ +r 2N dQ - C {/ d(x,y)dQ — N] (2.54)
Q Q

ou C est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte 2.49. Nous cherchons les
fonctions r et d(x,y) qui permettent d’obtenir le minimum de cette fonctionnelle. Elles sont

déterminées en annulant la premiere variation de A par rapport a r et d(x,y) :

oA OA
OA = Zobr + 5 o0d = 0 (2.55)

Dans un premier temps en considérant la variation dr, nous avons :

A(r + wér,d,C) = / d7P [(r 4+ wér)? || + (r + wdr) 2| A" d2

Q —c[/gd@,y)dg—zv]

Nous dérivons par la suite la fonctionnelle par rapport a w :

OA

dw / d77p [(r + wor)?\| + (r + wor) A7
3w Q

(2(r + wér)or|\s| — 2(r + wdr)~26r|\|) d2 =0
Et en prenant la limite de cette équation lorsque w tend vers 0, nous obtenons :

A -
lim on _ / d7Pp [rPIN] +r 2 N])” s ((r|As] =772 IN]) d2 =0
Q

w—0 8&.}

Or puisque les deux premiers termes sous 'intégrale sont toujours positifs pour toutes varia-

tions or :

Vor dp [r?|\s| + 7‘_2|)\t|]p71 >0
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nous avons finalement que :

Vor rAs] — 3N\ =0

Al
LY
A

Nous obtenons ainsi le ratio de taille optimale 7,y :
MY (2.56)
Topt = | = :
"N

Dans un deuxieme temps, nous effectuons un exercice similaire, mais pour la densité de

maillage d(x,y). Nous annulons la variation de densité dd de la fonctionnelle A, ce qui donne :

A(r,d + wid, C) = /

(d+ wéd)™? [P\ + 772N ]] " dY = C V (d + wdd)dQ — N
Q Q

En dérivant cette équation par rapport a w et en prenant la limite lorsque w tend vers 0,

nous obtenons :

tim 28— / (=p "D [N+ 772 N|])" = C) 6d dQ = 0
Q

w—0 Ow

Pour toutes variations dd, il existe un multiplicateur de Lagrange C' tel que :

vod — dPD (PPN +r 3 N) - C =0

-+ ¢
(2 As] + 772 A"

C =)
(r2|As| + r=2[A)”

d:

En utilisant le résultat 2.56, nous obtenons la fonction de densité optimale dyp(x,y) :

C "
dot(l‘7y): -
P _(Tgpt|)‘8| + Top2t|/\t|)p_
d o = [ e ]E
N TN R [N
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En introduisant ce résultat dans I'expression 2.49, nous obtenons la relation suivante :

/ dopt(‘ra y>dQ = N
Q

J

Nous pouvons sortir la constante C de I'intégrale et I'isoler pour obtenir :

=1
p+1

dQY=N

¢
(IXslAe)) 2

~ 1 1 p
P = As||Ne]) 26D dQ)
g KN Y)

Ce qui conduit finalement a l'expression de la fonction de densité de maillage optimale

dopt(‘r) y) :

i) = YIAIADD
opt \ 45 fQ(P\SH)\tDﬂPZUdQ

—1
dopi(,y) = N det(| H, (2, y)|) @D ( / det(|Hy(z, y)|) 20 d@) (2.57)
Q

2.4.2 Expression de la métrique optimale

Nous cherchons 'expression d'une nouvelle métrique, la métrique optimale M,,;, de la

forme :

vs 0

Mopt(xa y) = R¢
0 m

Rg Ol\l0<’}/s§’7t

Tout d’abord, si nous reprenons la relation 2.45 qui relie les tailles h; et h; aux valeurs
propres de la métrique, et que nous exprimons les valeurs propres en fonction des tailles,
nous obtenons la relation suivante :
¥s = hy ? Y = hy ?
ol v, et v représentent les valeurs propres de la nouvelle métrique. A partir des équations
2.52, 2.53 et 2.56, nous obtenons alors les valeurs propres suivantes :
dopt 2

Vs = 3 Tt = dopt ropt
Topt
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Si nous développons I’équation pour -,, nous avons :
3

o o N (sl A2
T [y det(|Hy(x, y)]) 500 0 (w%
X

Le premier quotient du terme de droite est un scalaire que nous identifions selon la méme

nomenclature que [3], soit Dy,. La valeur propre 7, devient alors :

Al

_ 1
N\ o |2
vﬁmpw&w”p]

S
= Dy, Ll]
LAl Ae]) P

N|=

Yo = Dip det(|Hy(,y))) 200 | A (2.58)
Le méme développement est fait sur ;.
N i (M2
Ve = dopt Ty = 7 ([AllAe]) 705D (_t>
P det(|Ho(x, y)]) B0 G [As]
DN
3= Day | 2 st
s
3 i
by 2
_D,, L]
([ As|[Ae]) 71
Y1 = Dyp det(|Hy(, 1)) 50 |\ (2.59)
L’expression finale de la métrique optimale est donc :
78 O T N
Mopt(2,y) = Ry 0 Ry o 0<v, < (2.60)
Tt
—1
Mopt(x,y) = Drp det(|Hy(z,y)])27 0 [Hy(z, y)] (2.61)
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Rappelons que la matrice de rotation R, est formée des vecteurs propres de H,(x,y). La
métrique optimale M,,; est proportionnelle a la matrice |H,|, et est donc le résultat de la
multiplication de cette derniere par un scalaire local. Ce scalaire est fonction du nombre de
noeuds NV désirés sur le maillage et du poids du déterminant de la matrice |H,(x,y)| locale
par rapport a I’ensemble des déterminants du domaine. D’autre part, nous observons que les

tailles optimales hg et h;, qui sont définies par :

hy = hy = ——

préservent le ratio d’anisotropie et assurent I’équirépartition de ’erreur locale dans toutes les

directions.

hs _ Ve \/m (2.62)

S = = — =

he Vs VA

Métrique optimale vs erreur d’interpolation locale

En définissant la métrique optimale de cette facon, nous pouvons réécrire I'expression

2.47 de l'erreur d’interpolation locale comme suit :
Epm(z,y) = h3 || + B[]
ou la taille hy est obtenue de I'expression suivante :

pe_ L det(|H, (e, y) )05
® Vs DLp |)\s|

_ det(|Hu(z,y)[)>7D
N N [A]

JREICAEE
Q
et ou, de facon similaire, la taille h; est obtenue de :

1
o det(|H, (2, ) T
t N A

[ ettt o)y ag
Q
L’équation de I'erreur locale sous la métrique optimale M, est alors :
2 P
Brtorl2,8) = 57 det(( ) )77 [ det(|Huo, )57 a0 (2.63)
Q

L’erreur est équirépartie dans toutes les directions, puisque pour un point donné, elle est

constante et indépendante de la direction. L’erreur est de cette facon minimisée pour le
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nombre de nceuds désirés. D’ailleurs, il est évident que plus le nombre de noeuds est élevé,
plus le niveau d’erreur locale est bas. Nous remarquons aussi que le niveau d’erreur locale
est proportionnel au déterminant de |H,(z,y)| local a une certaine puissance en p. C’est
ce terme qui différencie le niveau d’erreur locale d’un nceud a l'autre. Plus ce terme est
grand, plus 'erreur locale est élevée. Il y a plusieurs possibilités au niveau de la valeur du
déterminant. Une zone ou la solution est relativement constante démontre un déterminant qui
est petit, ce qui se traduit par une erreur locale faible. Une zone caractérisée par une solution
hautement anisotrope, donc tres directionnelle, démontre aussi un déterminant relativement
petit, puisqu’une des valeurs propres est tres petite et presque nulle. Un déterminant élevé
correspond donc a une zone de la solution ou il y a de forts gradients dans les deux directions
de courbures principales, ce qui se traduit par une erreur locale plus importante. Cette
situation ne privilégie pas nécessairement une direction en particulier, ce qui s’exprime par

la génération d’éléments de petite taille et généralement équilatéraux.

Métrique optimale vs erreur d’interpolation globale

A partir de I’équation 2.48, nous obtenons I’expression de 'erreur d’interpolation évaluée

sur I’ensemble du domaine €2 par rapport a la métrique optimale M,,;.

|Eni iz, = ( / (EMopt@,y))de)p
Q

En introduisant I'expression de I'erreur locale Ey, , (%, y) dans cette équation, nous obtenons :

2 1 P p %
Bl = ([ |5ttt [ ao(i e )mae] ao)
Q Q

2 p P %
| Erope |2, = N/det(|Hu(x,y)|)2(p+1>dQ (/ det(|Hu(x,y)|)2<p+1>dQ>
Q Q

p+1
P

2 P
Bl =5 [ @ette. ) man) (2:64)

Encore une fois, comme pour 1’'équation 2.63, il est évident que plus le nombre de nceuds est

élevé pour un maillage, plus l'erreur d’interpolation globale diminue.
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2.5 Evaluation discréte de la métrique

Référons-nous a l'algorithme général d’adaptation de la figure 1.1. Dans le processus
d’adaptation, nous sommes a 1’étape 4, soit la construction de 'opérateur de transition.
Nous avons un maillage sur lequel a été calculée une solution et nous voulons a partir de cette
solution construire une fonction qui permet la construction d’un maillage adapté. L’expression
de la métrique optimale nous permet de construire cette fonction d’adaptation, soit un champ
de métriques optimales. Cette expression est fonction de trois éléments : le nombre de nceuds
N demandés, le niveau de la norme p et les dérivées secondes de la solution évaluées en
chaque noeud du maillage de départ. Les dérivées secondes sont nécessaires a I’évaluation du

déterminant de |H,(x,y)|, et sont donc la base de la construction des métriques.

2.5.1 Reconstruction des dérivées secondes

La premiere étape consiste donc a évaluer les dérivées secondes. Nous avons déja fait
mention au chapitre | des articles [56] et [30] qui comparent les méthodes de reconstruction
de dérivées, et nous ne reprendrons pas ici cet exercice. Par contre, nous trouvons important,
pour la compréhension et la suite des choses, de décrire I'algorithme et les méthodes utilisées
dans ce travail.

La méthode de reconstruction est entierement décrite dans [29], et elle se base sur la
méthode de Zhu-Zienkiewicz (superconvergent patch recovery method)[60][61]. Au lieu d’uti-
liser les points de superconvergence sur les triangles, comme il est précisé dans la méthode
de Zhu-Zienkiewicz, nous utilisons les points d’intégration de Gauss. Il y a deux raisons a ce
choix. D’une part, la position des points de superconvergence n’est pas nécessairement facile
a déterminer, et d’autre part, certaines situations font en sorte qu’il n’y a pas assez de points
pour résoudre le systeme d’équations. Nous sacrifions le comportement superconvergent au
profit d’un algorithme plus simple et robuste, et qui fonctionne méme pour les nceuds sur la
frontiere.

Les dérivées de la solution sont obtenues par reconstruction locale au sens des moindres
carrés. Nous devons projeter les dérivées discontinues obtenues de la solution éléments finis
(ou autre) sur une base continue. Supposons un ensemble 7, de m éléments qui partagent le
point a comme sommet. Cet ensemble désigne le sous domaine de projection. Les dérivées
exactes de la solution sont continues et différentiables d’un élément a l'autre, contraire-
ment aux dérivées du champ discret qui sont discontinues. Nous utilisons donc une projec-
tion locale au sens des moindres carrés des dérivées discontinues duy, évaluées aux points
d’échantillonnage de 7,, pour obtenir une meilleure approximation du;j au point a.

Soit () = jTZ? la quantité que nous cherchons et qui doit étre projetée. Nous désignons par
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F1GURE 2.10 Ensemble 7, des triangles autour du point a avec k£ = 4 points de Gauss par
élément

Q@ les dérivées discontinues obtenues de la solution et Q* I'approximation améliorée qui doit

étre obtenue par projection locale, et qui s’exprime comme suit :
Q" = (P.e) (2.65)

ou P est une base polynomiale du premier degré et c le vecteur des coefficients inconnus qui

doivent étre déterminés :
T T
P = [1 T y} c= [cl Co cg]

Les coefficients ¢; sont obtenus par projection au sens des moindres carrés sur le sous

domaine. Nous cherchons ainsi a minimiser la fonctionnelle qui suit :
1 * 2
F(Cl7 Ca, C3) - 5 (Q - Qh) dTa (266>

Ce qui entraine les équations suivantes pour les coefficients ¢; :

% (%/ (P.c) — Qh)sza) =0

Ta

cr: / ((P,c) — Qp)dr, =0
C> - Qh)dTa =0
7C> - Qh)dTa =0

o z((P,
(P

C3: /y
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Nous pouvons réorganiser ces équations selon le systeme qui suit :
/ P(<P7C> - Qh)dTa =0

et finalement, nous obtenons le systéme suivant :

[ / a PPTdTa] c= / a PQ,dr, (2.67)

L’équation 2.67 est un systeme de 3 équations a 3 inconnues, soit les ¢;. Seul le coté droit de
I’équation dépend de la quantité a projetée Q).

La base polynomiale P est définie dans le systeme de coordonnées global (z,y). Pour éviter
un mauvais conditionnement de la matrice de projection PPT, nous transposons toutefois
les coordonnées dans un systeme de coordonnées local (Z,y) dont 'origine est le centre du

sous domaine (Z,, Yq)-
T=2— 4 Y=Y —Ya
La base polynomiale devient donc :
T
P- [1 z g}

Le systeme 2.67 représente la formulation intégrale de projection. Nous pouvons aussi

exprimer la fonctionnelle 2.66 sous sa forme discrete :

Flei,ez,03) = 5 Z Q" — Qn)? (2.68)

[iPPT] c= iPQh (2.69)

Ce dernier systeme représente la formulation discrete de la projection.
L’évaluation de ces systemes mene a 'obtention du vecteur ¢, et la quantité que nous
cherchons s’obtient de la relation suivante :

duy,
do

:|:1 T—%g Y —Ya| C

a
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Cette procédure définit des opérateurs de projection I',(q), intégrale ou discret, qui agissent
sur un champ scalaire pour en déterminer les dérivées premieres. Ainsi, nous obtenons les

dérivées premieres au point a du champ scalaire ¢ = up (24, Yq) :

d *
o | = el )
duy
dyh . = Fy(“h(xayya))

De cette fagon, en projetant deux fois nous obtenons les dérivées secondes.
d*uj T duy,
dz? |, T\ dz |,
d?u; r duy,
dzdy|, Y\ dx u
d*u} r duy,
dy? |, Y\ dy |,
Pui| o (o
dydz |, T\ dy "

L’approximation de la matrice hessienne est alors calculée de la maniére suivante :

d*u} L Pug, n d*u}
I — dz? 2 \dedy  dydx
v Py AP d*uj;
= _I_ L
2 \dody  dydx dx?

2.5.2 Diagonalisation de la matrice hessienne

La matrice hessienne est symétrique par construction, et une matrice A est symétrique si

elle accepte la factorisation suivante :
A=QDQ"

ol () est une matrice orthonormale et D une matrice diagonale. Cette équation est équivalente

a la suivante :

AQ =QD
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qui est a son tour équivalente a :

ou A; est la ieme valeur sur la diagonale de D. Ainsi, les valeurs de la diagonale de D sont
les valeurs propres de A, et les colonnes de ) correspondent aux vecteurs propres de A. Une

matrice symétrique est donc toujours diagonalisable.

Situations particulieres

Jusqu’a maintenant nous avons toujours considéré que les valeurs propres de la matrice
hessienne H,, sont différentes de zéro. Par contre, en pratique ce n’est pas toujours le cas, et
il peut arriver qu’une ou les deux valeurs propres soient nulles. Le déterminant est alors nul
et nous nous retrouvons devant un probleme pour le calcul de la métrique. En pratique, des
valeurs propres tres pres de zéro peuvent conduire au méme probleme. Il faut alors établir
une procédure pour assurer un calcul sain de la métrique en limitant a un certain seuil € les
valeurs propres nulles ou presque nulles. Ce seuil est choisi en fonction des dimensions de
I’écoulement qui est simulé et sa valeur est généralement de I'ordre de 1.0-107° 4 1.0-1071¢,
Les valeurs propres prennent différentes valeurs sur le domaine et les trois situations suivantes

peuvent se produire :
1. [\ >ceet | >
2. |/\1| < e et |)\2| > ¢

3. (M <eet | <e

Situation 1 : La premiere situation implique que le déterminant de la matrice hessienne
est différent de zéro et sa valeur n’est pas trop petite. Le calcul de la métrique ne présente

aucune problématique.

Situation 2 : La deuxieme situation est plus complexe. Avec seulement une valeur propre
plus grande qu’'un certain ¢, la métrique ne peut pas étre calculée dans bien des cas, la valeur

du déterminant étant trop petite. Reprenons ’expression de la métrique optimale, mais avec
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une écriture un peu différente :

s 0
Mopt('xay):R(ﬁ 7 RZ;
Ve
1
2p+1\ 20+1)
ot %:(—MT'M > "Dy (2.70)
t
A2t 20
vy = ( N ) Dy, avec || < [\

Cette écriture est équivalente a celle de 2.61, mais sans faire apparaitre le déterminant, ce
qui nous permet de mieux expliquer la problématique. Si nous supposons que Ay est nulle
(ou presque nulle), alors la métrique, selon les relations ci-dessus, s’exprime par les valeurs

propres et tailles suivantes :

Vs =0 Tt = O
1

hy = = 00 hy=——=0
Vs v

La métrique est donc indéterminée. Pour remédier a ce probléeme, nous pouvons utiliser un

critere sur les valeurs propres. Si la valeur propre est sous un certain seuil ¢, elle prend alors

la valeur du e.
|Ail = max(|A, €)

C’est le critere qui est habituellement utilisé dans beaucoup d’algorithmes de calcul de la
métrique. Par contre, il est important de comprendre 'effet que cette modification a sur
la métrique, le maillage et I'erreur d’interpolation. Pour mieux comprendre, reprenons les
termes de la matrice diagonale de I’équation 2.70, ot dans un premier temps nous considérons
As] <eet|N\]>e:

1

|)\S|2P+1 20p+1)
s = | ——— D
! <|&| ko

-1

1 =1 [ \|PPH 1D

h :D;<" )
\/’78 P |)\t|

En substituant |As| par € nous obtenons la taille résultante suivante :

L /24N T4
pr—pz () (2.71)
° 7\ A
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En prenant le ratio des tailles, nous voyons bien que la taille résultante i} est plus petite que

la taille originale h.

(2p+1)

hg gg \ 4D
Ds _ >1
()

S

Nous supposons ici que la modification locale apportée a la valeur propre a peu d’influence
sur la valeur du Dy, ce qui nous permet d’éliminer cette valeur du ratio de tailles. Cette
hypothese est réaliste puisque le D~ est une mesure globale des déterminants et est pro-
portionnel aux plus grands déterminants sur domaine. Le cas local qui est examiné ici fait
intervenir un déterminant presque nul, et qui n’a pratiquement aucune influence sur la valeur
du Dp,. Donc, en augmentant ainsi la valeur propre minimale jusqu’au € nous obtenons une
taille hs plus petite ou égale a la taille imposée par le |A4| original. Dans cette direction, 'er-
reur d’interpolation locale est donc plus petite ou égale a 'erreur d’interpolation originale.

Par contre, la taille h; subit la transformation inverse :

1

| AP 205D
%= (W Dy

-1
1 =1 |\ PP @D
ht:_:Dfp( BN

En substituant |As| par € nous obtenons la taille résultante suivante :

—1
-1 |)\t|2p+1) IoTD) (2.79)

" =P, ( =

et le ratio de tailles ci-dessous :

h A S
P+
hy Es

La taille résultante hj est augmentée, ce qui a pour effet d’augmenter 'erreur d’interpo-

lation locale dans cette direction. Le ratio d’anisotropie n’est évidemment pas préservé et
nous perdons du coup 1’équirépartition de 'erreur dans toutes les directions. Ce résultat est
important, puisque de cette facon la taille prescrite dans la direction de courbure maximale
(dans la direction t dans le développement) est augmentée, et nous perdons de la précision
dans la direction la plus critique. Cette situation ot une des valeurs propres est presque nulle
correspond a une zone du domaine ou I’écoulement est hautement directionnel et anisotrope.

Les maillages anisotropes devraient améliorer la précision dans de telles circonstances, et
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cette méthode n’est peut-étre pas tout a fait adéquate, ou du moins elle n’est pas optimale
pour ce genre de situation.

Une facon tres simple de remédier a cette perte de précision dans une des directions est
de préserver le ratio d’anisotropie. Pour la valeur propre minimale, nous procédons avec le
méme critere pour un seuil € donné. Cependant, nous nous assurons de conserver le méme

ratio d’anisotropie en modifiant la valeur propre dans l’autre direction.

Y
|As|
(2.73)
|As|* = max(|Ag], €)
Al =[] 52
Les tailles résultantes h? et h; prennent alors la forme suivante.
-1 —1
-1 52P+1)4<p+1> =1 (gp)2(p+1)
ht=Dp —p2 (= (2.74)
be ( | Ael* v\ s
(A2 —_
=1 * Pt =1 —1
h: = DLi) (T) — DL2p (8 61’) 2(p+1) (275)

En examinant les ratios de tailles, nous observons que les tailles résultantes sont plus petites

dans les deux directions.

(p)
hy € 2(p+1)
Ds _ >1
hy ( |As] ) -

(p)
2(p+1)
@:(io S
h; |As]

Il s’agit du méme ratio puisque les valeurs propres originales ont été multipliées par le méme

facteur. Les tailles résultantes étant plus petites ou égales aux tailles originales respectives,
Perreur d’interpolation est aussi plus petite ou égale dans chacune des directions. Ainsi,
nous nous assurons d’avoir un niveau de précision au moins égale au niveau de précision
original. L'hypothese qui nous a permis d’exprimer les ratios de tailles et qui suppose une
influence négligeable sur la valeur du Dy, par la modification des valeurs propres doit étre
nuancée. Dans certaines situations ou le ratio d’anisotropie est tres grand et qu'une des
valeurs est tres petite, la modification de cette valeur propre comme nous le proposons peut

induire un déterminant tres grand. La valeur du Dy, peut alors étre sensiblement affectée.



52

La conséquence est que les tailles prescrites originalement a tous les nceuds du domaine
deviennent plus petites, et nous devrions alors obtenir un maillage ayant un nombre de
neeuds beaucoup plus grand que ce qui est demandé. Pour diminuer cet impact négatif sur
le nombre de nceuds du maillage, nous proposons de calculer la valeur du Dy, a partir des
valeurs propres originales. Par la suite, les valeurs propres sont modifiées pour le reste du
calcul des métriques. Ainsi, la modification de valeurs propres garantit un impact local sur
les métriques.

Cette méthode exige le calcul du ratio d’anisotropie pour pouvoir modifier, s’il y a lieu,
la valeur propre maximale. Par contre, dans la situation présente la valeur propre minimale
est nulle ou presque nulle, ce qui implique que ce ratio pourrait étre infini ou tres grand si
Amin =~ 0. Nous introduisons donc un ratio d’anisotropie maximal s,,,, qui permet de limiter
le ratio des valeurs propres a un certain nombre. Pour ce faire, nous utilisons le test suivant

lors du calcul de la métrique :
Si Smax)\min < )\max alors s = Smazx

Nous limitons ainsi le ratio d’anisotropie a une valeur finie sans faire intervenir une potentielle
division par zéro. Un ratio maximal de 8,4 = 1 - 10'* permet d’éviter ce genre de situation

sans trop altérer le maillage résultant.

Situation 3 : Cette situation est tres particuliere et correspond a une matrice hessienne
dont toutes les entrées sont nulles ou presque nulles. Nous retrouvons cette condition dans une
zone de I’écoulement ot la solution est constante dans toutes les directions ou lorsqu’elle varie
linéairement dans toutes les directions. Un écoulement plan de ce type est résolu exactement
par 'emploi d’éléments linéaires, et I’erreur d’interpolation dans cette zone est par conséquent
pratiquement nulle. Par contre, nous ne pouvons pas négliger cette situation puisqu’elle peut
conduire, comme nous venons de le voir, a une indétermination de la métrique aux noceuds
ou le Hessien est nul, puisque le déterminant est aussi nul. Bien qu’elles correspondent a
deux types d’écoulement completement différents, nous appliquons la méme méthode a la
situation 3 qu’a la situation 2. Cette méthode vise a limiter la plus petite des valeurs propres
a une valeur minimale € tout en conservant le ratio d’anisotropie. Il est vrai que pour un
écoulement plan (ou presque plan) de ce type, un élément étiré aura peu, voir aucun impact,
sur la précision de la solution. Toutefois, il est important de conserver une certaine régularité
dans la transition des éléments du maillage entre les zones ou 1’écoulement se comporte
différemment.

D’autre part, nous avons fait mention plus tot du critere habituellement utilisé dans les

algorithmes de calcul de métrique qui vise a limiter les valeurs propres a un certain seuil
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minimal. Lorsque les deux valeurs propres sont modifiées de cette facon, il est possible de
démontrer® qu’il existe une condition pour laquelle une des tailles résultantes est plus grande
que la taille originale, ce qui se traduit par une perte de précision. Evidemment, Ierreur
d’interpolation dans ces conditions est négligeable, tout comme la perte de précision sur
la solution globale. Par contre, dans 'optique de la génération de maillage, ’algorithme de

calcul de la métrique devrait nous permettre d’obtenir un maillage optimal.

2.5.3 Algorithme de calcul de la métrique

Nous présentons brievement 1’algorithme de calcul de la métrique. La section précédente a
permis d’expliquer et de justifier les différentes étapes de ’algorithme. La figure 2.11 permet

de mieux comprendre les liens et les interactions entre les différentes étapes.

1. A partir d’'une solution et du maillage sur lequel elle a été calculée, on reconstruit les

dérivées secondes pour former la matrice hessienne H, a chacun des nceuds du domaine.
2. On diagonalise la matrice hessienne

a) On obtient la matrice des vecteurs propres R, qui servira au calcul de la métrique

locale
b) On obtient les valeurs propres Ay, €t Ao
A partir des valeurs propres A,.;n, €t Anqe On calcule le ratio d’anisotropie s.
On calcule la valeur propre minimale |\, |* = max(|Apinl, €)

On calcule ensuite la valeur propre maximale |Ayaz|* = [Amin|* 5>

A AT

La valeur du Dy, est calculée a partir des valeurs propres originales Ay, et Ape. Ce
calcul est global, il somme la contribution du déterminant de chacun des noeuds du

domaine.

7. On calcule la métrique locale M;

5. Le développement se trouve a ’annexe D.



Reconstruction
de H,

11

i

Diagonalisation

p

Solution
Maillage
R(’

FI1GURE 2.11 Algorithme de calcul de la métrique M

o4
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2.6 Intersection de métriques

L’expression de la métrique a été développée par rapport a une seule variable correspon-
dant & un champ scalaire défini en chaque nceud d’un maillage. Toutefois pour un écoulement
en plusieurs dimensions, lors de la construction de la métrique il y a souvent plusieurs va-
riables a considérer et pour lesquelles nous désirons controler 'erreur d’interpolation. De
cette maniere, nous générons plusieurs métriques correspondant aux différentes variables qui
seront utilisées pour controler le maillage. Pour obtenir la métrique qui est utilisée lors de la
génération du maillage, nous faisons appel a une méthode d’intersection de métriques utili-
sant la réduction simultanée des formes quadratiques associées a deux métriques. La métrique

obtenue de l'intersection préserve les bornes de I'erreur d’interpolation pour chaque variable.

2.6.1 Réduction simultanée de deux métriques

Soit deux métriques M; et My symétriques définies positives et de dimension 2 x 2. Il
existe une base (e, e5) dans laquelle ces deux métriques sont diagonales. Notons que cette
base n’est généralement pas orthogonale. En exprimant les deux métriques dans cette base,
nous pouvons en déduire une métrique M qui préserve les contraintes de tailles imposées par
les deux métriques initiales. Il est possible d’obtenir cette base par réduction simultanée si
au moins une des deux métriques initiales admet son inverse. Par construction les métriques
ont toutes un déterminant non nul et elles sont donc inversibles. Nous introduisons ainsi la

matrice NV :
N = MM,

Cette matrice peut étre décomposée de maniere usuelle :
N = Py A Py

ol la matrice de rotation Py est composée des vecteurs propres e; et e; de N. Puisque cette
derniere n’est pas symétrique, ses vecteurs propres ne sont pas orthogonaux. Ils définissent la
base commune aux deux métriques de départ qui nous permet de calculer leur intersection.
Les valeurs propres des métriques M; et M,y associées aux vecteurs propres de A sont

calculées de la maniere suivante. A partir de 1’égalité suivante, ou M est une des métriques
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de départ, nous avons :

M;e; = ei(Xi);
el Mje; = e] e;(N); = (\i);
(ei, Mjeq) = (Ni);

(A1); 0 ]

Py My P =17 (As),
J

Nous obtenons de cette facon la diagonalisation de M; et My dans la base Pyr.

R DY

M, = (PD) 01 N Py (2.76)
0]

My = (P5)™ ‘(L)l N Py (2.77)

2.6.2 Intersection

La réduction simultanée des métriques M; et My nous permet d’exprimer ces deux
métriques dans une base commune. Nous cherchons a obtenir une métrique dans cette méme
base qui préserve les bornes de I'erreur d’interpolation pour les différentes variables dans cha-
cune des directions propres ey et es. Par I'intersection des deux métriques, nous choisissons
donc la valeur propre la plus contraignante, soit celle se traduisant par la plus petite taille
de maillage. Si nous nous rappelons la relation entre la taille h et la valeur propre A qui est

donnée par :

1
h=—
VA
Nous choisissons ainsi la valeur propre maximale dans les directions e; et ep pour définir
Iintersection.

)_1 max()\l, /,Ll) 0

MiNMs = (P Py (2.78)

0 HlaX(/\Q7 [Lg)

De cette fagon, nous nous assurons que l’erreur d’interpolation dans la métrique M est
plus petite ou égale a celles dans les métriques M; et M. Par construction, il est évident
que la nouvelle métrique a les mémes propriétés que les deux métriques de départ ; elle est
symétrique définie positive et représente bel et bien une métrique. La métrique M correspond

a Dellipse la plus grande inscrite a I'intérieure de M; et M.
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FI1GURE 2.12 Intersection des métriques M; et M

M,
’

F1GURE 2.13 Intersection des métriques M et M, : lorsqu’une des métriques est entierement
incluse dans 'autre, la métrique résultante de 'intersection est la plus petite des deux.

2.6.3 Cas particuliers
Nous exposons ici deux cas particuliers pour le calcul de 'intersection de deux métriques.
Le premier fait intervenir deux métriques semblables soit lorsque :

My = kM,

ou k est un scalaire différent de zéro. La matrice N prend alors la forme suivante :

k0
N =
0 k
Cette matrice est la matrice identité multipliée par le scalaire k, et sa matrice des vecteurs
propres est aussi la matrice identité. La métrique résultante devrait correspondre exactement
a I'une des deux métriques M; et M. Par contre, 'algorithme précédant conduira a une

métrique dont les vecteurs propres sont ceux de la matrice identité. En pratique, il est plutot

rare, voire impossible, que les deux métriques a intersecter aient exactement la méme valeur.
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Cependant, par précautions nous rajoutons un test dans la boucle de calcul juste apres le

calcul de la matrice N, soit :

Si N(1,1) = N(2,2) et que N(1,2)=0
alors M = max(M;j, M,)

Le deuxieme cas particulier est celui ou N/ = 0. Les vecteurs propres sont alors indéter-
minés et nous ne pouvons pas calculer I'intersection des deux métriques. Ce cas se présente
dans deux situations bien précises qui ne sont pas rencontrées en pratique puisqu’elles corres-
pondent a une situation ou au moins une des deux métriques ne vérifie pas la définition méme
d’une métrique. La premiere situation est évidemment lorsque 'une des deux métriques est
nulle. Cette situation est évitée par I’algorithme mis en place pour le calcul de la métrique,
puisque la métrique aura toujours des valeurs propres différentes de zéro. La deuxieme situa-
tion ot N est nulle survient lorsque les deux métriques ont un déterminant nul et que les
composantes des métriques respectent un certain ratio®. Puisque par définition une métrique
a un déterminant différent de zéro, cette situation n’est jamais rencontrée lors du calcul de

I'intersection de deux métriques.

6. Pour les détails de la preuve voir 'annexe E.



29
CHAPITRE 3

APPLICATIONS NUMERIQUES

Ce chapitre présente différents exemples d’applications de la méthode d’adaptation de
maillages anisotropes introduite au chapitre précédent. Il est divisé en quatre sections. La
premiere nous permet de présenter le fonctionnement de l'adaptation de maillages aniso-
tropes a partir de deux cas simples de 1’équation de Poisson. La deuxieme section présente
des simulations numériques des équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible.
Nous y présentons dans un premier temps un écoulement de Poiseuille qui nous amene a
nous questionner sur la stratégie a adopter pour le calcul de la métrique d’adaptation pour
un écoulement a plusieurs variables. La simulation classique de la cavité carrée entrainée nous
permet de choisir la meilleure stratégie de calcul de métrique pour un écoulement a plusieurs
variables. A la troisitme section, nous introduisons la méthode d’adaptation de maillages
anisotropes pour les écoulements axisymétriques. La derniere section présente une nouvelle
application des maillages anisotropes adaptés utilisés pour 'identification des structures la-

grangiennes cohérentes dans un écoulement instationnaire de dimension 2.

3.1 Conduction avec terme source

L’équation de Poisson en 2 dimensions modélise des problemes de conduction avec terme
source. Nous nous en servons ici pour générer des solutions pour simuler des phénomenes qui
s’apparentent a ceux d’une couche limite ou d’'une onde de choc dans un écoulement en 2
dimensions. L’adaptation de maillage anisotrope cible de tels problemes, et nous présentons
ici les possibilités qui sont offertes par cette méthode pour améliorer la qualité des maillages
et la précision des solutions. Cette section nous permet aussi de présenter le fonctionnement
de l'adaptation de maillage anisotrope et de comparer les maillages obtenus aux maillages
isotropes.

L’équation de Poisson a la forme suivante :
V*F = -U (3.1)

Le terme source U nous permet de spécifier la solution f(x,y) présentant les caractéristiques
souhaitées pour modéliser les phénomenes telles une onde de choc ou une couche limite. Cette

approche dite des solutions manufacturées offre la flexibilité requise.
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3.1.1 Modéle continu d’une onde de choc

Une onde de choc est caractérisée par un changement abrupt, quasi discontinu, des va-
riables de I'écoulement. Par exemple, a travers un choc il y a une augmentation rapide et
presque instantanée de la pression, de la température et de la masse volumique du fluide.
L’épaisseur d’une onde de choc dans les conditions atmosphériques est de 'ordre de quelques

micrometres (1.0 - 107%m).

b)

FIGURE 3.1 a) Photographie Schlieren d’ondes de choc sur un profil d’aide dans un écoulement
transsonique. b)Onde de choc sur un avion de chasse.

Le probleme qui suit permet de reproduire un changement abrupt controlé grace a la

fonction f; suivante :
x
fi(z,y) = tanh(e (y — 5)) définie sur Q:x € [-1,1],y € [-1,1] (3.2)
Cette fonction est continue et deux fois différentiable. Le parametre € controle 1’épaisseur du

choc :

1
5choc = -

En augmentant le coefficient ¢ le gradient modélisé par f;(z,y) devient de plus en plus raide.

Le terme source dans I’équation 3.1 est déterminé afin d’obtenir une solution qui correspond
a fl (ZL‘, y) .
Adaptation de maillage

Dans un premier temps, nous démontrons le fonctionnement de ’adaptation de maillage

anisotrope. Référons-nous a l'algorithme d’adaptation défini au chapitre 1. Il débute par un
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maillage initial relativement grossier et facile a obtenir sur lequel nous obtenons une premiere
solution. Le calcul d'un opérateur de transition, a ’aide de la métrique, permet de générer un
nouveau maillage qui devrait étre meilleur. Nous reprenons le cycle jusqu’au critere d’arrét.
En adaptation classique, nous augmentons le nombre de nocuds a chaque itération pour
améliorer la précision de la solution. Dans I'exemple qui suit, nous spécifions le nombre de
neeuds de sorte que les différents maillages obtenus ont tous approximativement le méme
nombre de nceuds et d’éléments. Par contre, la distribution, 'orientation et 1’étirement des
éléments évoluent au fur et a mesure que nous progressons dans les boucles d’adaptation

pour améliorer la précision de la solution.

FIGURE 3.2 Fonction fi(z,y) avec € = 100

Résultats

Dans notre exemple, nous utilisons une valeur £ de 100. Cette valeur est loin de cor-
respondre a l’épaisseur réelle d’un choc, mais elle nous permet de mesurer la difficulté du
probleme et de comparer ’adaptation de maillage anisotrope et isotrope. La figure 3.2 illustre
la forme de la solution de la fonction fi(z,y).

Pour la premiere série d’adaptation de maillages anisotropes, nous fixons le nombre de
neeuds a 600 et nous utilisons la norme L., pour le calcul de la métrique, telle que définie a
la section 2.4. Cette norme conduit a une meilleure capture des phénomenes anisotropes. La
figure 3.3 montre quelques-uns des maillages obtenus. Nous voyons tres bien ’évolution du
maillage et la capture du choc par le maillage. A chaque boucle d’adaptation de maillage, les
éléments s’étirent et s’alignent sur le choc. Les maillages obtenus comptent plus de nceuds
que le nombre demandé. Ce surnombre de nceuds est la conséquence de deux facteurs. Le

premier de ces facteurs s’observe lors du calcul de la métrique. Les restrictions® imposées

1. Voir la section 2.5.2



a) maillage initial 49 noeuds

b) 750 noeuds

¢) 737 noeuds
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F1GURE 3.3 Maillages anisotropes issus de ’adaptation en norme L,

sur les valeurs propres ont comme conséquence d’augmenter le nombre réel de nceuds de la
métrique par rapport au nombre de noeuds demandé N. Le deuxieme facteur est ’algorithme
de mesh gradation du mailleur. Cet algorithme est utilisé afin de générer un maillage dont
les transitions sont douces entre les éléments de tailles et/ou d’orientations différentes. Le
mailleur que nous avons utilisé permet théoriquement d’éliminer cette option de gradation
du maillage, mais en pratique les maillages obtenus ont généralement un nombre de nceuds
10% a 30% supérieur au nombre de nceuds demandé, selon ’écoulement étudié.

Pour la deuxieme série d’adaptation, les métriques sont calculées en norme L;. Le maillage
final montre une distribution de nceuds un peu différente, comme nous pouvons le constater
sur la figure 3.4a). Il y a beaucoup plus d’éléments dans les zones planes, mais la majorité
des éléments est toujours concentrée dans la zone de choc.

Une derniere série d’adaptation, isotrope cette fois-ci, permet de comparer les deux
méthodes d’adaptation. Cette derniere adaptation ne se fait pas avec un nombre fixe de
neeuds. Nous tentons plutot de réduire I'erreur globale par un certain facteur, ce qui généra-
lement entraine une augmentation du nombre de noeuds a chaque itération. La figure 3.4b)

montre le dernier maillage obtenu, qui compte un peu plus de 65000 nceuds. Il fut nécessaire
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a) Maillage anisotrope final b) Maillage isotrope final
adapté en norme L1 66544 noeuds

F1GURE 3.4 Maillages anisotrope et isotrope

a) Maillage anisotrope final b) Maillage isotrope final
adapté en norme Linf

F1GURE 3.5 Gros plan sur la zone de choc

d’amorcer les calculs sur un maillage de départ plus fin de 625 noeuds comparativement a
49 noeuds pour les maillages anisotropes. Un maillage de départ trop grossier peut engen-
drer un lot de difficultés, car la solution est alors mal représentée, la physique mal capturée
et I'adaptation peut ainsi s’égarer. Ce qui entraine un nombre important d’itérations avant
d’obtenir une série de maillages permettant la capture du choc.

La figure 3.5 présente un gros plan des maillages anisotrope L, et isotrope a ’endroit du
choc. Les maillages dévoilent la forme de la fonction fi(z,y). La densité de nceuds augmente
dans les zones ou la courbure est élevée, et ces zones correspondent, sur la solution, a la
transition entre les plateaux. La différence entre les deux types de maillages est énorme.
Dans I'image 3.5a) il n’y a qu’une trentaine de nceuds comparativement a plusieurs centaines
de noeuds pour le maillage isotrope.

Finalement, nous pouvons vraiment apprécier la performance des maillages anisotropes
par le graphique de ’erreur absolue en fonction du nombre de nceuds du maillage. Il ne s’agit

pas ici d’une étude du taux de convergence des maillages anisotropes. Nous désirons plutot
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mettre en évidence la fagon dont 1’évolution des maillages anisotropes améliore la précision
de la solution a chaque étape, et ce, méme si le nombre de noeuds varie peu. Cette évolution

du maillage est en quelque sorte la convergence du maillage vers une forme optimale. Nous

Onde de choc
100 : ; : :
Aniso. Lo —+—
Aniso. Ly ---x---
Isotrope ----*----
g 10 1
2
el
8 Tk
5 1 ; |
.
0.1 L ! |
10 100 1000 10000 10000C

nombre de noeuds

FIGURE 3.6 Erreur absolue en fonction du nombre de nocuds

noterons aussi la grande différence entre les nombres de nceuds requis pour chaque approche
pour atteindre un méme niveau d’erreur. Dans le cas présent, I'anisotropie du maillage réduit
par un facteur de 100 le nombre de nceuds. Evidemment, il s’agit ici d’un probleme purement
anisotrope, donc il n’est pas surprenant que la méthode d’adaptation de maillage anisotrope
soit si performante. La différence entre les maillages est impressionnante, et nous montre que
la capture d’une onde de choc, dont ’épaisseur dp. serait de I’'ordre de 1.0-10~¢, nécessiterait

un maillage isotrope extrémement fin.

3.1.2 Couche limite

Un des éléments les plus importants et complexes de la mécanique des fluides est sans
aucun doute la couche limite. Le concept de couche limite, introduit par Prandtl en 1905,
identifie la région du fluide pres d’un corps ou les effets visqueux sont importants. La vitesse
du fluide est nulle a la paroi et augmente progressivement a l'intérieur de la couche limite
pour atteindre la vitesse U de I’écoulement non perturbé. Par exemple, le comportement et
les performances d’une aile d’avion sont tres influencés par la couche limite. Elle affecte entre
autres la portance, la trainée ainsi que 'angle de décrochage (stall angle) de 'aile. Pour bien
évaluer les caractéristiques aérodynamiques d’une aile, il est donc nécessaire de bien connaitre
la couche limite.

L’exemple qui suit illustre I'utilité des maillages anisotropes dans l’étude des couches
limites. Blasius a développé une solution analytique pour une couche limite analytique bidi-

mensionnelle sur une plaque plane. Il a montré que 1’épaisseur de la couche limite varie de la
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facon suivante :

Sou (@) ~ (%)1 — 1 R.? (3.3)

ol v représente la viscosité cinématique du fluide, U la vitesse de I’écoulement non perturbé,
x la position le long de la plaque plane et Re le nombre de Reynolds. En écrivant cette rela-
tion en fonction du nombre de Reynolds, nous pouvons introduire le ratio Sy, caractérisant
I’épaisseur de la couche limite par rapport a sa longueur :

Ser = 50;("”) — RZ (3.4)

L’étude numérique des couches limites nécessite des maillages ayant un grand nombre de
neeuds Ny dans la direction de I’épaisseur de la couche limite, puisque c¢’est dans cette direction
que la vitesse varie le plus. Si nous utilisons un maillage isotrope (de mémes densités de
neeuds dans toutes les directions), nous pouvons estimer le nombre de neeuds Ny, requis dans
la direction longitudinale :
N, 1
Ny~ —% = NyR? (3.5)
Scr
A titre d’exemple, pour un nombre de Reynolds de l'ordre de 1.0 - 10*, en supposant que
seulement 10 nceuds sont requis dans I’épaisseur ooy, pour bien évaluer la couche limite, le

nombre total de nceuds dans la couche limite est alors :
NCL ~ N5 X NL ~ 10000 (36)

Pour les maillages anisotropes, les éléments étant étirés dans la direction de I’écoulement,
nous pouvons diminuer le nombre de nceuds dans cette direction, sans réduire la densité de
neeuds sur 1’épaisseur de la couche limite. Si nous supposons un ratio d’étirement moyen de
s ~ 10, le nombre total de noeuds dans la couche limite est divisé par ce facteur et est alors

de 1000 noeuds.

Modeéle de couche limite

Nous pouvons obtenir une solution manufacturée présentant des caractéristiques de couche

limite par la fonction fo(z,y) qui est continue et 2 fois différentiable :

fo(@,y) =4 y(1 —y)(1 — exp(—100z) — (1 — exp(—100))z)

(3.7)
définie sur Q:x € [0,1],y € [0, 1]
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Le terme source de I’équation 3.1 est déterminé afin d’obtenir une solution qui correspond
a fa(x,y). La solution exacte est présentée a la figure 3.7, qui montre une solution de type

couche limite sur la frontiere x = 0. Nous adoptons une variante de stratégie d’adaptation

/

FIGURE 3.7 Fonction f3(z,y)

des maillages anisotropes. Nous augmentons le nombre de nceuds a toutes les 2 itérations,
pour réaliser une étude du taux de convergence pour comparer les maillages anisotropes et

isotropes. Nous utilisons les deux mémes normes pour le calcul de la métrique, soit les normes
L1 et Loo

Résultats

Le graphique 3.8 présente les courbes de convergence des trois maillages. Nous noterons
que la pente de 2 de l'erreur indique que nous avons atteint la zone asymptotique. Il y a

une différence marquée entre les trois maillages. Pour une erreur absolue du méme ordre

Couche limite
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FIGURE 3.8 Erreur absolue en fonction du nombre de nocuds

que celle d’un maillage isotrope, le maillage anisotrope en norme L; comporte environ 5 fois

moins de nceuds, tandis que celui en norme L., comporte 14 fois moins de noceuds. Cette
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différence entre les maillages se comprend mieux en observant la figure 3.9, qui présente trois

des maillages ayant un nombre de nceuds équivalent. Le maillage isotrope concentre beaucoup
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F1GURE 3.9 Maillages adaptés selon trois méthodes différentes

plus les nceuds au niveau de la couche limite que les deux autres maillages. Par contre, méme
s’il comporte plus de noeuds l'erreur obtenue est beaucoup plus grande que pour les deux

autres. La figure 3.10 montre un gros plan du maillage isotrope et du maillage anisotrope
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F1GURE 3.10 Gros plan sur les maillages adaptés

Lo. Ce dernier permet d’avoir une plus grande concentration de noeuds dans la direction
de I'épaisseur de la couche limite comparativement au maillage isotrope. La concentration
dans la direction transverse est toutefois beaucoup moins élevée. Il est difficile de le constater
sur 'image tellement les éléments sont étirés, mais il y a seulement 3 nceuds sur la frontiere
gauche (z = 0) pour le maillage anisotrope de la figure 3.10b), comparativement & environ 90
neeuds pour le maillage isotrope. Une coupe de la solution a y = 0.5 permet de mieux cibler
la différence majeure entre les solutions obtenues sur les différents maillages. Le graphe 3.11

montre les solutions des maillages a) et ¢) de la figure 3.9 dans la zone de courbure maximale.
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F1GURE 3.11 Coupe de la solution de f5 a y = 0.5

Le maillage isotrope ne permet pas d’avoir une bonne définition de la solution dans cette zone
comparativement au maillage anisotrope. Il faut augmenter le nombre de nceuds a plus de
150000 pour obtenir une solution qui se rapproche de celle du maillage anisotrope et de la
solution exacte. L.’économie de noeuds au niveau de la couche limite permet aussi d’augmenter
le nombre de noeuds sur le reste du domaine, ce qui contribue aussi a réduire 1’erreur globale.

Les maillages anisotropes permettent non seulement une économie en termes de noeuds,
mais améliorent aussi la précision de la solution. Le ratio du nombre de noeuds entre les
maillages isotropes et anisotropes dépend évidemment du probleme en jeu. L’onde de choc
par exemple est un phénomene tres directionnel et les maillages anisotropes réduisent con-
sidérablement le nombre de nceuds et d’éléments nécessaires pour atteindre un niveau de
précision donné. La couche limite est aussi un phénomene directionnel, mais moins raide
que celui de 'onde de choc. Les maillages anisotropes permettent non seulement de réduire
significativement le nombre noeuds, mais surtout de concentrer les noeuds dans la direction

la plus critique, soit celle de I’épaisseur de la couche limite.
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3.2 Ecoulements 2D

Cette section nous permet de présenter I’adaptation de maillage anisotrope en 2 dimen-
sions pour des équations a plusieurs variables dépendantes. La section précédente nous a per-
mis de démontrer le potentiel des maillages anisotropes pour la simulation de phénomenes di-
rectionnels. Ici, nous mettons en applications I’adaptation de maillage anisotrope sur quelques
écoulements visqueux typiques. Le but principal est de présenter 'intersection de métriques,
qui semble étre la meilleure stratégie de calcul de la métrique d’adaptation pour un écoulement
a plusieurs variables. Le premier exemple nous permet d’exposer notre point vue a partir d’un
écoulement tres simple, soit I’écoulement de Poiseuille. Par la suite, nous validons la technique
d’intersection de métrique dans le processus d’adaptation de maillages anisotropes pour des

écoulements de Navier-Stokes.

3.2.1 Ecoulement de Poiseuille

Cette section éclaircit le choix a faire pour le calcul de la métrique d’adaptation pour un
écoulement a plusieurs variables dépendantes. Nous y présentons différents choix de stratégie
de calcul de métrique ainsi que les restrictions et désavantages qui s’y rattachent. Nous
considérons ici ’écoulement de Poiseuille en 2 dimensions d’un fluide newtonien entre deux
plaques paralleles ou nous négligeons les effets tridimensionnels. L’écoulement est laminaire,

visqueux et incompressible. Ces conditions ont comme conséquences :
1. L’écoulement est toujours parallele aux parois.
2. La vitesse du fluide est nulle aux parois.
3. La pression est constante sur la section et diminue linéairement de I'entrée a la sortie.

Pour la géométrie de la figure 3.12, le champ de vitesse résultant est parabolique et son

expression est la suivante :

w(z,y) = u(y) = Umao (1 - 4h—y;) (3.8)

Les conditions aux limites imposent une vitesse nulle aux parois inférieure et supérieure
(u=v=0). A lentrée et a la sortie, la vitesse u concorde avec le profil de vitesse décrit par
I’équation 3.8. La vitesse verticale v est aussi nulle sur tout le domaine. Dans I'exemple qui
suit, la vitesse maximale est fixée a une valeur de 1.5, tandis que la hauteur h est fixée a 1.

La longueur du conduit est de 10.
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u = u(y) x u(y) u = u(y)

u=v=0

FIGURE 3.12 Ecoulement de Poiseuille : géométrie est conditions aux limites

Calcul de la métrique

Cet écoulement ne fait intervenir qu'une seule variable, la vitesse horizontale u. Donc le
calcul de la métrique devrait seulement faire intervenir la variable u, puisque la vitesse v est
nulle sur tout le domaine. A partir de I’équation 3.8 du champ de vitesse, nous obtenons la

métrique théorique dont la forme est la suivante :

0 12

0 0

0 0
Mtheo = 0 8216 = [ ] (39)
oy?

Cette métrique est constante sur tout le domaine, méme aux parois, et correspond a la si-
tuation d’un écoulement unidirectionnel. Les éléments du maillage anisotrope adapté doivent
tous étre étirés selon le méme ratio d’anisotropie et orientés dans la méme direction, soit la
direction x.

Cependant, si nous nous plagons dans le contexte d'un écoulement général, dont le compor-
tement des composantes de vitesses n’est pas connu a priori, nous ne pouvons pas considérer
une seule des variables de l’écoulement pour le calcul de la métrique. Plusieurs moyens
peuvent étre envisagés pour tenir compte du caractere multi-variable d’un écoulement. La
premiere approche est de calculer la métrique a partir d’une fonction qui englobe les variables
de I’écoulement. Par exemple, nous pouvons considérer la norme du vecteur vitesse ||ul|, ou
Iénergie interne du fluide E = p+ 3| u|/%. Dans ce qui suit, nous montrons les effets de 'uti-
lisation de ces fonctions sur le calcul de la métrique et sur le maillage résultant. La deuxieme
approche est d’obtenir une métrique d’adaptation résultante de l'intersection de métriques

calculées pour chacune des variables dépendantes de I’écoulement.
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Norme du vecteur vitesse : La fonction d’adaptation F' est donnée par la norme du

vecteur vitesse et s’exprime comme suit :
F(z,y) = ||u|| = Vu? + v? (3.10)
Le calcul de la métrique implique les dérivées secondes de cette fonction :

0*F

0xdr 022 Oxdx | 022
0*F 5 9 3( ou 81}) ( ou (91))
=W +v) 2 u—4+v— | (u=—+v—

5 o 1 [Oudu ?u  Ovov 0*v
+ (u*+v*) 72 | =+ u + v

2)_% {&uau 0?u  Ov v 821)]

oz 0y “ozoy T oxoy ooy
OF s s Ou O\’
g = 00+ (g o)
dyody  Oy* Oydy Oy

N[

+ (u? + v

Dans chacune de ces expressions, nous voyons apparaitre une division par la norme de la vi-
tesse a une certaine puissance. Lorsque la vitesse est nulle, il en résulte une division par zéro,
et les dérivées secondes ne sont alors pas définies. Les conditions aux limites du probleme
imposent une vitesse nulle aux parois supérieure et inférieure. Il y a par conséquent une divi-
sion par zéro pour chacun des termes de dérivées secondes aux parois. La matrice hessienne
est alors indéterminée, tout comme la métrique. Ainsi, cette fonction d’adaptation engendre
mathématiquement une indétermination de la métrique la ou la vitesse est nulle. Si nous
examinons le comportement de la plus grande valeur propre F” de cette métrique, qui pour

ce probleme spécifique a la forme suivante :

2 /ou\?® O%u
nw F == — —_— A1
ol " <8y) + Iy (3.11)

0 O

MF - 0 F//

nous obtenons la courbe My sur la figure 3.13. La valeur propre maximale F” tend vers
I'infini lorsque nous nous rapprochons des parois. La courbe solide correspond a la valeur
propre de la métrique théorique, et nous voyons tres bien les différences des deux métriques.
Les éléments du maillage résultant seraient orientés dans la méme direction, mais leur ratio
d’anisotropie varieraient selon la position en y. Pres des parois les éléments seraient tres étirés,

tandis que vers la position y = 40.22 les éléments seraient pratiquement équilatéraux, puisque



72

les deux valeurs propres auraient la méme valeur. Un tel maillage est bien loin du maillage
optimal engendré par la métrique théorique. Puisque cette fonction d’adaptation cause une
division par zéro lors du calcul de la métrique la ou les vitesses sont nulles, elle se préte

mal a I'adaptation de maillage. Toutefois, il est possible de considérer seulement le champ

Metriques
T T T T —
140 + Metrique theo. ——— | 1
'\ Metrique Mg ------ !
% 120 "l Metrique M - :' .
<
g 100 [ | .
2 \ !
= owof -
a \\ II
5 60 \ ; i
2 \\ //
S40F P
20 F N I
N
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Position en y

FIGURE 3.13 Valeur propre maximale des métriques Mg et Mg

scalaire de la fonction F' et de prendre seulement les dérivées secondes de ce champ. Nous
évitons ainsi de faire intervenir des divisions par zéro tout en considérant les deux vitesses.
Par contre, les comportements de u et de v ne coincident pas toujours en terme de direction
et/ou d’intensité. Le maillage résultant est bien adapté pour une des deux variables, mais
peut engendrer des erreurs élevées pour l'autre variable. L’écoulement étudié de la prochaine

section nous permet d’exposer ce genre de situation.

Energie interne du fluide E : L’équation de I'énergie interne nous permet de développer
une autre fonction d’adaptation G qui s’écrit comme suit :

G(z,y) = p(z,y) + gHUH2 (3.12)
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ou p(x,y) représente la pression. Cette fonction ne fait apparaitre aucune division par zéro

dans les termes de dérivées secondes, qui sont les suivants :

ox2 022 Oz ox u8m2 ox Ox U(%U?

0*G Pp  Oudu Pu Ovov 0%v
= + +u

0xdy  Oxdy %Q_y 0x 0y + aﬁ_y + U@xay
9’G 0% Ou du Pu  Ovov 0%v

o "o Tayay o Toyoy Vo

Si nous considérons I’écoulement de Poiseuille étudié dans cette section, plusieurs termes

disparaissent ce qui donne la métrique suivante :

_ouon o

“ = oy oy

(3.13)

La pression pour ce type d’écoulement varie linéairement de I'entrée a la sortie et est constante
dans la direction perpendiculaire a 1’écoulement. Les dérivées secondes de la pression sont
donc nulles. La figure 3.13 présente la variation de la valeur propre maximale G” en fonction
de la position y entre les deux plaques. Elle présente un comportement similaire a celui
observé pour F”, mais est toutefois définie aux parois et moins grande que dans le cas de F”.
La figure 3.14 a) montre une partie du maillage résultant, et nous voyons bien la variation de
I’étirement dans la direction verticale. Les zones de maillage moins denses correspondent aux
valeurs de la métrique qui sont presque nulles. Le maillage aux parois est beaucoup plus étiré
que partout ailleurs. Ce type de maillage ne correspond pas a la solution de I’écoulement de
Poiseuille. Il est adapté a une fonction qui ne traduit absolument pas le comportement des
variables de 1’écoulement étudié. Pour cet écoulement, il est facile de voir et de comprendre
I'interaction entre la fonction d’adaptation G” ou F”, la métrique et le maillage. Par contre,
pour un écoulement arbitraire il serait difficile de faire la part des choses. Pour ces raisons,

nous préférons adopter une autre approche, soit 'intersection de métrique.

Intersection de métriques : La section 2.6 explique les détails du calcul de I'intersection
de deux métriques. Ici, nous utilisons l'intersection des trois M,,, M, et M, correspon-
dantes aux trois variables dépendantes de 1’écoulement. L’intersection se fait alors en deux
étapes. La premiere consiste en l'intersection des métriques de vitesses. Ensuite, nous cal-
culons l'intersection de la métrique résultante et de la métrique de pression. Il faut porter
une attention particuliere au fait que l'algorithme d’intersection implique 'inversion d’une

des deux métriques lors du calcul. Par exemple, dans ’écoulement qui nous intéresse, les
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b)

FIGURE 3.14 Maillages adaptés selon a) la métrique Mg et b) la métrique obtenue de I'in-
tersection des métriques M, M, et M,

métriques M, et M,, sont théoriquement nulles, et en pratique ont des valeurs tres petites.
Leur inversion peut s’avérer hasardeuse si l'algorithme de calcul de la métrique ne garantit
pas un déterminant différent de zéro de la métrique.

L’intersection des métriques théoriques de vitesses meéne a une matrice N nulle, dont les
vecteurs propres restent indéterminés. En pratique, la matrice N ne sera jamais nulle puisque
les métriques ont toujours un déterminant différent de zéro. Par conséquent, leur produit est
toujours différent de zéro. Par contre, les coefficients de la matrice AN peuvent étre tres petits,
mais les vecteurs propres de la matrice seront toujours définis. La métrique finale de cette
intersection pour cet écoulement correspond a la métrique M,, puisque les valeurs propres

maximales sont celles de M, :
M= M, NM,)NM, =M,

La figure 3.14 b) montre une partie du maillage anisotrope obtenu. Les éléments sont tous
étirés et orientés de la méme maniere, comme nous devons nous y attendre pour un écoulement
de Poiseuille.

Pour cet écoulement, il est évident que 'intersection de métriques conduit a une métrique
produisant un maillage qui respecte le comportement réel de 1’écoulement. Les métriques
de fonctions d’adaptation se basant sur la norme de la vitesse et sur 1’énergie interne ne
représentent pas de bonnes stratégies de calcul de métrique selon ce que nous venons d’expo-
ser. Il s’agissait ici d’'un écoulement tres simple. Le prochain exemple nous permet de mettre
a I'épreuve notre choix de stratégie de calcul de métrique sur un écoulement beaucoup plus

complexe.



75

3.2.2 Cavité carrée entrainée

La cavité carrée entrainée est un probleme classique dans la comparaison de méthodes
numériques. C’est un écoulement relativement complexe lorsque le nombre de Reynolds aug-
mente. Il apparait alors des zones de recirculation qui interagissent avec les zones de couche
limite. Il y aussi des changements importants de direction de I’écoulement, et aucune des
composantes de vitesse ne peut étre négligée.

La figure 3.15 présente le domaine qui est simulé. Le nombre de Reynolds est fixé a
1600. Il s’agit d'un domaine carré de dimension unitaire, dont la frontiere supérieure est
entrainée par une vitesse horizontale u unitaire vers la droite. Les conditions aux limites sur
les autres frontieres imposent une vitesse nulle pour le fluide. Nous imposons une condition
de vitesse horizontale libre sur une petite section dans la partie supérieure des frontieres
verticales gauche et droite. Cela permet premierement d’éviter une singularité au niveau de
la vitesse u, mais aussi de fixer naturellement le niveau de pression, puisqu’il s’agit alors d’un
écoulement de type ouvert. Un autre aspect intéressant de cet écoulement est justement la
pression, qui présente deux singularités dans les coins supérieurs. Le choix de la stratégie de
calcul de la métrique est important dans ce genre situation o1 une des variables présente une

singularité, comme il est présenté dans ce qui suit.

Y
I
i u=1 v=0 I
i T T ——
k_l ‘___________:::=_.]
| I
\ I
\ ‘ I
\ ‘ | u=libre |
\ 1 0.005! -0 I
v ALI v= !
o Vo I |
v !
Il \ :
E \ |
I 10 [T\ |
S s \L ______________ J
I * qux 2 coins supérieurs
S
1.0
X
———>
u=v=_0

FI1GURE 3.15 Cavité carrée entrainée : géométrie et conditions aux limites

Calcul de la métrique

Contrairement a ’écoulement de Poiseuille, les deux composantes de vitesse ont des contri-

butions du méme ordre. Il est alors impossible de négliger une de ces composantes lors de
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I’adaptation de maillage. La pression aussi ne peut étre completement négligée. Les sin-
gularités de pression aux coins supérieurs sont un facteur important dans la résolution du
probleme. A titre d’exemple et de base de comparaison, nous pouvons observer un maillage
isotrope obtenu pour ce probleme a la figure 3.16. C’est la zone de la frontiere supérieure
ol sont majoritairement concentrés les noeuds. Nous y observons une sorte de couche limite
le long de la partie centrale de la frontiere, et les deux singularités qui agissent comme des
points d’attraction sur les nocuds du maillage. Les lignes de courant permettent de com-
prendre et de voir le mouvement général du fluide, les couches limites aux parois et les zones

de recirculation dans les coins inférieurs de la cavité.
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FIGURE 3.16 Cavité carrée entrainée : R, = 1600

Nous voulons comparer dans cette section les maillages obtenus de trois stratégies de
calcul de métrique. La premiere stratégie consiste a évaluer le champ scalaire de la norme
de la vitesse afin d’obtenir la métrique modifiée de la norme des vitesses M g*. La deuxieme
passe par l'intersection des métriques de vitesse pour obtenir la métrique M 4. La derniere

métrique M p s’obtient de I'intersection de la métrique M 4 et de la métrique de pression.

Métrique Mpx :  Les commentaires faits pour I’écoulement de Poiseuille sur cette stratégie
de calcul de la métrique sont toujours aussi pertinents ici. Les conditions aux limites im-
posent une vitesse nulle aux parois et engendrent donc certains problemes lors du calcul de la
métrique. De plus, la vitesse est presque nulle au centre du tourbillon principal et des deux
zones de recirculation secondaires. Le calcul de la métrique, comme exposé dans la section
précédente, est donc impossible. Par contre, nous pouvons évaluer les dérivées secondes du

champ scalaire de la fonction F'(x,y). C’est cette technique qui est utilisée dans beaucoup de



77

travaux en adaptation de maillages anisotropes pour les écoulements de Navier-Stokes. Nous
noterons cette stratégie de calcul de métrique par Mg, pour ne pas le confondre avec celle

exposée a la section précédente.

Métrique M, : Cette stratégie ne fait intervenir que les métriques de vitesse, ce qui nous
permettra d’évaluer 'impact de la métrique pression et des singularités sur la génération du

maillage. La métrique se calcule donc comme suit :
M=M,NM,

Le choix de la norme de calcul de la métrique joue aussi un role important. Elle permet de
concentrer plus ou moins les nceuds dans les zones de fort gradient. Nous cherchons la norme
qui permettra d’atteindre le plus bas niveau d’erreur pour un certain nombre de noeuds. Le
tableau 3.1 montre la variation de l'estimation de ’erreur en norme énergie en fonction de la

norme de calcul de la métrique. Les maillages pour ces différentes normes ont été construits

’ Norme L, \ Erreur ‘

Ly 1.06708
L, 0.631293
Lo 0,331406

TABLEAU 3.1 Erreur énergie selon la norme L, de calcul de la métrique

par le biais de métriques calculées par l'intersection des métriques M, et M,, et chacun
des maillages obtenus compte environ 6000 noeuds. La meilleure norme pour ce probleme, et
selon I'estimation d’erreur en norme énergie, est la norme L. Cette norme concentre un peu
plus les nceuds sur les singularités et permet donc d’obtenir une meilleure précision pour les

vitesses et en pression dans ces régions.

Métrique Mp : Cette derniere métrique s’obtient de l'intersection de la métrique M4 et
de la métrique pression. Il s’agit en fait du méme calcul de métrique utilisé par ’écoulement
de Poiseuille. Nous nous basons sur les résultats préliminaires de la métrique pour choisir
la norme de calcul de la métrique, soit la norme L. Cette métrique devrait encore plus

concentrer les noeuds sur les singularités en pression.

Adaptations et résultats

Les quatre séries d’adaptation commencent toutes par le méme maillage isotrope qui

compte environ 3000 noeuds. La figure 3.18 présente les quatre maillages obtenus apres
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quelques boucles d’adaptation. Nous pouvons premierement voir que les quatre maillages se
distinguent les uns des autres par la distribution des noeuds sur le domaine. Les trois premiers
maillages concentrent beaucoup moins les nceuds au centre du tourbillon principal compa-
rativement au dernier maillage. Les vitesses sont relativement petites a cet endroit, mais
surtout leur variation est constante. Nous pouvons d’ailleurs I'observer sur les graphiques
3.17a), b) qui présentent les coupes des vitesses horizontale et verticale. Entre les zones de
couches limites pres des parois, les vitesses varient presque linéairement. Les éléments n’ont
donc pas besoin d’étre si concentrés comme ils le sont pour le maillage M pg,. Pour ce der-
nier, les éléments sont méme étirés et orientés vers le centre du tourbillon. Cette métrique
concentre les noeuds au mauvais endroit et le maillage obtenu ne semble pas correspondre a

I’écoulement.

Coupe vitesse horizontale u, x =0.5 Coupe vitesse verticale v, y = 0.5
1
0.5 R
= >
2 2
[ i of ]
> >
-0.5
_1 Il Il Il Il _1 Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Position en y Position en x

F1GURE 3.17 Coupes de vitesses horizontales et verticales

Les maillages des métriques M 4 et M g semblent identiques, par contre le maillage de la
métrique M p compte presque 3000 nceuds de plus que 'autre maillage. Pourtant le nombre
de noeuds N demandé est le méme lors du calcul des deux ou trois métriques de base, soit
les métriques M,,, M, et M, qui interviennent dans le calcul des métriques M4 et Mp.

Cette différence importante du nombre de nceuds s’explique par 'intersection des mé-
triques. Premierement, les métriques de base distribuent les nceuds de trois manieres bien
différentes, puisqu’elles tiennent compte respectivement d’une seule variable de 1’écoulement.
Les nombres nceuds résultants, N,, N, et N,, de chacune de ces métriques de bases sont
donc tous un peu différents. Deuxiemement, 'intersection des métriques favorise les valeurs
propres maximales 2, soit les plus petites tailles. Ainsi, le nombre de nceuds de la métrique
obtenue de l'intersection est donc plus grand ou égal au nombre de nceuds de la métrique de

base comptant le plus de nceuds, et plus petit ou égal au total des nombres de noeuds des

2. Voir la section 2.6 pour plus de détails
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horizontale M,,. Par conséquent, le nombre de noeuds résultant est approximativement celui
de la métrique M,. Par contre, pour un écoulement comme celui de la cavité carrée en-
trainée tel que défini dans cette section, les trois métriques de bases semblent avoir chacune
une incidence marquée sur la métrique résultante. Si nous nous fions au nombre de nceuds
des maillages obtenus des métriques M4 et M p, les trois métriques apportent sensiblement

le méme nombre de noeuds au maillage résultant, tel que résumé dans le tableau qui suit.

Nombre de nceuds demandé N = 3000
Nombre de nceuds maillage M 4 N4 ~ 6000"
Nombre de nceuds maillage Mp Np =~ 9000~

Estimation du nombre de noeuds de M,, | N, ~ 3000*
Estimation du nombre de noeuds de M, | N, =~ 3000
Estimation du nombre de nceuds de M,, | N, ~ 3000~

TABLEAU 3.2 Estimation de la contribution des métriques au nombre total de nceuds du
maillage

Nous basons ces estimations sur 1'analyse de 1’écoulement et des maillages. Si nous ob-
servons attentivement les maillages b) et ¢) de la figure 3.18 en omettant les zones des deux
singularités, ils sont pratiquement identiques en terme de distribution et de concentration
de nceuds, ainsi qu’en termes d’étirement et d’orientation des éléments. De plus, la pression
est relativement constante et réguliere sur le domaine, sauf au niveau des deux singularités,
comme nous pouvons l'observer a la figure 3.19¢). Les vitesses varient beaucoup plus et
présentent plusieurs zones de couches limites. Donc, la métrique pression concentre la ma-
jorité des noeuds sur les deux singularités, et le reste du domaine est pris en charge par les

métriques de vitesses. C’est pour cette raison que les deux maillages semblent identiques.

a) ‘ b) c)

Vitesse U Vitesse V Pression

] ] '
-0.35 -0.06 0.22 0.51 0.81 1.09 | -0.61 -0.41 -0.22 -0.03 0.15 0.34 | -58.2 -33.0 -7.83 17.3 425 67.7

F1GURE 3.19 Cavité carrée : vitesse U, vitesse V et pression P

Par contre si nous observons le gros plan fait sur une des singularités nous pouvons y
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voir une différence, comme le montre la figure 3.20 qui présente les deux maillages agrandis
environ 4000 fois. Sans surprise, le maillage obtenu de la métrique M g concentre beaucoup
plus les nceuds au niveau des singularités de pression. Sur ce dernier maillage, nous observons

une densité de nceuds beaucoup plus élevée au niveau du noyau de la singularité.
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F1GURE 3.20 Gros plan des maillages sur la singularité de pression a droite du domaine

D’autre part, la figure 3.21 présente 1’évolution des valeurs limites de la solution de pres-
sion par rapport au nombre de noeuds du maillage. Les valeurs limites des maillages de la
métrique M p sont constantes d’un maillage a I’autre. Pourtant, nous devrions nous attendre
a ce que ces valeurs limites ne cessent d’augmenter (diminuer) vers une valeur infinie, comme
c’est le cas pour les maillages de la métrique M 4. Or la métrique pression impose une taille
d’élément autour des singularités sous la limite de précision du mailleur. Le mailleur étant
en simple précision, il limite ainsi la taille minimale des éléments pouvant étre générés.

Finalement, si nous examinons I’évolution de ’erreur en fonction du nombre de noeuds
sur le graphique 3.22, nous voyons a quel point le maillage obtenu de la métrique Mg, ne
performe pas aussi bien que les autres. L’erreur sur ce maillage est méme supérieure a celle
du maillage isotrope. Cette stratégie de calcul de la métrique s’avere donc un tres mauvais
choix, et ne devrait pas étre utilisée. Les maillages des deux métriques intersection offrent des
performances similaires. Toutefois, la métrique M 4 est 1égerement meilleure et offre 'erreur
la plus basse des quatre types de maillages. En comparaison avec le maillage isotrope, le
maillage anisotrope M 4 permet d’obtenir le méme niveau d’erreur avec environ 4 fois moins
de nceeuds. C’est un tres bon ratio compte tenu du caractere de ’écoulement qui n’est pas
particulierement anisotrope.

Les deux stratégies sont pour ainsi dire équivalentes; la premiere permet d’obtenir une
meilleure précision sur les vitesses tout en exhibant une tres bonne définition de la pression

en général, tandis que la deuxiéme permet d’obtenir une meilleure précision en pression,
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Valeurs limites de la solution de pression
au niveau des singularités

80 ———— ——
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[-»
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40 + gauche Mg ------ i
-60 NN Y SR VR by o

1000 10000 100000 1e+006

Nombre de noeuds

FIGURE 3.21 Valeurs limites de pression

surtout pour les variations extrémes de pression, tout en garantissant une bonne définition
du champ de vitesse. Si le critere principal de sélection est 1’estimation d’erreur en norme
énergie, le meilleur choix de stratégie de calcul de métrique pour ce type d’écoulement s’avere
donc la métrique M 4. La métrique Mg n’est pas un mauvais choix pour autant, puisqu’elle
performe presque aussi bien que la métrique M 4. Nous recommandons son utilisation pour
des écoulements ayant de fortes variations de pression et exigeant une tres bonne précision

en pression.



Estimation de I’erreur en norme énergie
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FIGURE 3.22 Cavité carrée
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entrainée : erreur en fonction du nombre de noeuds
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3.3 Ecoulement axisymétrique

Dans cette section nous introduisons I’adaptation de maillages anisotropes pour les écou-
lements axisymétriques en régime stationnaire modélisés par les équations de Navier-Stokes.
Nous exposons dans un premier temps les quelques différences entre I’adaptation de maillages
pour les écoulements 2D et les écoulements axisymétriques. Nous présentons par la suite une
série de simulations qui étudie I’écoulement du sang dans un tube ayant les caractéristiques
typiques de différents équipements médicaux. Ces simulations permettent d’évaluer et de

prédire les dommages causés aux globules rouges du sang par ces équipements.

3.3.1 Rappels

Rappelons dans un premier temps quelques notions sur les écoulements axisymétriques.
Ce sont des écoulements en 3 dimensions qui sont symétriques par rapport a un axe de
rotation définissant le centre du domaine. Ils sont définis en coordonnées cylindriques r, z, 6.

La géométrie, les conditions limites et 1’écoulement sont tous indépendants de l'angle 6.

9
90

ce type d’écoulement. Le probleme tridimensionnel défini sur (r, z,0) se réduit donc a un

Ainsi, toutes les dérivées angulaires ainsi que la vitesse angulaire ug sont nulles pour

probleme bidimensionnel sur (r, 2).

Equations de Navier-Stokes

Pour un écoulement axisymétrique stationnaire de fluide newtonien, les équations de

Navier-Stokes s’écrivent comme suit :

ou, N 18(7‘ Uy)
0z r Or

ou, ou, op 10 [ Ou, Pu, u,
”(“TW*”Z az):W*“(;a(’”m)*aZz —r—z) (3:14)
ou., ou, op 10 [ Ou, 0%u,
P(“rﬁ*“z az) :‘a”(;a (’"w)* w)

Domaine et maillage

L’écoulement est défini selon les coordonnées cylindriques (r, z,6). Le domaine de calcul
est par contre défini sur le plan r-z, puisque la composante en 0 est nulle. La discrétisation
du domaine s’effectue donc de la méme maniere que pour un domaine bidimensionnel normal.

Le maillage est ainsi formé d’éléments triangulaires dans le plan r-z. Cependant, le domaine,
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malgré qu’il soit défini en deux dimensions, s’exprime en unités de volume :
dQ)=rdr dz

La composante r a une incidence dans ’évaluation des intégrales sur le domaine qui ap-

paraissent dans les différents calculs lors de la simulation et de l'adaptation de maillage.

b)

FIGURE 3.23 Ecoulement axisymétrique : coordonnées cylindriques, domaine et maillage

Estimation de ’erreur d’interpolation

Nous utilisons la norme énergie pour ’estimation de ’erreur d’interpolation de la solution.

Elle est définie comme suit :

ou\ 2 U 2 ou. \ 2 ou ou, \ 2
2 2 r _r z ! z
”'“’”E_/Qzu <2(ar) +2(r) +2<8z) +(92+ 3r))d9 (3.15)

ou d) = 27r dz dr df

L’estimation d’erreur tient donc compte de la position de 1’élément par rapport a ’axe de
révolution. Plus un élément est éloigné de ’axe, plus la contribution de son erreur locale a
I’erreur globale est importante. Cette contribution est proportionnelle au volume de ’anneau

généré par la révolution de I’élément autour de I'axe, tel qu'illustré a la figure 3.23b).
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3.3.2 Adaptation de maillages anisotropes

Le calcul de la métrique se fait globalement selon le méme algorithme que celui présenté
a la figure 2.11. Cependant, lors du calcul de la métrique, a plusieurs endroits nous calculons
une intégrale sur le domaine df). Nous examinons I'impact de la composante r dans le calcul
de la métrique optimale et lors de la reconstruction des dérivées secondes.

Métrique optimale

L’expression de la métrique optimale est définie par ’équation 2.61 :
Mope(r,2) = Dy det(|Hy(r, 2)) 5550 |H,(r, 2)

ou le terme Dy s’exprime comme suit :

Dy, = N (3.16)
Jo det(|Hy(r, 2)|) 2@ 0 dz dr

Ce terme est une constante qui agit sur 'ensemble des métriques du domaine. L’ajout de la
composante r dans I'intégrale vient seulement changer la valeur finale du Dy, et a donc la
méme influence que le nombre de noeuds N dans I'équation. Elle agit sur le nombre de nceuds
résultant du maillage adapté, et non pas sur la distribution ou la concentration des nceuds,
ou sur 'orientation des éléments ou sur leur étirement. Pour ces raisons nous considérons que
cette composante a un impact minime sur la métrique et 'omettons donc dans 1’évaluation

de l'intégrale lors du calcul du Dy, .

Reconstruction des dérivées secondes

Pour la reconstruction des dérivées secondes nécessaires au calcul du Hessien, nous avons
opté pour la formulation intégrale du systeme d’équations 2.67. Ce systeme s’écrit comme

suit pour un probleme axisymétrique :

[Jo, PP e = { [, PQui0} (3.17)

ou df) = rdrdz. Toutefois, nous n’avons pas utilisé cette expression du domaine élémentaire.
Tout comme pour le calcul de la métrique nous omettons la composante r dans les intégrales
du systeme d’équations et le domaine élémentaire est donc décrit par d{2 = drdz. C’est un
choix arbitraire basé sur la dimension du maillage qui est un maillage 2D. Les dérivées ainsi
obtenues expriment la courbure de la surface de la solution 2D dans le plan r-z. Le maillage

généré a l'aide de la métrique associée a ces dérivées s’ajuste donc a cette surface.



87

3.3.3 Simulation

Nous étudions dans cette section I’écoulement axisymétrique dans un embout qui a des
caractéristiques communes aux équipements médicaux dans lesquelles circule du sang, tels
des cathéters, canules, seringues, aiguilles hypodermiques, etc. L’écoulement dans cet embout
est caractérisé par des accélérations, décélérations et variations de contrainte de cisaillement
et de vitesse du fluide, qui contribuent toutes a la destruction des globules rouges dans le
sang (hémolyse). Le but d’une telle simulation est donc d’estimer et de prédire les dommages
causés au sang par ces équipements médicaux des les premieres étapes de design. Le niveau
de destruction de globules rouges est estimé par 'indice relatif d’hémolyse ( Relative Index of
Hemolysis (RIH)). Nous avons utilisé un modele d’hémolyse [23][19] basé sur I’évaluation des
contraintes de cisaillement induites dans le sang. Ce modele permet de remplacer 1’évaluation
des dommages faits au sang par I'intégration volumique sur le domaine d’une fonction dom-
mage. Le modele est bien adapté aux maillages non structurés et aux écoulements présentant

des zones de recirculation.

28.00
5.07125 10.00 36.00
cone .
étranglement
10°
¢ -r Expansion

/

R 1.50

, L
B R — ‘mdm\;bTJ¢L

b T ,

FIGURE 3.24 Dimensions de ’embout

Description du domaine et de I’écoulement

L’embout est composé de tubes de différents diametres et connecté a un cone et une ex-
pansion soudaine. Le modele adimensionnel de 'embout est présenté a la figure 3.24. Nous
modifions I’embout en incorporant un congé dont le rayon est de 0.05 de maniere a éliminer

I’aréte vive de I'expansion soudaine. Ce congé élimine la singularité en pression et cisaillement
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qui serait apparue si nous avions conservé I’embout original. Nous étudions deux configura-
tions qui dépendent de la direction de I’écoulement.

Les deux configurations sont étudiées pour cinq nombres de Reynolds (500, 2000, 3500,
5000 et 6500) basés sur le diametre de l'étranglement (le plus petit diametre), la vitesse
moyenne dans I'étranglement, la densité et la viscosité dynamique du sang. Les propriétés
moyennes du sang humain sont les suivantes :

— Densité : 1056kg/m?

— Viscosité dynamique : 0.0035Ns/m?

Expansion soudaine : La premiere configuration est notée SE en référence a I’expansion
soudaine (sudden expansion) qui la caractérise. Cette expansion soudaine se situe a la sortie

de I’étranglement. La fleche indique le sens de 1’écoulement.

FIGURE 3.25 Configuration expansion soudaine (SE)

Diffuseur conique : La deuxieme configuration est noté CD en référence au diffuseur

conique (conical diffuser).

F1GURE 3.26 Configuration diffuseur conique (CD)

Conditions limites : Nous imposons une vitesse nulle aux parois extérieures de ’embout
(u=v=0). A Dentrée nous imposons un profil de vitesse complétement développé. Ce profil

de vitesse parabolique s’exprime comme suit :

u(r) = a3 (1 - %) (3.18)

ou R est le rayon du tube a l'entrée et alpha prend une valeur de +1 en fonction de la
direction de ’écoulement (o = 1 pour la configuration SE et a = —1 pour la configuration
CD). Selon notre formulation variationnelle, les conditions a la sortie impliquent que nous

imposons une force de traction nulle sur le fluide selon la direction axiale.
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Adaptation de maillage

Nous choisissons la stratégie de calcul de la métrique selon les conclusions obtenues pour
les écoulements étudiés a la section 3.2. Le calcul du RIH nécessite un champ de vitesse le
plus précis possible, or selon les résultats obtenus pour la cavité carrée la métrique obtenue
de l'intersection des métriques de vitesse permet d’obtenir le meilleur champ de vitesse.
L’intersection des métriques de vitesse s’avere donc la stratégie la plus efficace dans cette

perspective.
M — Mur mMuz (319)

Norme de calcul de la métrique Pour ce qui est de la norme de calcul de la métrique,
toutes les simulations précédentes ont dévoilé le méme comportement. L’estimation de I’erreur
en norme énergie est toujours plus faible lorsque nous utilisons la norme L, pour le calcul de
la métrique. Donc nous utilisons cette norme pour le calcul des métriques dans les simulations

qui suivent.

Stratégie d’adaptation Nous voulons réaliser une étude de convergence de 'erreur en
fonction de la configuration de l’écoulement et du nombre de Reynolds. Nous amorcons
chaque série d’adaptation de maillage avec le méme maillage de départ. Pour chaque nombre
de noeuds cible, nous réalisons quatre fois la boucle d’adaptation de la figure 1.1. Ensuite,
le nombre de noeuds cible est doublé. Le tableau 3.3 présente les nombres de noeuds cible

utilisés pour les simulations.

’ Nombre de noeuds N ‘

5000
10000
20000
40000
80000

TABLEAU 3.3 Nombre de noeuds cibles N

Résultats

Les écoulements en configuration SE et CD sont bien différents. Pour la premiere configu-
ration, le fluide subit une accélération graduelle due au cone menant a I’étranglement, comme
le montre la figure 3.25. Nous observons une baisse de pression constante dans la partie co-

nique et ’étranglement. Une couche limite se développe dans I’étranglement et se transforme
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en jet a la sortie de I’expansion soudaine. L’écoulement est alors séparé en deux régimes; un
jet au centre du cylindre et une zone de recirculation qui I’entoure. Le jet est caractérisé par
une vitesse longitudinale u, pratiquement constante dans la direction z jusqu’a la sortie de
I’embout.

L’écoulement du diffuseur conique subit plutot une accélération tres rapide pres de 'entrée
de I’étranglement au niveau de la contraction soudaine, comme le montre la figure 3.26. La
pression diminue radicalement au méme endroit pour ensuite diminuer graduellement dans
I’étranglement. Il s’y développe une couche limite qui se transforme aussi en jet a la sortie de
I’étranglement. Nous observons le méme genre de recirculation au niveau du diffuseur conique
jusqu’a la sortie.

Les maillages obtenus pour ces écoulements sont donc tres différents. Nous concentrons
notre analyse des maillages et de I’écoulement sur la zone centrale de I’embout, soit la partie
conique, 'étranglement et I’expansion (contraction) soudaine, puisque c’est dans ces zones

que I’écoulement connait le plus de variations.
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a) Vitesse longitudinale

H\HH\H\HHH\\HH\HH\HH\H\H\HH\HH\H\HH\H\HH\HHHHHH‘Hm
-0.084967 0.059096 0.20316 0.34722 0.49129 0.63535 0.77941 1.0675 12116
b) Vitesse radiale
v
\H\HH\H\HH\HH\H\HH\H\HH\H\HH\HH\H\HH\H\HHHHHHHHH‘m
-0.13331 -0.11885 -0.10439 -0.089933 -0.075476 -0.061019 -0.046562 -0.032105 -0.017648 -0.0031905

¢) Pression

3

H\HH\HH\H\HH\H\HH\H\HH\H\HH\HH\H\HH\H\HH\HHHHHH‘Hm

-0.015242 0.073935 0.16311 0.25229 0.34146 0.43064 0.51982 0.60899 0.69817 0.78735

W T

F1GURE 3.27 Expansion soudaine : Iso-lignes vitesse et pression de la zone centrale, Re = 3500

a) Vitesse longitudinale

u
H\HH\HHH\H\HH\HHH\H\HH\HH\HHH\H\HHHH\HHHHHH‘HHHm
-1.3433 -1.1985 -1.0537 -0.90894 -0.76416 -0.61937 -0.47458 -0.3298 -0.18501 -0.040226
b) Vitesse radiale
v
H\HH\HHH\H\HH\HHH\H\HH\HH\HHH\H\HH\HHHHHHHH‘HHHm
-1.0359 -0.60537 -0.49773 -0.17483 -0.067194
¢) Pression
\éf\/HHHHH!H\ r’ﬂ%w\
,
H\HH\HHH\H\HH\HHH\H\HH\HH\HHH\H\HH\HHHHHHHH‘HHHm
-0.29161 -0.060452 0.055127 0.17071 0.28628 0.63302 0.7486

F1GURE 3.28 Diffuseur conique : Iso-lignes vitesse et pression de la zone centrale, Re = 3500
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Diffuseur conique : La figure 3.29 montre les zones du maillage qui nous intéressent pour
la configuration CD. Nous comparons trois maillages obtenus pour différents nombres de
Reynolds. L’intensité du jet, I’épaisseur de la couche limite et la zone de recirculation sont
toutes influencées par 'augmentation du nombre de Reynolds. La figure 3.30 montre un gros
plan du maillage de la zone centrale (zone a). Nous y voyons tres bien la différence d’épaisseur
de la couche limite dans I’étranglement selon la vitesse de 1’écoulement. Plus le nombre de
Reynolds est élevé plus la couche limite s’amincit. La vitesse u, varie de fagcon importante
sur une plus petite distance (épaisseur), ce qui augmente la densité de noeuds pres de la paroi

et la diminue autour de l'axe.

F1GURE 3.30 Diffuseur conique : maillages de la zone centrale a

La figure 3.31 montre un gros plan du maillage de la partie du diffuseur conique (zone b).
Nous pouvons y apprécier I’étirement des éléments dans la couche limite et le jet. Il y a une
zone entre le jet et la recirculation (r &~ 0.42) ou la densité du maillage diminue. La figure
3.32a) montre une coupe des vitesses longitudinales u, et radiales u, exactement a la fin
du diffuseur conique pour un nombre de Reynolds de 3500. La vitesse radiale est constante
tandis que le profil de vitesse longitudinale présente deux plateaux de vitesse séparés par
une zone de transition. La coupe des dérivées premieres de la vitesse longitudinale atteint
un maximum vers = 0.42. A cet endroit les dérivées secondes sont donc nulles (ou tres

petites), ce qui meéne a une densité plus faible du maillage. Finalement, apres la sortie de
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I’étranglement 1’étirement du maillage pres de ’axe semble augmenter ce qui traduit une

vitesse longitudinale presque constante dans le jet.

b) Re = 3500

——

—
| —

— Ligne de coupe (Figure 3.32)

¢) Re = 6500

FiGure 3.31 Diffuseur conique : maillages du diffuseur conique

Le maillage a l'entrée de I’étranglement (zone c) est montré a la figure 3.33. Le maillage
dévoile une couche limite secondaire sur la paroi verticale, et qui est en fait le début de
la couche limite principale dans I’étranglement. Nous pouvons aussi observer une zone de
recirculation pres de ’entrée sur la paroi de I’étranglement. La couche limite décolle de la
paroi en contournant le congé et recolle a la paroi un peu plus loin dans I’étranglement. Sur
les images a) et b) le point de recollement se trouve dans la zone du maillage moins dense sur
la paroi supérieure. Ce décollement entraine une recirculation secondaire dont la longueur

augmente et dont 1’épaisseur diminue lorsque le nombre de Reynolds augmente.
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Expansion soudaine : La figure 3.34 présente une découpe un peu différente de la section
centrale pour la configuration SE. Nous comparons ici trois maillages obtenus pour différents
nombres de Reynolds. La figure 3.35 présente la section centrale (zone a) des maillages
obtenus. Les maillages présentent des caractéristiques et une allure générale similaires aux
maillages de la configuration précédente. La couche limite, le jet et la zone de recirculation
sont influencés par le nombre de Reynolds de I’écoulement. Nous y voyons tres bien la dimi-
nution de I’épaisseur de la couche limite qui débute cette fois-ci dans la partie conique et se

termine a la sortie de I’étranglement.

b) Re = 3500

c) Re=6500

F1GURE 3.35 Expansion soudaine : maillages de la zone centrale

Le maillage a I'entrée de I’étranglement (zone b) est présenté a la figure 3.36. La différence
majeure par rapport a la configuration précédente est I’absence de recirculation secondaire
au niveau de 'entrée de I'étranglement pour un nombre de Reynolds faible. La recirculation
est toutefois présente pour les Re plus élevés, mais est beaucoup moins importante, puisque
la transition est beaucoup plus douce. Toute la zone conique en dehors de la couche limite
présente un maillage isotrope qui traduit une variation des vitesses dans les deux directions.
Nous pouvons d’ailleurs l'observer sur la figure 3.27 ou la vitesse u, subit une transition et
accélere dans la direction longitudinale dans la partie conique et ’étranglement. Tandis que
la vitesse u, varie dans les deux directions dans la partie conique.

La figure 3.37 montre en gros plan la sortie de I’étranglement (zone ¢) ot nous observons

le jet. Ce dernier se comporte sensiblement de la méme maniere que pour la configuration
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FI1GURE 3.36 Expansion soudaine : maillages a l'entrée de 1’étranglement

précédente. La présence d'une ligne de maillage moins dense entre le jet et la recirculation
principale s’explique de la méme maniere que pour le phénomene similaire observé pour la
configuration CD. Les dérivées secondes sur cette ligne sont presque nulles, ce qui a pour
effet de diminuer la densité du maillage a cet endroit. Finalement, I’étirement du maillage
augmente pres de ’axe, ce qui traduit ici aussi une vitesse longitudinale constante dans la

direction longitudinale.
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Convergence des solutions : La figure 3.38 présente les courbes de convergence des
solutions obtenues pour les configurations CD et SE et selon différents nombres de Reynolds.
L’ordonnée correspond a l'estimation de l’erreur en norme énergie et ’abscisse a la taille
caractéristique du maillage (h). Pour les maillages non structurés Akin [1] propose la taille

caractéristique suivante :

1

h =
Ni

(3.20)

ou N est le nombre de noeuds du maillage et d la dimension de calcul (d = 2 en 2 dimensions).

Erreur en norme energie

Erreur en norme energie
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F1GURE 3.38 Convergence de I'erreur

Nous pouvons donc observer sur cette figure le comportement presque asymptotique de
I'erreur par rapport a la taille caractéristique, et ce, méme pour les maillages comportant
moins de noeuds. Ce bon comportement s’explique par la double adaptation du maillage que
nous avons utilisée. Rappelons que ’adaptation se fait en deux étapes. La premiere consiste a
obtenir, pour un certain nombre de noeuds cible, un maillage se rapprochant de 1’état optimal
par une suite de quatre adaptations. La deuxieme étape consiste seulement a augmenter le
nombre de noeuds cible afin d’augmenter globalement la finesse du maillage. Les courbes de
la figure 3.38 présentent l'erreur des solutions calculées sur des maillages qui sont presque
optimaux, soit les maillages obtenus apres la premiere étape d’adaptation. Il est donc normal
d’observer un tel comportement de I'erreur face a la diminution de la taille caractéristique.

Le tableau 3.4 résume pour les différentes courbes les pentes m obtenues par régression
linéaire. Nous présentons dans ce méme tableau les coefficients R? de corrélation de dépen-
dance linéaire entre les deux variables, soit le logarithme de l'erreur et le logarithme de la

taille moyenne. Ce coefficient est une indication du degré de confiance de la relation linéaire
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] Nombre Re \ m SE \ R? SE \ m CD \ R? CD ‘
500 0.85474 | 0,99935 | 0.97228 | 0.99971
200 0.87570 | 0,99848 | 0.98384 | 0.99956
3500 0.91098 | 0,99848 | 0.96829 | 0.99986
5000 0.91803 | 0,99913 | 0.98466 | 0.99907
6500 0.95464 | 0,99976 | 0.97483 | 0.99929

TABLEAU 3.4 Pentes des courbes de convergence et degré de confiance

entre les deux variables. Un coefficient de 1 indique que cette relation décrit parfaitement le
comportement d’une variable en fonction de 'autre. Les coefficients qui sont présentés sont
tres pres de 1 ce qui nous indique que la pente de ces courbes décrit presque parfaitement la
relation entre les variables en jeu.

Selon les graphiques, les courbes de la configuration CD semblent tres pres de la droite
asymptotique, peu importe le nombre de Reynolds. Les valeurs des pentes et des coefficients
de corrélation confirment pour cette configuration que les courbes ont pratiquement atteint
le taux de convergence asymptotique.

La configuration SE présente des courbes ayant un comportement moins asymptotique.
Elles semblent étre soumises a une zone de transition des le début de la courbe qui leur
donne une forme de z tres allongé. Plus le nombre de Reynolds est élevé, plus le maillage doit
compter de noeuds afin d’atteindre la zone asymptotique de la courbe. Nous sommes ainsi en
mesure de comprendre pourquoi les valeurs de pente du tableau 3.4 sont moins bonnes pour
cette configuration. Les pentes augmentent et se rapprochent de la valeur théorique lorsque le
nombre de Reynolds augmente, contrairement a la configuration CD qui présente des pentes
plus stables. Ce comportement s’explique principalement par l'influence de la discontinuité
causée par l'aréte vive de la transition du convergent conique a l'entrée de 1’étranglement.
Nous n’avons pas éliminé cette discontinuité en ajoutant un congé, contrairement a celle de
I’expansion soudaine. Cette discontinuité influence beaucoup plus la solution en configuration
SE, puisque le fluide doit alors contourner ’aréte vive. Tandis que pour la configuration CD,
le fluide glisse sur la discontinuité, puisque sa vitesse longitudinale a cet endroit est tres
élevée.

Toutefois, le taux de convergence moins bon de la configuration SE n’exprime pas un
manque d’adaptation ou une mauvaise adaptation des maillages. Il s’agit plutot d’une mau-
vaise définition du domaine. En ajoutant un congé au bon endroit, les courbes auraient tres
certainement un comportement aussi bon que celui observé pour la configuration CD.

Le choix d’adapter le maillage par I'intersection des métriques de vitesse semble une bonne

stratégie. Les solutions de vitesse sont tres bien définies sur tout le domaine et les niveaux
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d’erreur obtenus sont excellents. Cependant, nous pouvons remarquer sur la figure 3.28¢) des
oscillations des isopressions en configuration CD dans la partie conique. Ces oscillations sont
directement reliées au maillage anisotrope tres allongé a cet endroit. Le maillage n’est pas
adapté en pression et ne permet possiblement pas une bonne définition de la pression sur tout
le domaine. Il serait donc nécessaire d’introduire la pression dans le calcul de la métrique
d’adaptation par l'intersection de la métrique de pression avec celle de l'intersection des

vitesses.

Indice relatif d’hémolyse : Le graphique qui suit montre I'indice relatif d’hémolyse (RIH)
en fonction du nombre de Reynolds pour les configurations SE et CD. Nous y voyons aussi
les courbes de régression de loi de puissance qui mettent de ’avant la forte corrélation qui
existe entre le RIH et le nombre de Reynolds de I’écoulement. Les coefficients de corrélation
R? pour les deux configurations témoignent du niveau de fidélité de ces corrélations de loi
de puissance. Le sens de I’écoulement a une certaine influence sur le niveau de dommage
fait au sang, puisque les corrélations ne sont pas les mémes pour les deux configurations.
Cependant, puisqu’il s’agit ici d’un indice relatif calculé par rapport a 'indice d’hémolyse a
Reynolds = 3500 pour chacune des configurations, il est donc difficile de comparer les deux
configurations. Toutefois, nous pouvons affirmer que la configuration CD semble plus sensible

a I’augmentation du nombre de Reynolds.

5,00
4,50

Conical Diffuser

4,00 r RIH = 6E-09 Re2317°
R2=0.9999
3,50

3,00 r
2,50

RIH

2,00 |
1,50 r

Sudden Expansion
RIH =3E-08 Re* 1189
| R2=0.9996

0,50

0,00 A
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Re

F1GURE 3.39 Indice relatif d’hémolyse en fonction du nombre de Reynolds
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3.4 Structures lagrangiennes cohérentes

Le comportement d’'un fluide dans un écoulement stationnaire en 2D est dévoilé par les
lignes de courants qui permettent d’identifier facilement les zones de recirculation et les zones
d’écoulement libre. L’analyse des écoulements instationnaires et/ou 3D est plus complexe.
Il n’existe que peu d’outils permettant l’analyse des régions de recirculation, de décollement
et de recollement de ce type d’écoulement. Les structures lagrangiennes cohérentes (SLC)
permettent de séparer les régions de 1’écoulement qui ont des dynamiques différentes et qui
ne se mélangent pas. Les SLC sont des lignes de trajectoire instantanées qui agissent comme
barrieres matérielles dans le fluide, ce qui permet de délimiter les zones caractérisant le com-
portement de 1’écoulement. Certaines méthodes d’analyse des mécanismes d'un écoulement
s’appuient ainsi sur l'identification des SLC.

Cette section se divise en trois parties principales. La premieére permet d’exposer une
méthode d’identification des SLC. Elle se base sur les exposants de Lyapunov et a été intro-
duite par Haller dans [25][26], et reprise plus récemment dans [50][51] afin d’étudier les struc-
tures dominantes dans un écoulement. Cette premiere partie est nécessaire a la compréhension
et permet d’introduire les contributions que nous apportons. Dans la seconde partie, nous
introduisons ’adaptation de grilles d’interpolation anisotropes. La méthode d’identification
des SLC utilise des grilles d’interpolations cartésiennes ou structurées. Elles présentent cer-
tains avantages en termes de rapidité de calcul, mais sont limitées en précision ce qui réduit la
qualité des SLC extraites. Les grilles anisotropes non structurées utilisent considérablement
moins de noeuds tout en augmentant la précision et la qualité des SLC extraites. Nous ap-
portons de plus quelques modifications et améliorations a la méthode d’identification, dont
une approche d’évaluation plus directe des exposants de Lyapunov. Finalement, la troisieme
partie nous permet de montrer 'efficacité des grilles d’interpolation anisotropes a partir d’un

champ de vitesse analytique.

3.4.1 Méthode d’identification des SLC

Afin d’identifier les SLC, nous faisons appel aux exposants de Lyapunov. En dynamique
des systemes, les exposants de Lyapunov permettent de quantifier le comportement asymp-
totique de la distance séparant deux particules initialement adjacentes. En mécanique des
fluides, ou les domaines de travail sont finis, nous utilisons une approche dite de Finite-Time

Lyapunov Exponent (FTLE), ott nous calculons les exposants de Lyapunov sur un temps fini.
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Exposant de Lyapunov - FTLE

Un systeme dynamique peut étre sensible aux petites perturbations de ses conditions
initiales, perturbations qui avec le temps peuvent devenir plus importantes. L’exposant de
Lyapunov mesure la sensibilité d’'un systeme dynamique, c’est-a-dire la vitesse a laquelle
les petites perturbations s’amplifient. Lorsque cet exposant est positif, le systeme est par-
ticulierement sensible aux petites variations de ses conditions initiales. S’il est négatif, les
variations de ses conditions initiales n’ont pas d’influence sur le systeme et les perturbations
sont amorties.

Prenons un champ de vitesse u(x,t) d'un écoulement. La fonction x(t) décrit la position
d’une particule dans ’écoulement en fonction du temps et s’obtient en résolvant les équations

aux dérivées ordinaires suivantes :
(1) = u(w, 1) = {u(@,1), v(a.1)} (3.21)

En intégrant cette expression sur l'intervalle de temps de ¢y a tg + T', nous obtenons la carte

de flot, ou plus simplement le flot, qui suit :

P (x0) = xx(ty) > (to + 1) (3.22)

to

Il décrit la position finale d’une particule au temps tg + 1" a partir de sa position initiale xg
au temps to. La figure 3.40 montre un point défini par le vecteur x;(ty) au temps initial .
Ce point emporté par le champ de vitesse apres un certain intervalle de temps 1" s’est déplacé
a la position x;(tg + 7"). Considérons un deuxieme point x,(?p) a une distance infinitésimale

de x1(tp) au temps tq :
Xo(to) = @1(to) + d(to) (3.23)
Apres le méme intervalle de temps 7', la position du deuxieme point est maintenant :
To(to+T)=a1(to+T)+6(to+7T) (3.24)

Le vecteur de séparation a la position finale peut s’exprimer en termes du flot comme suit :

8(to+T) = o2 (ma(to)) — ¢t (21(t0))

L R (3.25)
Gy (@1(to) + 0(t0)) — ¢y (x1(to))



b xty + 1)

FIGURE 3.40 Position des particules x; et x5 dans le temps

Un développement en séries de Taylor du premier terme du membre de droite donne :

L 00 T @it) 90 (@)

P (@1 (to) + O(to)) = P2 (w1 (t0)) e 9

ou d(ty) = {5:6 6y}.

Ce qui permet d’écrire le vecteur de séparation comme suit :

001y (@i (t) 00t (@i (t)

T ~
O(to+1T) B By

oy

La distance de séparation s’obtient en prenant la norme euclidienne de ce vecteur :

18(to + T)|| = (8(to + T), 8(to + T))=

_ [< 5(t0), d¢ig+z<§1<to>>*d¢ig+2 (21(w) 5(t0)>]

N[

ot nous définissons le tenseur de Cauchy-Green pour un temps fini par :

Ao () dgis T (4 (1))
N dx dx

S(Q’J, to, T)

oy

104

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

et ou *x désigne la transposée. La séparation entre les deux points est maximale lorsque

le vecteur de séparation initial est aligné avec le vecteur propre associé a la plus grande

valeur propre Ay, (S) du tenseur de déformation de Cauchy-Green. On le note alors §(ty) et
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I’équation 3.28 devient :

(S

16(to + T[] < [(8(t0), Amaz(S) 8(t0))]

_ (3.30)
S V Amax(S)Hé(tO)H
Nous définissons la forme exponentielle suivante :
exp”o @I = \ /X100 (S) (3.31)
ce qui nous permet d’exprimer le champ d’exposant de Lyapunov UtTO (x) comme suit :
In(Amaz (5))
T mazx
() = o (3.32)

Plus 'exposant de Lyapunov est élevé, plus le taux de séparation est élevé. Des particules,
a l'origine voisines, pourront étre séparées d’une distance importante apres un intervalle
de temps 7. Une petite valeur de 'exposant correspond donc a une région ou le taux de
séparation est faible. Les particules voisines dans ce cas risquent d’évoluer ensemble dans le

temps.

xot) .~ ()
J ’ x1(5) x:(2) . L
St D D w-D - D
T >0 T <0

FI1GURE 3.41 Temps d’intégration : T" < 0 les particules convergent 1'une vers 'autre, T > 0
les particules s’éloignent 1'une de I'autre

Nous avons exprimé le champ d’exposant de Lyapunov pour un temps fini 7. Ce temps
peut autant étre négatif que positif puisque nous avons considéré sa valeur absolue dans
I’équation 3.32. Cette différence de signe permet de localiser des dynamiques différentes
dans I’écoulement. Par exemple, un temps positif permet d’identifier le point de recollement
d’une zone de recirculation, tel qu’illustré a la figure 3.41. Les points initialement adjacents

s’éloignent 'un de l'autre avec le temps. Inversement, un temps négatif permet de localiser
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le point de décollement, puisque des particules éloignées au temps ¢ty — T se concentrent a

cet endroit au temps 2.

Algorithme d’évaluation du champ FTLE : Nous présentons a titre d’exemple 1’algo-
rithme de calcul du champ FTLE des références [50][51]. Nous présentons I’algorithme général

pour mettre en évidence les modifications que nous apportons a cette méthodologie.

1. Nous débutons par le calcul du flot sur une grille cartésienne. La trajectoire des par-
ticules est évaluée par un schéma d’intégration numérique (par exemple Runge-Kutta-

Fehlberg) a partir du champ de vitesse.

2. Une fois obtenue, la position finale de chaque particule nous permet d’évaluer le gradient
du flot a chaque nceud de la grille par différence finie. Le gradient est évalué a la position

initiale des particules, aux noeuds de la grille.

3. A partir des gradients nous calculons le tenseur de déformation de Cauchy-Green,
duquel nous extrayons la plus grande valeur propre en valeur absolue. Nous calculons

ensuite le champ FTLE par I'équation 3.32.

Les étapes 1 a 3 sont répétées afin d’obtenir une série de champs FTLE.

FIGURE 3.42 Exemple de champ de FTLE

En 2D, le champ FTLE obtenu peut étre considéré comme une surface. Un exemple de
surface correspondant a un champ FTLE est illustré a la figure 3.42. Cette surface présente
plusieurs zones de crétes et de sillons. Il est possible d’extraire les courbes correspondantes
aux maximums (minimums) de ces crétes (sillons). Les SLC en 2D sont représentées par des

courbes matérielles et correspondent a certaines de ces courbes de créte de la surface du
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champ FTLE. La section qui suit présente une méthode permettant d’identifier et d’extraire
les SLC a partir du champ FTLE.

Identification des SLC

Nous reprenons la méthode d’identification de crétes correspondant aux SLC introduite
dans [50]. Nous débutons par un rappel sur la définition de courbure d’une surface et
définissons son role dans l'identification de crétes d’une surface. Ensuite nous présentons

la méthode d’identification des crétes et des conditions nécessaires a 'existence de SLC.

Courbure d’une surface : Soit une surface o(z!, 2?), telle qu'illustrée a la figure 3.43.
En un point P, nous pouvons définir un plan tangent a la surface par son vecteur normal.
Ce vecteur peut étre interprété comme un axe de rotation d’un plan perpendiculaire au plan
tangent. En faisant pivoter ce plan autour du vecteur normal, nous obtenons une série de
courbes issues de l'intersection du plan pivotant et de la surface. A chacune de ces courbes
est associée une valeur de courbure au point P. Les courbures principales correspondent aux
valeurs minimum et maximum de courbure. Les intersections de ces plans de courbure avec

le plan tangent définissent les directions principales au point P.

Vecteur normal

Plans de courbure

principale Point P

directions principales

FIGURE 3.43 Courbures principales d’une surface o(z!, 2?)

Les courbures principales définissent les taux de variations minimum et maximum de la
surface en un point, et les directions principales les directions dans lesquelles ces variations

ont lieu. Si nous prenons une surface quelconque notée o(x!, z?), nous pouvons définir les
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dérivées de cette surface selon les notations suivantes :

_ o _ 00
1= ozt 72 = 0x?
foktes foktes foktes
U st o12 = 0xlox? 722 = 0x20x2

A partir du vecteur position :
r(z', 2?) = {2 2% o(2', 2%}

nous définissons les trois vecteurs suivants :

or
a; = @ = {1 0 0'1}
or
as — @ = {O 1 0'2}
a| X as {—0'1 — 09 1}
a = = 1
lar x az|| (140} +03)>

ou les vecteurs a; et ay définissent la base covariante {a, as} du plan tangent. Il est possible
de démontrer que :

1. Le vecteur a,, est unitaire :
a, a, =1

2. Ce méme vecteur a, est normal au plan défini par la base covariante {a;,as} (ou la
base contravariante {a', a®}) :

da,,
ca, =0
oxe a

Cette dérivée s’exprime par un vecteur dans I'une des bases :

oa,,

ox® = Qna = _bo‘ﬁa’ﬁ

Nous obtenons alors le coefficient suivant :

—bag = Qne " Ap
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3. Les coefficients b, g représentent les composantes du tenseur de courbure.

Soit ’expression :

[N

a, F={-0y —09 1} ou F=(1+0}+05)

La dérivée de cette expression s’écrit :

oF
anaF_’_an%:{_o-la — 02¢ O}

Expression a laquelle nous appliquons le produit scalaire suivant :

oF
Qno-ag F+ a, a3 — ={—014 —02,0}-ap
—_——— ~—— Oz%

] (,vecteurs L

Nous obtenons finalement :

_ {Ula 02 0}'&5

bas -
Soit :
O11 021
by = — by = —
11 i 12 Ia
012 022
by = — byy = —=
21 i 22 Ia
foaded foaded
B — bll b12 _ l 89018:1:1 8x18x2
o b b - feadel &%a
21 22 011012 0x20T2
HT H B, oo
B = T = 7 (puisqu’il s’agit d’'un tenseur symétrique)

ou B représente le tenseur de courbure et H la matrice hessienne.

Le tenseur de courbure peut donc étre représenté par la matrice hessienne. Les courbures
et directions principales correspondent respectivement aux valeurs propres et vecteurs propres
du tenseur de courbure, qui sont donc liées aux valeurs propres de la matrice hessienne par

les relations suivantes :

)\min|
Amin|B = I3 e

)\ma:c|
Amazlg = TH

et associées aux meémes vecteurs propres.
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Gradient d’une surface : Le vecteur gradient de la surface donne aussi une information

importante. Ce vecteur correspond aux dérivées premieres de la surface :

o { do o } 3.3

dr! Oa?

Ce vecteur pointe dans la direction de variation maximale de la surface. Nous pouvons donc
facilement repérer les maximums et minimums locaux par inspection du champ vectoriel
de Vo. L’identification des crétes tire avantage de cette information. Les crétes (sillons)
correspondent en fait & une série de maximums (minimums) locaux dans la direction de
courbure maximale. Donc, en un point positionné sur une ligne de créte (sillon), la composante
du vecteur gradient est nulle dans la direction de courbure maximale, et la composante dans
l'autre direction n’est pas nécessairement nulle. Sur une ligne de créte (sillon), le vecteur

gradient peut donc prendre deux formes :
1. Si ||Vo| # 0, alors Vo est perpendiculaire a la direction de courbure maximale

2. Si ||Vo|| = 0, alors les deux composantes du vecteur sont nulles, il s’agit d'un extremum

local.

Fonction test : Nous introduisons une fonction test F'(x,y) qui exploite ces propriétés
pour identifier les crétes et les sillons. Nous définissons cette fonction par le produit scalaire
du vecteur gradient et du vecteur propre v,,,, associé a la valeur propre la plus grande en

valeur absolue :
F(z,y) = Vo - Vpas (3.34)

La fonction F'(z,y) est nulle lorsque le vecteur Vo est perpendiculaire & v,,,, ou lorsque 1'un
des deux vecteurs est nul. Dans cette derniere éventualité, seul le vecteur Vo peut étre nul,
puisque les vecteurs propres sont toujours définis, méme si la matrice hessienne est nulle.

Nous obtenons ainsi une autre surface définie par la fonction test F'(x,y). Les courbes de
niveau ou F(x,y) = 0 correspondent aux lignes de créte et de sillons de la surface. Le signe
de la valeur propre associée a la direction de courbure maximale nous indique s’il s’agit d’un
maximum (créte) ou d’un minimum (sillons) local :

— Si Mpae < 0, alors il s’agit d’un maximum local, donc une créte.

— Si Apae > 0, alors il s’agit d’'un minimum local, donc un sillon.

Il y a évidemment un cas particulier, celui ot [Ayaz| = [Amin|- I y a dans cette situation
deux directions de courbure maximale. La zone de la surface oli nous rencontrons ce genre

de situation ne présente pas réellement de lignes de créte ou de sillon. La surface n’a pas un
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comportement anisotrope ou directionnel, comme lorsqu’il y a une ligne de créte ou de sillon.
En pratique, si nous rencontrons ce genre de surface, il est presque impossible d’obtenir des
valeurs propres exactement de méme valeur a cause des erreurs numériques introduites par les
méthodes de reconstruction de dérivées secondes. Les valeurs propres sont alors presque égales
(| Mmaz| = [Aminl), ce qui se traduit par un phénomene qui s’apparente a du bruit. Le modele
analytique qui est étudié a la section 3.4.3 illustre bien ce phénomene. Les courbes extraites
présentent alors un comportement un peu chaotique. Cependant, les SLC qui présentent un
intérét correspondent aux zones du champ FTLE qui sont tres anisotropes. Donc, il n'y a

généralement pas d’ambiguité par rapport a la direction principale.

Tenseur de déformation de Cauchy-Green : Le tenseur de déformation de Cauchy-

Green s’exprime comme suit :

_ Aoy (@a(to))” deig ™ (a1 (o)) (3.35)

to, T
S(@, t0, T) dx dx

Ce tenseur symétrique défini positif décrit la déformation subie localement par les particules
fluides dans un écoulement. Les vecteurs propres du tenseur correspondent aux directions
de déformations et les valeurs propres sont les amplitudes de ces déformations. Le signe du
logarithme de la valeur propre indique le type de déformation dans la direction associée :

— SiIn()\;) > 0, alors les particules tendent a s’éloigner

— Si In(\;) < 0, alors les particules tendent & se rapprocher
Or les structures (SLC) de ’écoulement qui nous intéressent sont celles ot I'ensemble de
particules est étiré dans la direction parallele a la courbe SLC, et compressé dans 'autre
direction, celle perpendiculaire a la courbe SLC. Elles existent si les trajectoires associées
sont de type hyperbolique [50][58]. Pour garantir cette propriété, le champ FTLE & proximité

des SLC doit respecter la condition suivante :
Omin = N(Apin(9)) < 0 < In( Mz (S)) = Omas (3.36)

Cette condition a été introduite dans [28], et garantit aussi l'existence mathématique des
dérivées du champ FTLE.

Grilles d’interpolation cartésiennes

A partir d'une solution numérique ou par une approche expérimentale, il est possible
d’obtenir un champ de vitesse u(x,t) en fonction de la position et du temps, et de générer le

champ FTLE. Les méthodes expérimentales telles que la PIV (Particule Image Velocimetry)
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font 'acquisition du champ de vitesse sur des grilles cartésiennes servant aussi a interpoler
les vitesses lors du calcul du champ FTLE. Les méthodes actuelles d’identification de SLC
préferent utiliser ces grilles structurées méme dans le cas ou le champ de vitesse a été généré
numériquement sur un maillage non structuré. Les vitesses sont alors interpolées sur une
grille structurée a cause de la rapidité et de la simplicité des techniques de différences finies
lors de I'évaluation des dérivées nécessaires aux calculs du champ FTLE et a I'identification
des SLC.

Ces grilles structurées d’interpolation sont isotropes et de tailles constantes sur le domaine.
La précision et la définition des SLC extraites sont directement reliées a la finesse de la grille.
Les SLC sont des structures tres effilées lorsque le temps d’intégration est grand. Pour bien
les identifier, les éléments doivent étre aussi fins que 1’épaisseur de la structure elle-méme.
Afin d’augmenter la résolution, la technique de subdivision est parfois utilisée. C’est-a-dire
que nous subdivisons les éléments jugés trop grands en plus petits éléments. Cette technique
n’est toutefois pas totalement automatique et peut s’avérer cotteuse. Il est aussi parfois
difficile de cibler exactement les zones nécessitant une résolution accrue. Nous augmentons
alors la résolution générale de la grille d’interpolation. La figure 3.44 montre un exemple de
raffinements successifs pour améliorer la précision du champ FTLE. Les figures sont tirées
de larticle de Vetel [57]; la premiere image comporte environ 2000 éléments, la deuxieme
20000 éléments et la derniere 200 000 éléments. Dans le cas présent, la finesse de la grille est
augmentée globalement, méme dans les régions qui ne requierent pas autant de précision. Le
nombre de nceuds nécessaires augmente lorsque nous tentons d’obtenir une bonne définition
des structures, surtout pour les temps d’intégration élevés. Le champ de FTLE présente alors
des détails fins et précis qui nécessitent une taille tres petite des éléments dans la direction

perpendiculaire aux SLC.

(Ax, A/ 1,Tx 1 (Ax, A/ 4, Tx 1 (Ax,Ay)/ 16, T x 4

= L da

FI1GURE 3.44 Exemple de champs FTLE pour différentes résolutions et intervalles de temps
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3.4.2 Grilles d’interpolation anisotropes

Nous proposons d’adapter les grilles d’interpolation au champ FTLE afin d’augmenter la
résolution dans les zones ou apparaissent les SLC et de la diminuer dans les zones sans intérét.
Le caractere anisotrope des SLC se préte tres bien a I'utilisation de maillages anisotropes. En
éléments finis, nous utilisons la courbure d’une surface pour générer une métrique qui permet
d’obtenir un maillage anisotrope améliorant la précision de I’approximation de la surface. Ici,
nous utilisons la surface du champ de FTLE pour générer une métrique servant a I’adaptation
de la grille d’interpolation. Par contre, il s’avere nécessaire de troquer les grilles structurées
pour des grilles non structurées dont les éléments sont triangulaires. Nous perdons donc un
certain avantage au niveau du calcul des dérivées, puisque les techniques de différences finies
doivent étre abandonnées au profit d’'une méthode de projection pour reconstruire les dérivées

secondes requises pour évaluer la courbure du champ FTLE.

Evaluation du champ FTLE

Certaines modifications doivent donc étre apportées a I’algorithme d’évaluation du champ
FTLE. Nous ne pouvons utiliser la méthode de différences finies pour évaluer les gradients du
flot, puisque nous utilisons une grille non structurée. Les méthodes de projection utilisées pour
I’estimation d’erreur en simulation par éléments finis permettent d’obtenir une approximation
équivalente des dérivées sur des maillages non structurés. Ces méthodes ne sont toutefois pas
tres précises lorsque les maillages sont grossiers. Elles sont aussi relativement lourdes en
termes de calcul et ont tendance a lisser le champ de FTLE obtenu, ce qui réduit la précision
de la position et la définition des structures a capturer. Dans ce qui suit, nous proposons une

approche plus directe et plus précise d’évaluation des gradients.

Evaluation directe des gradients du flot : A partir d’'un champ de vitesse :

u(z,y) = {u(r,y) v(z,y)} (3.37)

nous calculons le vecteur flot, que nous exprimons selon la notation suivante :

O (0) = P(t; to, 20, Y0) = {x(t; to, 20, Y0) @y (t;t0, To, Yo)} (3.38)

Au temps £ le vecteur flot correspond a la condition initiale :

@(to; o, 70, Yo) = {To Yo} (3.39)
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La position finale s’obtient en résolvant le systeme d’équations différentielles ordinaires sui-

vant :

d
d—gf(t; to, Zo, Yo) = w(Px(t; o, o, Yo), dy(t; to, o, Yo)) (3.40)

soumis a la condition initiale ¢(to; o, Zo,%0) = {To Yo} et ou t € [ty, T]. Le vecteur vitesse
est interpolé sur la trajectoire ¢(t;t, zo, o) & chaque pas de temps.

Le calcul du tenseur de déformation nécessite I’évaluation des gradients suivants :

9¢
8:1:0

dp { .
—(T'; ty, xo, = T, o,
ayo( 0, L0 yo) 3yo( 0; Lo yo)

96, 99,
8 8$0
99 9¢y

a—yO(T; to, Zo, yo)}

(T to, 20, Y0) = { (T; to, o, Yo) (T toﬂfo,yo)}

(3.41)

ou ¢(T';to, xo,yo) est obtenue de la résolution du systeme d’'EDO 3.40.

L’algorithme proposé dans [50] utilise alors une méthode de différences finies afin d’obtenir
les gradients a partir du champ de ¢(T'; tg, o, o). Nous pouvons toutefois modifier le systeme
EDO 3.40 de facon a obtenir directement ces gradients. Premierement, nous prenons avantage

de la relation suivante qui permet d’intervertir les dérivées :

d 9¢
dt 9z,

9 de

axo dt (t t07 Zo, yO) (342>

(t tOu Zo, ?JO)

Ce qui conduit aux systemes d’équations différentielles ordinaires suivants :

d d¢ Ou O, dudgy
dt@ (t t07'r07y0) 8.17 8 (t t0a$07y0) + ay 8:170 (t7t07m0ay0) (343>

avec la condition initiale :

O¢

a (to,to,xo,yo) = {1 0} (344)

De méme, nous écrivons :

d 0¢ ou 0¢, ou 09,
—— (1 = —— (%t ——=(t;t 4
dt 8y0( ; Lo, Zo, yO) Y ( y L0y :L‘[))y()) + y Oy ( ; Lo, Lo, yO) (3 5)

avec la condition initiale :

o¢

ay (t07t07m07y0) - {0 1} (346)
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y i OuOu S
ou t € [ty,T]. Les deux systémes sont liés par les dérivées — et — qui sont évaluées sur

ox oy

les trajectoires ¢(t;tg, To, yo) & chaque pas de temps. Nous utilisons un schéma Runge-Kutta

d’ordre 5 pour la résolution des systemes qui mene aux gradients recherchés en 3.41.

Evaluation discréte de la fonction test F(z,y)

La fonction test F'(z,y) doit étre calculée sur 'ensemble des nceuds de la grille d’interpo-
lation. Il est rare que la fonction soit nulle en un noeud. Nous cherchons plutot le passage par
zéro de la fonction entre deux nceuds. La fonction test est évaluée aux extrémités de chaque
arete d’'un élément. Lorsqu’il y a changement de signe ou passage par zéro de la fonction
sur une aréte, nous estimons la position d’un point zéro par interpolation. Nous évaluons
ainsi la fonction test sur chacune des trois arétes de chaque élément de la grille. Lorsque
nous trouvons deux points sur un élément, nous créons une ligne (segment) qui permet de
générer une courbe SLC. Sur la figure 3.45, la courbe en pointillée représente une ligne de
créte théorique et les croix sont les points générés par interpolation linéaire pour estimer la

position de la ligne de créte. Les valeurs positives et négatives de la fonction test sont notées
F+ et F—.

FIGURE 3.45 Valeurs nodales de la fonction test.

L’évaluation de la fonction test présente toutefois une difficulté. Le sens des vecteurs
propres n’est pas unique. Un vecteur propre peut prendre I'un des deux sens opposés selon
I’algorithme qui est utilisé pour le calculer. Si entre deux nceuds les vecteurs propres n’ont
pas le méme sens, il y aura un passage par zéro artificiel de la fonction test, qui engendrera de
fausses lignes de créte. La figure 3.46 montre un exemple de vecteurs de sens opposés, mais
de mémes directions. Afin de contourner ce probléme, nous proposons 'algorithme suivant.

Les étapes sont illustrées a la figure 3.47.
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FIGURE 3.46 Vecteurs propres de sens opposés

1. Soit I'aréte formée des nceuds a et b et orientée selon le vecteur e. Dans un premier
temps, nous choisissons le sens du vecteur propre V.|, au point a de maniere a

obtenir :
<’Umaa:’a7 €> Z 0

Si ce produit scalaire est négatif, nous inversons le sens de V40 |a-

2. Dans un deuxiéme temps, nous choisissons le sens du vecteur propre v,q; |y au point b

de maniere a obtenir :

<’Umaz’a : vma:v|b> >0

Si le produit scalaire est négatif, nous changeons le sens du vecteur.

En choisissant de cette maniere le sens des vecteurs propres maximaux en nous basant sur

'orientation de l'aréte, nous évitons le passage artificiel par zéro de la fonction test F'(z,y).

3]

FIGURE 3.47 Etapes permettant le bon choix de sens des vecteurs propres par rapport a
I'orientation de I’aréte.
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3.4.3 Champ de vitesse analytique

Afin d’exposer notre méthode, nous utilisons un champ de vitesse analytique de double

tourbillon. La fonction de courant correspondante s’écrit comme suit :

W(z,y,t) = Asin(nf(z,t)) sin(my)

(3.47)
ou f(z,t) = esin(wt)z® + (1 — 2esin(wt))x

Les parametres ont les valeurs suivantes : A = 0.1, w = 0.27 et ¢ = 0.1. Le champ de vitesse

de cet écoulement est donné par :

u(t, z,y) = —g—q’yb = —m Asin(n f(x,t)) cos(my) (3.48)
v(t,z,y) = g—i =m Acos(mf(x,t)) sin(ﬂy)% (3.49)

et est représenté a la figure 3.48 a différents temps. L’écoulement présente deux tourbillons en
rotation opposée. La ligne de tangence séparant les deux tourbillons oscille périodiquement
de la position x ~ 0.9 a x =~ 1.1. Il s’agit d'un écoulement qui semble plutot simple a priori.
Par contre, les SLC extraits permettent de dévoiler des phénomenes qu’il est impossible
d’identifier en examinant le champ de vitesse ou les lignes de courant.

Dans ce qui suit, nous abordons deux types d’analyse. La premiere analyse se fait avec
différentes valeurs de l'intervalle d’intégration, soit de 7" = 0.1 a T = 10, pour un temps
physique fixe ¢ = 0.0, qui permet de montrer ’évolution des SLC par rapport au temps
d’intégration. Le deuxieme type d’analyse se fait avec un temps d’intégration fixe sur une
plage de temps physique allant de ¢ = 0.0 a ¢ = 10.0, soit la durée d'une période de
I’écoulement. Cette analyse met en lumiere ’évolution des différentes structures de 1’écoule-

ment sur une période complete.
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Analyse en temps d’intégration

Nous voulons montrer I'influence du temps d’intégration sur la définition des SLC. Pour
ce faire, nous utilisons une grille d’interpolation qui contient environ 8000 nceuds. La norme
de calcul de la métrique a beaucoup d’influence sur la grille d’interpolation générée. La
différence majeure entre l'adaptation de maillages éléments finis et 'adaptation de grilles
d’interpolation est justement le critere d’adaptation du maillage. En simulation numérique
c’est 'estimation de l'erreur qui guide le choix de la norme de calcul de la métrique. Nous
choisissons celle qui engendre le maillage pour lequel I'estimation d’erreur est minimale. Pour
les grilles d’interpolation, c¢’est un peu différent. L’adaptation de la grille est liée en quelque
sorte a l'erreur qu’elle induit sur la métrique. Cependant, le critere principal de sélection est
beaucoup plus qualitatif : nous voulons obtenir la meilleure définition possible des SLC, soit
des courbes SLC qui sont continues, lisses et dont la position est précise.

Des résultats obtenus sur une grille structurée indiquent que les courbes de SLC princi-

pales correspondent a des structures relativement minces, comme le montre la figure 3.49.

Nous optons donc dans un premier temps pour la norme infini L., pour le calcul de la

\

métrique sur le champ FTLE.

A

F1GURE 3.49 Champ FTLE sur une grille cartésienne de 80000 éléments

La figure 3.50 présente la série d’adaptation et les champs FTLE pour les temps d’inté-
gration T'=0.01, T'=1.0, T = 4.0, T'= 6.0 et T' = 10.0 secondes. Les SLC correspondent
aux zones de valeurs élevées du champ FTLE (couleur variant du jaune au rouge). Ces
zones s’allongent et s’amincissent a mesure que le temps d’intégration augmente. D’ailleurs a
T = 10.0 il est difficile de distinguer les zones de couleurs jaune-rouge, ce qui montre a quel
point les structures sont anisotropes et effilées. La figure 3.54a) montre une vue isométrique
de la surface du champ FTLE et permet de constater a quel point la SLC principale est fine
et effilée.
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Les grilles d’interpolation traduisent tres bien cette évolution. Les éléments s’alignent et
s’allongent comme les structures du champ de FTLE. Les grilles s’adaptent autant pour les
crétes que pour les sillons, puisque la métrique, qui se base sur la courbure de la surface, ne
tient pas compte de cette distinction. Les éléments se concentrent sur les structures aniso-
tropes du champ FTLE. Il y a donc beaucoup de nceuds sur les SLC principales, soit celles
aux parois et celle qui évolue a l'intérieur du domaine. La densité de nceuds diminue dans les
zones de FTLE faible, qui sont des zones de moindre intérét. Les figures ¢) et d) dévoilent la
présence de SLC secondaires qui diminuent d’intensité a mesure que le temps d’intégration

augmente.
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FI1GURE 3.51 Gros plan sur la racine de la SLC principale

La figure 3.51 montre en gros plan une vue a la paroi y = 0 de la structure principale,
et nous pouvons apprécier a quel point les éléments sont étirés et concentrés sur la SLC. Le
ratio d’anisotropie ou d’étirement est extréme dans la région du SLC principale. Pour cet
écoulement et un temps d’intégration 7' ~ 12 secondes, le ratio d’étirement est de l'ordre
du 1 : 10°. Ce qui se traduit par un espacement moyen dans cette zone de 1.0 - 1075, Pour
obtenir une précision équivalente sur 1’épaisseur de la SLC avec une grille triangulaire struc-
turée isotrope, le nombre de nceuds résultant serait gigantesque. A titre d’exemple, prenons
seulement deux éléments étirés selon un ratio s = 1.0 - 10°, comme illustré a la figure 3.52.
Pour obtenir une grille isotrope de précision équivalente, cette grille devrait compter 2.0 - 10°
éléments. Si nous transposons ce constat sur la zone entourant une SLC, il est évident qu’il
est pratiquement impossible d’atteindre le méme niveau de précision sur la SLC principale

avec une grille structurée.

| 1.0 |
|

L 1.0-10°

a)k=2 b) k =200000

FIGURE 3.52 Ratio du nombre d’éléments

D’ailleurs si nous nous référons a la figure 3.49, la SLC principale semble beaucoup plus
large en épaisseur que celle obtenue sur une grille adaptée telle que montrée a la figure
3.50¢). Il est d’ailleurs difficile de la distinguer tellement elle est mince sur cette figure. La
grille structurée comporte environ 80000 nceuds, soit environ 10 fois plus que les grilles
d’interpolation adaptées. Le fait que la SLC obtenue est épaisse s’explique par I’espacement

entre les noeuds. La figure 3.53 montre une section d’un champ FTLE typique. La SLC est
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une structure tellement mince et effilée qu’'une faible résolution a comme conséquence de
tronquer le champ FTLE et d’en fausser l'intensité. Ce qui peut conduire par la suite a une
mauvaise représentation des SLC.

Lorsque le temps d’intégration est élevé et que la grille de départ est trop grossiere dans
la région de la SLC, il se peut qu’il soit difficile d’obtenir un champ FTLE ayant une bonne
définition le long des SLC. La figure 3.54a) montre le genre de champ qu’il n’est pas sou-
haitable d’obtenir. Le champ FTLE est mal évalué le long de la SLC principale puisque la
résolution est trop faible dans la direction transverse a la SLC, a l'instar de I'exemple de
la figure 3.53. Le mauvais champ FTLE engendre une mauvaise métrique qui conduit a une
grille d’interpolation dont la résolution n’est pas adéquate. La métrique n’est alors pas celle
du vrai champ FTLE et la grille qui en découle ne concentre pas les nceuds au bon endroit,
car la courbure reconstruite pour le calcul de la métrique est beaucoup plus faible que la

courbure réelle.

F1GURE 3.53 Coupe du champ FTLE : en noir il s’agit d’un exemple de champ FTLE typique
et en rouge le champ FTLE numérique

C’est exactement ce qui se produit lorsque nous utilisons la norme L; pour le calcul de
la métrique. Cette norme concentre beaucoup moins les nceuds sur les structures anisotropes
de la surface et répartit les noeuds sur le reste de la grille. La figure 3.55 montre la différence
entre les grilles obtenues pour le méme temps d’intégration. Celle de la norme L; permet
de bien définir toutes les petites variations du champ FTLE, soit les SLC secondaires. Par
contre, puisque la densité de noeuds sur I'épaisseur de la SLC principale n’est pas assez grande
nous n’arrivons jamais a obtenir une définition réguliere de la créte a des temps d’intégration
élevés.

Meéme avec la norme L, il est nécessaire de faire une montée en temps d’intégration, un
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a) Métrique L; ¢ b) Métrique L

FI1GURE 3.54 Champ FTLE sur des grilles anisotropes adaptées selon différentes métriques
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F1GURE 3.55 Grilles anisotropes adaptées selon différentes métriques

peu a la maniere des montées en Reynolds pour la simulation des équations de Navier-Stokes
en éléments finis. Plus la montée en temps est graduelle, plus le nombre de boucles d’adap-
tation requises pour obtenir une bonne grille d’interpolation est faible. Pour les résultats
présentés ici, nous avons opté pour un pas de temps d’intégration de 0.1 et avons limité le
nombre de boucles d’adaptation a 2 par pas de temps.

Le résultat final recherché est la définition et l'identification des courbes SLC. La figure
3.56 montre ces courbes obtenues a 7' = 10.0 secondes. Il y a plusieurs SLC. La SLC princi-
pale est celle qui débute au centre de la paroi y = 0. Il s’agit de la SLC principale puisqu’elle
correspond aux valeurs les plus élevées du champ FTLE, donc celle qui s’apparente le plus
a une structure lagrangienne. Les autres SLC sont de moindres intéréts puisqu’elles corres-
pondent a des valeurs beaucoup moins élevées du champ FTLE. Nous concentrons donc la

prochaine analyse sur la SLC principale. Pour former ces courbes SLC, nous avons tout sim-
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plement formé des segments de courbe sur chacun des éléments présentant un passage par
zéro de la fonction test comme expliqué a la section 3.4.1. Tous les segments de courbe sont

ensuite affichés pour former les courbes SLC.

e

F1GURE 3.56 SLC secondaires et principales a T' = 10.0

La figure 3.57 montre 1’évolution de la SLC principale dans le temps. AT =01il se
produit un phénomene particulier, ou les SLC semblent chaotiques et mal définies. Le champ
FTLE est pourtant bien défini si nous regardons la figure 3.50a). Toutefois, ce champ ne
présente aucune structure anisotrope s’apparentant aux SLC. Nous avons fait mention de ce
phénomene a la section 3.4.1. La forme du champ FTLE est telle que les valeurs propres de
la matrice hessienne sont presque identiques. Puisqu’il s’agit d'un champ FTLE discret, une
certaine erreur s’introduit lors de la reconstruction des dérivées, et elle est alors suffisamment
importante pour changer localement la direction principale d'un nceud a l'autre. Les SLC
semblent alors instables et chaotiques.

Lorsque le temps d’intégration augmente, le champ FTLE se précise et s’organise en
structures anisotropes. Les courbes SLC s’approchent de plus en plus de la ligne matérielle
théorique, ou le flux transversal a la courbe est nul. Les instabilités des SLC diminuent et
s’estompent au fur et a mesure que l'anisotropie des structures augmente. Les SLC sont
alors mieux définies et s’allongent avec I'augmentation du temps d’intégration. La position
de la courbe n’est pas influencée par le temps T d’intégration (mis a part les premiers temps
d’intégration), seule son intensité augmente avec le temps.

A T = 10, nous obtenons la SLC principale. Par simple inspection du champ FTLE,
nous pouvons déterminer la position de la SLC. Cependant, la nature tres anisotrope de
cette structure et le fait qu’elle est trés mince compliquent son identification. L’algorithme
d’identification permet donc d’obtenir la position presque exacte de la structure et simplifie
son extraction du champ FTLE.

La figure 3.58 montre finalement la courbe SLC principale obtenue a partir du champ
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F1GURE 3.57 SLC principale a différents temps d’intégration

FTLE calculé sur la grille d’interpolation adaptée en norme L;. Nous obtenons la méme
forme générale, mais il est évident que la courbe n’est pas continue. Il semble que cette norme
ne garantit pas une bonne définition des SLC principales. Pour un temps d’intégration moins
grand, lorsque les SLC sont moins effilées, cette norme donne des résultats similaires a la
norme L., et les SLC sont aussi bien définies dans les deux normes. Toutefois puisque nous
cherchons a obtenir les SLC les mieux définies, la norme L, semble la meilleure option pour

le calcul de la métrique pour cet écoulement.

Analyse en temps physique

A partir de la grille d’interpolation obtenue de I'analyse précédente au temps d’intégration
T = 10 secondes, nous débutons ’analyse en temps physique sur une période de ’écoulement
de t = 0.0 a t = 10.0 secondes. Pour ce faire, nous conservons le méme nombre de boucles

d’adaptation par pas de temps que nous fixons a 0.05 seconde. Cette tres petite valeur se
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F1GURE 3.58 SLC principale obtenue par une grille adaptée en norme L; a T' = 10.0

justifie par la faible épaisseur de la SLC et sa vitesse de déplacement. Si nous choisissons
un pas de temps trop grand, la SLC principale se retrouve dans une zone de la grille moins
dense au pas suivant. Le champ FTLE peut alors présenter des oscillations au niveau des
structures les plus anisotropes (comme illustré a la figure 3.54), qui entrainent une perte de
définition des SLC.

La figure 3.59 montre quelques-unes des grilles obtenues au cours de la simulation. Nous
noterons que les grilles s’adaptent bien aux mouvements des structures. En fait, nous pouvons
pratiquement déduire la position des structures principales a partir de la grille. La figure 3.60
montre les courbes SLC extraites sur les huit grilles de la figure 3.59. Ala figure b) apparait
une courbe SLC qui semble se détacher de la paroi supérieure. Elle se rapproche par la
suite de la courbe SLC principale pour s’y connecter a l'image d). Les champs FTLE et
les grilles d’interpolation montrent qu’il s’agit en fait de la méme structure, puisque nous y
voyons une structure continue presque tout au long de la période. C’est le critere de sélection
des segments de courbe SLC qui fausse le résultat. Nous avons tout simplement sélectionné
les SLC correspondantes aux valeurs du champ FTLE qui sont égales ou supérieures a un
certain seuil. Or la SLC principale n’est pas partout de méme intensité et la valeur du champ
FTLE est parfois inférieure au seuil fixé. C’est aussi pour cette raison que les courbes SLC
principales ne sont pas aussi longues qu’elles ne le paraissent sur les champs FTLE et les
grilles d’interpolation.

Le choix du temps d’intégration est presque un art en soit. Il dépend du temps ca-
ractéristique du systeme dynamique ou de ’écoulement. Nous avons opté pour un temps de
10 secondes correspondant a une période de I’écoulement. Si nous avions choisi une valeur
plus grande, les structures auraient été plus longues et probablement continues tout au long
de I’écoulement, aboutissant ainsi en une meilleure définition des courbes SLC. Par contre,
a partir d’une valeur critique du temps d’intégration le processus d’adaptation éprouve de la
difficulté a générer de bonnes grilles d’interpolation. Comme nous 'avons vu, plus le temps

d’intégration augmente plus les structures deviennent minces et effilées. Les éléments de la
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grille s’étirent alors de plus en plus pour se concentrer sur ces structures anisotropes. Le
ratio d’étirement atteint alors des valeurs extrémes qui dépassent les capacités du mailleur

que nous avons utilisé.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Ce mémoire a pour but I’étude de 'adaptation de maillages non structurés anisotropes,
et plus particulierement la méthode faisant appel aux métriques optimales multi-échelle de
minimisation de 'erreur d’interpolation en norme L,. Nous avons tenté d’illustrer d’un point
de vue géométrique la définition de cette métrique optimale, ce qui a entre autres permis de
visualiser le principe d’équidistribution de 'erreur a la base de cette méthode d’adaptation.
Nous avons par la suite mis en oeuvre la méthode tout en soulignant certaines de ses ca-
ractéristiques dont il faut tenir compte, telles les limites numériques a imposer lors du calcul
des valeurs propres et le choix de la stratégie de calcul de la métrique d’adaptation lorsque

plusieurs variables sont en jeu.

Intersection de métriques

Quant a ce dernier aspect, il s’est avéré évident que l'intersection de métriques est la seule
stratégie de calcul de la métrique d’adaptation qui respecte le comportement de 1’écoulement.
Toutefois, certaines avenues n’ont pu étre étudiées dans ce travail. Mentionnons d’une part le
choix de la norme de calcul des métriques de bases. Les différentes variables d’un écoulement
n’évoluent pas de la méme maniere et ne nécessitent peut-étre pas la méme norme pour
le calcul de leur métrique de base respective. Par exemple, nous avons vu que la norme
L., semblait dans la plupart des cas donner les meilleurs résultats pour les métriques de
vitesses en considérant ’estimation d’erreur en norme énergie. Par contre, pour la variable
de pression rien ne nous indique qu’il s’agit de la norme de calcul de métrique adéquate.
Une norme différente permettrait peut-étre de mieux définir la pression sur l’ensemble du
domaine sans sacrifier la précision au niveau des structures anisotropes.

D’autre part, cette méthode d’adaptation par métrique optimale se veut une méthode
multi-échelle, c¢’est-a-dire une méthode d’adaptation de maillage pouvant convenir aux diffé-
rentes amplitudes et structures d’une solution. La norme L., permet de concentrer les noeuds
sur les structures fortement anisotropes et de fortes amplitudes, tandis que les normes plus
faibles répartissent les nceuds plus uniformément et permettent la capture et une meilleure
définition des structures d’amplitude plus faible (par exemple, les structures Lagrangiennes
cohérentes secondaires du champ de Lyapunov). Or il serait possible de capturer toutes ces
structures par l'intersection des métriques calculées sur une méme variable dans différentes
normes de calcul de métrique. Ainsi, pour les champs de Lyapunov un maillage dévoilant
parfaitement les SLC principales et secondaires pourrait étre obtenu par l'intersection des

métriques calculées en norme L, et Ly. Il s’agirait alors d’une vraie méthode multi-échelle.
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Il serait aussi intéressant de voir quel serait I'impact d’une telle intersection sur I’estimation

d’erreur des vitesses et de la pression d'un écoulement.

Eléments finis

Les résultats obtenus pour les différentes simulations par éléments finis nous ont montré
I'efficacité des maillages anisotropes face a celle des maillages isotropes. Il est évident qu’'un
maillage anisotrope, méme pour un écoulement qui n’est pas fortement anisotrope, permet
d’obtenir un niveau de précision supérieur a un maillage isotrope pour un nombre de nceuds
équivalent. Plus I’écoulement présente un comportement anisotrope et plus la différence de
nombre de nceuds entre ces deux types de maillage sera grande.

Nous avons introduit ’adaptation de maillages anisotropes aux écoulements axisymétri-
ques. Comme il a été mentionné a cette section, une hypothese importante a été posée pour
la simulation présentée dans ce travail. La composante r a été omise dans la définition du
domaine élémentaire pour les intégrales utilisées lors du calcul du Dp, et lors de la recons-
truction des dérivées pour obtenir le Hessien. Il est difficile d’évaluer la véritable influence
de ce choix sur la génération du maillage. Pour le calcul du Dy, c’est le nombre de nceuds
résultant du maillage qui est affecté. Ce nombre sera plus ou moins élevé dépendamment de
la géométrie du domaine et de I’écoulement. Par contre, pour la reconstruction des dérivées

il est moins évident d’en prédire les conséquences réelles, et il serait nécessaire de les évaluer.

Taux de convergence

L’adaptation de maillage se fait en deux volets. Le premier consiste a adapter le maillage
pour un nombre de noeuds fixe. Ce type d’adaptation nous a permis d’étudier comment un
maillage évolue vers sa configuration optimale. Le deuxieme volet consiste a augmenter suc-
cessivement le nombre de noeuds du maillage apres chaque cycle d’adaptation a nombre de
neeuds fixe. Les étapes sont ainsi répétées jusqu’a 'obtention du niveau d’erreur désiré. Le
taux de convergence global observé nous indique que souvent des les premiers maillages, 1’er-
reur estimée se situe pres de la courbe asymptotique théorique de convergence. Ceci s’explique
par le premier volet de 'adaptation qui vise a obtenir un maillage optimal, peu importe le
nombre de noeuds de ce dernier. Les maillages retenus pour illustrer le taux de convergence

sont donc tous quasi optimaux.

Identification des structures lagrangiennes cohérentes

L’adaptation anisotrope des grilles d’interpolation s’avere un outil tres performant pour

améliorer la précision des champs de FTLE et la résolution des structures lagrangiennes
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cohérentes. En améliorant la définition du champ FTLE, nous améliorons du méme coup la
qualité des courbes SLC extraites. L.’adaptation anisotrope des grilles d’interpolation permet
d’étirer les éléments le long des structures du champ FTLE et permet d’atteindre des niveaux
de précision impressionnant en utilisant peu d’éléments.

L’amélioration de la qualité de ces courbes s’accompagne d’une diminution de la taille des
grilles d’interpolation grace a ’adaptation anisotrope. Les éléments sont étirés parallelement
aux structures du champ FTLE et permettent d’atteindre des niveaux de précision impres-
sionnants en utilisant peu d’éléments. Les ratios d’étirement atteignent des valeurs extrémes
dépassant 1 : 10° dans les régions les plus anisotropes du champ FTLE. Les grilles conven-
tionnelles cartésiennes requierent tellement d’éléments afin d’obtenir une précision acceptable,
qu’elles s’averent d’une utilité pratique limitée. Les structures extraites sur ces grilles sont
similaires a celles obtenues sur des grilles adaptées, mais sont toutefois moins précises.

Les grilles conventionnelles cartésiennes permettent I'utilisation de méthodes de différences
finies pour I’évaluation des différentes dérivées requises tout au long du processus. Ces
méthodes sont simples et rapides et se traduisent par des temps de calcul relativement courts,
méme pour des grilles comportant beaucoup de noeuds. Nous ne disposons pas de technique
rapide d’évaluation des dérivées sur les grilles d’interpolation non structurées. Nous utilisons
alors les mémes techniques qu’en estimation d’erreur pour calculer les dérivées. Ces méthodes
sont lourdes, peu précises aux parois du domaine et introduisent une certaine erreur. Afin
d’éliminer une étape d’évaluation de dérivées, nous avons donc introduit une nouvelle ap-
proche pour évaluer les exposants de Lyapunov. Une modification du systeme d’équations
aux dérivées ordinaires permet d’évaluer directement les dérivées nécessaires au calcul du
tenseur de déformation de Cauchy-Green. La performance de cette nouvelle approche n’a pas
été étudiée ici, mais tout nous laisse croire a son bon fonctionnement. Cette approche devrait
faire ’objet de travaux futurs.

La prochaine étape consiste a tester la méthode sur des écoulements plus physiques qui
permettront de mieux cerner le compromis a faire dans le choix de la norme de calcul de
la métrique par rapport aux structures qui doivent étre extraites. Finalement, des essais
sur des écoulements menés en laboratoire permettront de mettre la présente méthode a
I’épreuve, et de voir I'influence du bruit inhérent aux données expérimentales sur la méthode
d’identification des SLC.
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ANNEXES
A Erreur d’interpolation linéaire pour 1 dimension

L’équation 2.4 représente une borne supérieure de I'erreur d’interpolation.

Le maximum du terme F' = (z — x;)(z — x;51) se trouve en prenant la dérivée par rapport a

x.

oF

%:2$—($1+x1+1):0

Ti + Tit1

I est maximal lorsque z = . La borne supérieure de 'erreur devient alors :

El(ﬂU) < 9 < 9 H —%‘) (Tﬂ —$z‘+1)

By (z) < DY Tip1 — X Ti — Tiqq
=" 2 2

Et finalement, en prenant la valeur absolue et en définissant la taille h = z;, 1 — x;

DY | [t — 2\ (@i — DY
Biw) = =5 '( ¥ )( 2 +1)': g (i — @)’

On obtient I'expression de la borne supérieure de I'erreur d’interpolation sur un élément 1D.

DY
8

E(z) < h? (51)
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B Transformation de 1’espace de référence vers ’espace physique

Les dérivées secondes de u dans I'espace de référence s’expriment en fonction des dérivées

dans I’espace physique.

&2 ou Ox?
2 2
Ou | =[n] |9] +[m) | Zv (52)
on? @ 0y?
0%u dy 0%
| 0§ | | Oxdy |

Si le vecteur [N ] décrit une transformation linéaire, alors la matrice [Tl} vaut 0. La matrice

[Tz} s’exprime en fonction des coefficients de la matrice jacobienne J.

2R 92711 T
[TQ} =z R 9 Jo1 oo (53)
J11J21 J12<]22 J11<]22+J12J21

La matrice jacobienne est définie comme suit :

or 0Oy
- % %
or oy
on  On

La matrice [TQ] prend la forme suivante :

A dy 2 28x8y
() (&) aw
- |(2) (2) .22
an an dn dn
Jdrdxr Oydy Oxdy Oyox
L o¢on ooy dgan ¢ o]
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On peut réécrire I’équation 52 comme suit :

82u % 2@4_ @ 2@4_28_3:@ aQU
a¢2 oc ) ax2 " \oac) ay2 T o o dxdy
@ = % 2@4_ @ 2@4_2%@ 82u (54)
on? on /) 0Ox? on ) 0y? on On 0xdy
o | |ovosou  dyoydu  [ondy | oo Pu
| 080N | | 0E On 0x2 Q& On Oy? o0& 0n 0§ On | 0x0y |

D’autre part, on peut définir = et y en fonction de & et n par les relations suivantes :

w(gm) = [N] x

—&—n)r1 + xe + N3

=
=[]

= (1 =& =)y + &y +1ys

ou x; et y; représentent les coordonnées des sommets du triangle dans I’espace physique. On

peut en tirer les dérivées premieres par rapport £ et 7.

or
% =T9—T1 = Ty
or
an
dy
o€

oy B
an _y3 yl_yc

= X3 — L1 = X

=Y —Y1 =Y

En remplacant ces derniers résultats dans 1’équation 54, on obtient les trois expressions

suivantes :

0%u ,Pu 0% 0%u

352: aa 2+ya82+2xayaa ay

0%u ,’u 0% 0*u

3772: ca 2+yc82+2$cyca oy

0*u 0*u 0*u 0*u

Tan - xaxc@ + yayca_yg ( TalYe + xcya>a 8y
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L’Erreur d’interpolation, exprimée par I’équation 2.24, peut alors étre exprimée dans 1’espace

physique en fonction de x, y et de leurs dérivées.

1] ,0%u  ,0% 0%u
E(z,y) < |:xaa_ +Yaas By? + 2xaya8x—(9y

— 2 z.x @ + @ ( +z ) a2u
a CaxQ yayc ay? ayc Cya 8 a
,0%u 0% 0*u }

+x c_+yca ; + 2z cyc%
1 0%*u 9%u
E(l’,y) < g |:(l'§ + xz T 2:EOL:E.C) @ + (3/2 +y3 - 2yayc) (9_y2
J*u
2 aYa cYe 7 La¥e T LcYa) 7§ 4
+ 2 (TaYa + TeYe — Tay wy)axayl
1 0%*u 9%u
Blaan) < g |(on 0" T3+ ) 5 s

. (55)
+2 (xa - 170) (Ya — yc) 8a$—6y}

Apres simplification, on obtient ’équation 55. Par inspection et en prenant la valeur absolue

des coefficients devant les termes de dérivées secondes comme suit :

|zg — 2| = 2o — 21 — 23 + 21| = |20 — 23] = 18

Yo = Ye| =2 =1 —ys + 1| = |2 — y3| = v

on obtient finalement l’expression de la borne supérieure de l'erreur d’interpolation sur

I’élément dans ’espace physique.

1[ ,0%u  ,0% 0%u
E(l’ y) |:28 2+y1)82 2byb8fl}6y:|

u  0%u
1 9,2 T
Blay) <5 [m w] | awy[1 (56)
Pu O%u | LY

dxdy  Oy?
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C Preuve de la borne supérieure sur la valeur absolue de la matrice hessienne

Supposons une quantité définie par le produit scalaire suivant :
E=(L,HL) (57)

ou L représente un vecteur et H représente une matrice symétrique et qui peut étre diago-

nalisée de la facon suivante :

A1 O
A2

H=RART =R RT

La matrice R est la matrice des vecteurs propres de H associés aux valeurs propres A\; et As.

On peut décomposer 1’équation 57 comme suit :
E = L"RARTL = (m, Am)
En considérant maintenant les deux quantités suivantes, ot |A| = A :
E = (m,\m) E = (m,Am)
on obtient les expressions suivantes :
E =mi\ +m3\ E =mi\ +mihy
Si A\; = A1, on peut obtenir I'égalité suivante :
E—m2\y=E —mi\

Si Xy = Ao, les 2 quantités sont égales E = E.
Sty = —/\_2, alors £ > E.

Finalement, on peut conclure que

(L,HL) < (L,|H|L)
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D Tailles résultantes lorsque les deux valeurs propres sont plus petites que ¢

Reprenons les équations 2.71 et 2.72 des tailles résultantes h} et hf :

—1
=1 €2p+1 4(p+1)
n=Dp (=
s L
Al

—1
=1 ([N]?PH @+ D
hi= D} ¢
t Ly -
S

et considérons maintenant la condition ou || est aussi plus petite que la valeur seuil e.
En remplacant la valeur propre par sa nouvelle valeur on obtient le tailles résultantes qui

suivent :

~ —1
2

hy = D;

* () D

gt = DL%: (52”)“(;7*11)

Elles ont évidemment les mémes valeurs. Si on prend le ratio entre les tailles résultantes et

les tailles originales, on obtient ce qui suit pour les tailles dans la direction s :

1 _2
b _ (o YT (ay
B | As[?PE | AslP

Ce ratio est toujours plus petit ou égal a 1. Par contre, lorsqu’on observe le ratio de tailles

dans 'autre direction on a :

hy % ‘>\s| 4(pl+1) eP 4(p2+1)
-_ = g =
hy | A2 1 s | AelP

Or ce ratio peut prendre différentes valeurs. Par exemple, le ratio prend les valeurs suivantes

dépendamment de la valeur propre |\ :

Si [N <e s7F alors ﬁt < h

Si (N> s7F alors  h; > hy

Ainsi, la taille résultante f?t peut parfois étre plus grande que la taille originale dans la

direction critique, celle de plus grande courbure.
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E Matrice N nulle

Soit deux métriques M; et M, différentes de zéro et définies par :

[0 b
M = |

_b c

A B
My =

B C

Le produit de ces deux métriques donne la matrice suivante :

(aA+bB) (aB+bC)
(bA+c¢B) (bB+cC)

Si NV est nulle, on a :

aA+bB =0 (4)
aB+bC =0 (17)
bA+¢B =0 (iid)
bB+cC =0 (iv)

De (i) et (4i7) on obtient :

a
b
b2

o Ol

ac —

et de (i) et (4i) on obtient :

B C
A B
AC — B*=0

Donc, la premieére condition pour que la matrice N soit nulle est que les déterminants des

métriques M; et My soient nuls. La deuxiéme condition implique les relations (i), (i7) et
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(1v) et fixe un ratio entre les coefficients des deux métriques :
aA=—-bB=cC

Ces deux conditions sont nécessaires pour que la matrice N soit nulle. Par contre, par
définition les métriques ont un déterminant différent de zéro et par construction elles sont

non nulles, ce qui assure une matrice N toujours différente de zéro.
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