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RESUM E

En simulation nunerique, I'adaptation de maillages se e\ele étre un outil essentiela I'ob-
tention de esultats cedibles. Un maillage mal adapea une solution entrame gereralement
une mauvaise ck nition de cette dernere et donc une perte de pecision. Gereralement, plus
le maillage est n, meilleure sera la pecision de la solution. Toutefois, cette nesse a un prix
et les maillages esultants peuvent devenir tes gros en matere de nombre de n uds. Plus le
nombre de n uds est important, plus le temps de calcul de la solution est long.

Les maillages anisotropes sont formes deementseties et orienes de manerea minimiser
I'erreur d'interpolation sur le domaine tout en respectant un certain nombre de n uds. Ces
maillages particuliers permettent d'obtenir des solutions de pecision equivalentes a celles
obtenues sur des maillages classiques isotropes, mais comptent souvent beaucoup moins de
n uds. Ceseconomies en termes de n uds et deEments ne sont pas regligeables en ce qui
a trait aux temps de calcul de la solution eta I'espace nemoire requis.

La methode sur laquelle est base I'adaptation de maillages anisotropes pesente dans ce
travail fait appel aux netriques optimales multiechelle a n de minimiser I'erreur d'interpo-
lation en normeL, pour un nombre donre de n uds N. La netrique est un tenseur d'ordre
deux qui ce nit une transformation a ne de I'espace physique vers un espace virtuel. Un
ekment anisotrope, qui estetie dans I'espace physique, devient isotrope une fois transforne
dans I'espace virtuel. Letirement et |'orientation de leEment dans I'espace physique assurent
lequiepartition de l'erreur d'interpolation dans toutes les directions, et minimisent cette
dernere pour unekment triangulaire lireaire ayant une certaine aire. La taille, letirement
et l'orientation deseements anisotropes sont cetermires en chaque n ud du maillage par la
nmetrique. Celle-ci est calcukea partir de la matrice hessienne, qui est la matrice des cerivees
secondes de la solution. Le ratio des racines carees des valeurs propres de cette matrice e nit
letirement de leement. Les tailles respectives aux deux directions principales sont ¢ nies
par l'inverse des racines carees de ces valeurs propres. Tandis que le vecteur propre assocea
la plus petite valeur propre en valeur absolue ce nit I'orientation principale detirement. La
metrique est ainsi repesente par la matrice hessienne qui est modiee de manerea ce qu'elle
Soit synetrique e nie positive et donc une netrique. La netrique optimale est nalement
obtenue en moyennant les netriques nodales par rapporta I'ensemble du domaine.

La normelL, de calcul de la metriqgue permet de concentrer ou non les n uds du maillage
sur les zones les plus anisotropes. Ainsi, plus la norme se rapproche de 1, plus elle permet de
cererer un maillage o rant une meilleure ¢k nition des structures de plus faible amplitude
en epartissant plus uniformement les nuds sur le domaine. Tandis que les normes plus
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grandes concentrent les n uds au niveau des structures plus anisotropes, comme les ondes
de choc ou les couches limites.

Les esultats pesenes dans ce travail pour des probemes de conduction avec terme source
en deux dimensions permettent d'appecier les performances des maillages anisotropes face
a celles des maillages isotropes. Pour un plenonene hautement directionnel tel, l'onde de
choc, les maillages anisotropes permettent d'obtenir des solutions aussi pecises que celles
obtenues sur des maillages isotropes qui comptent au moins dix fois plus de n uds. Dans
le cas d'une couche limite, le ratio du nombre de n uds entre les maillages anisotrope et
Isotrope est moinselewe, mais les maillages anisotropes o rent tout de m&éme une pecision
nettement superieure pour un nombre de n udsequivalent.

Lesecoulements de Navier-Stokes en deux dimensions cependent de plusieurs variables
et il est recessaire de tenir compte de ces dierentes variables pour I'adaptation du maillage.
Elles nevoluent pas toutes de la méme manere sur le domaine et recessitent donc une
adaptation dierente du maillage. A n d'impliquer chacune des variables de lecoulement,
nous utilisons une nethode d'intersection de netriques. Cette nethode permet d'obtenir une
nmetrique de gereration de maillage a partir des netriques de basesevaliees pour chacune
des variables. La netrique ainsi obtenue tient compte des recessies des dierentes variables
a n de garantir une erreur minimale pour chacune des variables sur I'ensemble du domaine.
Nous avons d'abord compae cette nethode d'intersection de netriquesa d'autres nethodes
ou strakgies de calcul de netrique multi variables. 1l en ressort que seule l'intersection de
metrique permet d'obtenir une netrique qui gerere un maillage reetant la solution des
dierentes variables.

Finalement, nous introduisons les grilles d'interpolations non structuees anisotropes dans
le processus d'identi cation des structures lagrangiennes colerentes appligle auxecoulements
en deux dimensions instationnaires. Ces structures sont des caraceristiques importantes de
lecoulement et ¢k nissent son comportement. Or elles sont cevoiees par les crétes du champ
des exposants de Lyapunov, qui sont elles méme des structures tes e kes et direction-
nelles. En adaptant les grilles d'interpolation anisotropesa ce champ, il est possible d'obtenir
un niveau de pecision accru de ¢k nition et d'identi cation des structures lagrangiennes
coterentes. Il est pratiguement impossible d'obtenir un tel niveau de pecisiona partir des
grilles d'interpolation caresiennes classiques. De plus, en combinant I'adaptation des grilles
d'interpolation anisotropes et un algorithme d'identi cation des arétes du champ d'exposants
de Lyapunov, il est maintenant possible d'extraire avec une grande pecision les structures
lagrangiennes coterentes d'un ecoulement. Nous montrons a l'aide d'un champ de vitesse
analytique tout le potentiel de cette technique.
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ABSTRACT

Mesh adaptation is essential in numerical simulation to obtain reliable results. A mesh
poorly adapted to a solution will generate a wrong de nition of the solution, and consequently
it will lack precision. Generally, when the mesh is ner, the precision of the solution will
be better. However, this increase of resolution has its price and the resulting meshes could
become very large in terms of number of nodes. The computation time necessary for a
solution will increase as the number of nodes on the mesh.

Anisotropic meshes are formed of stretched elements oriented such as to minimize the
interpolation error on the domain for a xed number of nodes. These specials meshes can
produce solutions of equivalent precision as the ones obtained from isotropic classic meshes,
but with a lot less nodes. This reduction of nodes and elements is not negligible when
considering solution processing time and necessary memory space.

The method on which is based the following anisotropic mesh adaptation technique refers
to a multi-scale optimal metric minimizing the L, norm of the interpolation error for a
xed number of nodesN. The metric is an order 2 tensor de ning an a ne transformation
from a physical space to a virtual space. An anisotropic element, stretched in the physical
space, becomes isotropic when transformed in the virtual space. The element stretching and
orientation in the physical space guarantee equidistribution of the interpolation error in every
direction, and minimize it for a triangular element of xed area. The size, the stretching and
the orientation of anisotropic elements are determined at every node of the mesh by the
metric. This metric is calculated from the hessian matrix, which is the second derivatives
matrix of the solution. The ratio of eigenvalue square root of this matrix de nes the element
stretching. The sizes along the eigenvectors directions are de ned by the inverse of the
corresponding eigenvalue square root. The eigenvector associated to the eigenvalue smallest
absolute value de nes the stretching principal direction. The metric is then represented by
the hessian matrix modi ed to be symmetrical positive de ned such as a metric tensor. The
optimal metric is nally obtained by averaging the nodal metrics over the domain.

The L, norm used to calculate the metric controls the mesh nodes concentration. As the
norm is lower, the mesh generated o ers a better de nition for low amplitude structures of
the solution. Therefore the nodes are then more evenly distributed on the domain. When
higher norms are used, the nodes are concentrated on anisotropic structures, such as shock
waves or boundary layers.

The results presented in this document for conduction problems with heat source in 2
dimensions demonstrate the great performance of anisotropic meshes compared to isotropic
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meshes. For a highly anisotropic phenomenon, such as the shock wave, anisotropic meshes
generate solutions as precise as the ones obtained with isotropic meshes that have at least
ten times more nodes. In the case of a boundary layer, the number of nodes ratio between
isotropic and anisotropic meshes is not as large, but anisotropic meshes still clearly o er a
better precision compared to isotropic meshes with the same number of nodes.

The 2D Navier-Stokes ows depend on several variables that must be considered during
the mesh adaptation process. They do not behave in the same way on the domain and they
necessitate a di erent mesh adaptation. We use a metric intersection method to involve each
variable. With this method we obtain a single metric for mesh generation from the variables
basic metrics. The resulting metric take into account the needs of the di erent variables to
ensure a minimal error for each variable over the domain. We rst compared this metrics
intersection method to other strategies used to compute multi variables metrics. The results
are as follows; only the metric intersection method can produce a metric to generate a mesh
that re ects the solution of every variable.

Finally, we introduce anisotropic non structured interpolation grids in the identi cation
process of lagrangian coherent structures for 2 dimensional time dependent ows. These
structures are important characteristics of the ow and de ne its behaviour. They are re-
vealed from the ridges of the Lyapunov exponent eld, which are very thin and directional
structures. It is possible to obtain an increased level of precision for the de nition and
identi cation of lagrangian coherent structures from an anisotropic adaptation of the inter-
polation grids to the Lyapunov exponent eld. It would almost be impossible to achieve
such a level of precision from Cartesian interpolation grids. Moreover, the addition of this
anisotropic interpolation grids adaptation to an identi cation algorithm for the Lyapunov
exponent eld ridges enables the extraction of the lagrangian coherent structures of a ow
with great precision. We show from an analytical ow eld all the potential of this method.
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INTRODUCTION

Au cours des 30 derneres anrees, la recherche en nethodes nuneriques a connu des
perees majeures. La puissance croissante des ordinateurs permet aujourd’hui des simula-
tions de complexie et de pecision iregakes. Toutefois, il est encore souvent impensable
d'e ectuer des simulations sur des mockles dont la complexie approche celle de la ealie.
Les moyens informatiques sont encore insu sants, et les nethodes nuneriques sont trop gour-
mandes pour ce qui est du temps de calcul et de I'espace memoire. L'industrie cherche donc
encore a aneliorer I'e cacie de la dynamique des uides assisee par ordinateur. L'adap-
tation de maillage anisotrope et les nethodes utilisant desekments d'ordreelee sont deux
des principales avenues suscitant le plus d'inerét et qui font I'objet d'intenses travaux et
eveloppements.

L'adaptation de maillages non structues anisotropes a prouwe ces derneres anrees son
e cacit pour aneliorer la pecision des simulations nuneriques et pour capturer les compor-
tements et ptenonenes anisotropes (ondes de choc, couches limites, etc.). Cette technique
permet de eduire signi cativement le nombre de nuds du maillage tout en minimisant
I'erreur d'interpolation sur le domaine. L'espace nemoire et les temps de calcul de la so-
lution sont ainsi diminwes. De plus, le processus d'adaptation capture automatiquement les
phenonenes anisotropes de lecoulementetude. La base de cette technique d'adaptation re-
pose sur |'utilisation deements triangulaireseties et aligres selon la courbure de la solution
pour minimiser I'erreur d'interpolation.

Le but de ce nemoire est de pesenter uneetude sur l'adaptation de maillages non struc-
tues anisotropes. Il existe dierentes approches pour ce type d'adaptation. Nous explorons
ici les methodes faisant appel au concept de netrique continue multiechelle introduit par
[3][14][16]. Plus speci quement, nous pesentons I'approche e nissant une netrique continue
optimale minimisant I'erreur d'interpolation en normeL , pour la gereration de maillages ani-
sotropes adapes. Cette nmetrique provient de la matrice hessienne, soit la matrice des cerivees
secondes de la solution. Cette approche est gererale et peut donc s'utiliser autant avec la
nmethode des volumes nis qu'avec la nethode desekments nis. Dans ce travail, nous uti-
lisons un esoluteurekments nis. La gereration de maillage est e ectiee par le remailleur
surfaciqgueMeshAdapt qui prend en entee une netrique et un maillage initial pour gererer
le maillage anisotrope.

Le premier chapitre pesente une revue bibliographique de I'ensemble des dierents tra-
vaux ealies sur ce sujet, et permet de situer notre contribution. Nous cebutons par situer le
processus d'adaptation de maillages dans le contexte de la simulation nunerique pareements



nis. Par la suite, nous exposons brevement les cetails de la gereration de maillages ani-
sotropes et du role jowe par la netrique. Nous y pesentons aussi plus en cetail les buts
et les objectifs de ce memoire. Le second chapitre est le c ur de ce travail partir du
eveloppement de l'erreur d'interpolation sur unekment lireaire et d'un mocele d'erreur,
nous pesentons le calcul de la netrique continue optimale en 2 dimensions. Nous abordons
le calcul nunerique de la netrique et les methodes de projections permettant de recons-
truire les cerives de la solution. Le chapitre 3 est divie en quatre sections. La premere nous
permet de cemontrer toute la puissance et les capacies de l'adaptation de maillages aniso-
tropesa partir de quelques cas simples de simulations nuneriques de lequation de Poisson.
La deuxeme section pesente des simulations nuneriques des equations de Navier-Stokes
pour un uide incompressible. Nous y introduisons l'intersection de netriques calcukes sur
dierentes variables pour ¢ nir la netrique de gereration de maillage. A la troiseme sec-
tion, nous introduisons la nethode d'adaptation de maillage anisotrope pour lesecoulements
axisynetriques. La dernere section pesente une nouvelle application des maillages aniso-
tropes adapes utilies pour l'identi cation des structures lagrangiennes colerentes dans un
ecoulement instationnaire.



CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1 Introduction

Les nethodes adaptatives en eements nis sont desormais tes epandues. Elles per-
mettent de calculer une solution dont la pecision satisfait un niveau d'erreur pec ni, par
un processus presque automatique de discetisation et de gereration de maillages adapes.
L'analyste n'a presque plusa se soucier de gererer un maillage qui conduiraa une solution
pecise du probeme qu'il simule. On litere ainsi I'analyste de la tAche lourde et compliqiee de
cererer de bons maillages par intuition ou de manere empirique, pour qu'il puisse concentrer
ses e orts sur l'interpetation des esultats des simulations.

Les maillages gerees sont adapesa la solution, c'esta-dire que l'erreur est minimisee,
pour un nombre deements donre, en ajustant les paranetres du maillage, soit la densie de
n uds, la taille et I'orientation desekments dans le cas de maillages anisotropes. Cependant,
enekments nis, il importe de tenir compte du nombre et de la taille deseements gerees
ainsi que de leur forme. En e et, plus il y a deements dans le domaine, plus ils sont petits et
meilleure est la pecision de la solution. Par contre, la nesse du maillage cetermine le colt
de esolution du probeme, puisque la taille de la matrice de rigidie est proportionnelle au
nombre de deges de libere du maillage. De plus, letape de gereration de maillage fait partie
d'un processus ieratif, et ne doit pas &tre colteuse visa-vis de la esolution du probeme. Il
y a donc un compromisa faire entre le nombre de n uds qui nous donne un certain niveau
de pecision pour une solution, et le temps recessaire a la gereration du maillage et au
calcul de la solution. De plus, le conditionnement du syseme dequations et la pecision de
I'approximation cependent beaucoup de la taille deseements du maillage, de leur forme et
plus peciement de leurs angles internes.

1.2 Adaptation de maillages eneéments nis

L'adaptation de maillages vise a eduire l'erreur d'interpolation sur le domaine, c'est-
a-dire la dierence entre la solution calcuke pareements nis et la solution exacte. Cette
dernereetant inconnue en pratique, nous utilisons alors les estimateurs d'erreur pour controler
I'algorithme d'adaptation. L'algorithme gereral d'une nethode adaptative eneements nis
est illustea la gure 1.1 et se esume ainsi :



1. La premereetape consiste en la discetisation du domaine de calcul, soit la gereration
du maillage initial, qui gereralement compte peu deements.

2. La solution est calcuke par la nethode desekements nis sur le maillage, c'est letape
de la esolution.

3. Nous estimons l'erreur de la solution calcuke et nous dceterminons si la solution est
assez pecise :

(a) Si l'erreur sur le domaine est satisfaisante (plus petite qu'un niveau de tokrance
etabli), la simulation est termiree.

(b) Sinon, nous continuons le processus.
4. Nous calculons un operateur de transition qui permettra de modi er le maillage pour
obtenir une solution plus pecise.

5. Nous gererons un nouveau maillage a partir de la fonction d'adaptation. La solution
du maillage peedent est interpoke sur le nouveau maillage, et nous recommercons la
bouclea letape 2.

Lesetapes 2a 5 sont epekes tant que lI'estimation de I'erreur de la solution ou un autre
criere d'arrét peetabli (nombre de n uds, nombre d'ierations, etc.) n'a pas atteint le niveau
demance.

Maillage
initial
H Discrétisation Résoluteur
Opérateur de Estimateur |
transition d’erreur

o Simulation
) terminée

Figure 1.1 Algorithme gereral d'une nethode adaptative




1.3 Ogperateur de transition

En adaptation classique, comme en adaptation anisotrope, nous cherchonsaequiepartir
I'erreur sur le domaine. Nous cherchonsa obtenir un maillage dont la taille et I'orientation
desekments k permettent d'obtenir uneequiepartition de I'erreur sur tout le domaine :

keki = Cte 8k 2 (1.1)

Nous parlons alors d'un maillage optimal qui minimise l'erreur globale de la solution pour
un nombre donre de deges de libere. Ce principe esta la base de l'adaptation de maillage
[6][36]. L'ogerateur de transition est calcuk en estimant I'erreur de la solution approximative
obtenue, nous parlons alors de nethode d'adaptation de maillageposteriori.

1.3.1 Maillage classique / isotrope

Dans la boucle d'adaptationt de la gure 1.1, I'estimateur d'erreur a posteriori est uti-
lie pour ceterminer l'ogerateur de transition, qui est en fait une fonction de taille ou de
ra nement pour les maillages isotropes. La fonction de taille ce nit en chaque nud une
taille ; debment en fonction de sa position sur le domaine. Cette fonction est utilise par la
suite par le mailleur/remailleur pour gererer le nouveau maillage. Nous cherchons de cette
manere la distribution de taille ; qui conduiraa un maillage optimal. Pour illustrer ce prin-
cipe simplement, eerons-nous au terme d'erreur du ceveloppement en srie de Taylor. Pour
unekment lireaire en 2 dimensions, nous avons :

}hZQ + }h2g +2h? of

2" @3 2" @3 °" @x@x (1.2)

e, =

Le terme d'erreur est proportionnel au care de la tailleh de leement. En variant la taille
de leEment, nous pouvons augmenter ou diminuer I'erreur. De facon cererale, la norme de
I'erreur d'interpolation nous indique sensiblement le m&me lien entre l'erreur et la taille de
lebment :

keck' €h, (1.3)

al est le taux de convergence qui cepend de la norme utilisee pour estimer l'erreur. Pour
ceterminer la fonction de taille, il faut d'abordevaluer le niveau d'erreur ciblee sur chaque

1. L'algorithme pesent ici est celui du mailleur adaptatif de la suite AMIRAL{CADYF{ADAPT et qui
est cecrit dans [27][38].



ekement du maillage :
o= p— (1.4)
5 .

al I'erreur globale e est le seuil d'erreur cesiee sur le maillage entier pour un certain nombre
deements N. La taille optimale , de leement, qui permet obtenir un maillage optimal, est
releea l'erreur cible par la relation 1.3 :

e’ €
El
k‘@ hk

Cette taille est constante parekment du maillage et nous utilisons une moyenne arithmreti-
que pour obtenir les tailles nodales; sur tout le maillage. L'erreur estevaliee pour chacune
des variables de la solution et gereralement la variable la plus contraignante est choisie pour
ceterminer la taille optimale.

La fonction de taille conduita la construction deements triangulaires equilaeraux, ou
du moins les plus equilaeraux possible. La forme equilaerale a longtemps et consiceee
comme la forme optimale pour uneement. Le concept est base sur levaluatiora priori de
la borne superieure de I'erreur en norméd,, pesenee dans les travaux de [5][54][35] :

kek, D® Imax (1.5)

COS-2x-

al max estl'angle interne maximal du triangle etl,,ox €st une dimension caraceristique, par
exemple la longueur de l'aréte la plus grand® @ repesente la valeur maximale des termes
de cerivees secondes de la solution interpoke sur leement. Ces travaux ont cemonte que la
pecision des solutions pareements nis sur des maillages triangulaires se cegrade rapidement
lorsque les angles maximaux tendent vers, puisque la borne de l'erreur tend alors vers
I'in ni. Leément optimal est donc celui qui minimise le rapport entre la longueur et I'angle
maximal pour une surface eementaire donree, soit le triangle equilaeral. En consicerant
ainsi I'angle maximal comme une constante, soit 3, la seule variable qui nous permet de
eduire l'erreur est la longueur des segments du triangle, soit sa taille.

En nous limitant aux trianglesequilaeraux, nous obtenons des maillageseements nis qui
sont relativement facilesa construire. Leseements cegerees ( max ) sont d'ailleurs facile-
mentevies par I'emploi de mailleur de type Delaunay. De plus, tel que cemonte dans [52] les
trianglesequilatraux minimisent le conditionnement de la matrice du syseme dequations.



Ainsi, les triangles equilaeraux sont d'excellents eements pour les calculs par la methode
desebments nis.

1.3.2 Malillage anisotrope

Comme nous venons de le voir, plusieurs travaux concluent que les maillages de triangles
equilakraux sont optimaux pour la nethode deseements nis. Lesekmentseties et plats
seraient doncaeviter puisqu'ils cegradent la pecision de la solution et le conditionnement
de la matrice globale. Cependant, le ceveloppement des bornes d'erreur, qui sonta la base
du choix desekmentsequilakraux, ne consicere qu'une partie de l'information donree par
la solution.

Reprenons I'expression du terme d'erreur du ceveloppement en srie de Taylor sur un
ebment lireairea 2 dimensions :

e(X1;X2) = L@ | 1,0 e

2 l@% é +2hlh2— (16)

" o3 @x@x

Cette fois nous consicerons que le terme d'erreur est cetermire par deux tailles dierentes
(hy et hy) dans les directionsx; et x. En fait, nous montrons que la borne sugerieure de
I'erreur s'exprime comme suit :

Kemaxko  CteL jHL (1.7)

al L est un vecteur qui caracerise leement. jHj est la matrice hessienne modieé de la
solution, et non pas seulement une borne sugerieure des cerives secondes comme dans le cas
isotrope. En conservant la matrice hessienne, nous peservons l'information sur le comporte-
ment directionnel de la solution. Nous noterons que la borne de I'erreur est anisotrope, donc
gue la borne n'a pas la méme valeur selon la direction du vecteur

Les travaux de [34][17][45] sont les premiersa avoir cemonte que pour minimiser l'erreur
d'interpolation lireaire en norme LP, les eements triangulaires doivent &tre eties dans la
direction pour laquelle la cerivee seconde directionnelle est petite. Ce qui corresponda aligner
etaetirer les triangles dans la direction du vecteur propre de la matrice hessienne assocea
la valeur propre la plus petite en valeur absolue. [52][9] ont obtenu le m&me esultat pour la
normeL? et Hy. La borne sugerieure de I'erreur d'interpolation en normeH, s'exprime :

|
keny k; D@ T 1.8
emax 1 25|n e ( )

2. jHj a les mémes vecteurs propres que la matrice hessienkle mais ses valeurs propres correspondent
a la valeur absolue des valeurs propres déd .



ar D@ repesente la valeur maximale des termes de cerivees secondes. L'angle maximal
intervient dans I'expression de la borne de I'erreur, et tout comme pour les bornes isotropes
nous devons imposer une condition sur lI'angle maximal pour eviter que l'erreur ne tende
vers I'in ni. D'autre part, [53] montre que lorsque I'angle le plus petit tend vers O (et que les
deux autres angles sont entrg et %), la borne de I'erreur varie peu. D'ailleurs dans [5], les
auteurs suggeraient cep de ne consicerer que la condition sur I'angle maximal.

Nous cherchons donc maintenanta ce nir non seulement la taille deseements, mais aussi
leur orientation et leuretirement. Peraire, dans [40], a & ni les paranetres du maillage tel
guillustesa la gure 1.2 a est la taille de leEment, s le ratio d'anisotropie et la

Figure 1.2 Paranetres d'uneement

direction detirement. La direction de letirement est aligree avec le vecteur propre assoce
a la plus petite valeur propre deH et le ratio d'anisotropie correspond au ratio des valeurs
propres deH

S

j maxj

i (-9)
Ce ratio d'anisotropie assure une equiepartition de l'erreur dans les deux directions. Dans
[40][39][59], ce genre de fonction d'adaptation est utili’e pour piloter I'adaptation et le re-
maillage de la simulation decoulements compressibles et decoulements visqueux. Les mailla-
ges anisotropes ainsi obtenus permettent, avec moins de n uds, d'obtenir une solution dont
la pecision estequivalentea celle obtenuea l'aide de maillages isotropes.

1.3.3 Metrique

Dans [17][55][33] les auteurs ont introduit le concept de netrique pour contrbler letire-
ment et I'orientation du maillage. La netrique est alors utili’ee comme fonction d'adaptation.
La netrique M est un tenseuf d'ordre 2 c& ni sur un espace vectorielE de dimension nie,

3. Les composantes d'un tenseur d'ordre 2 peuvent étre repesenes sous la forme d'une matrice.



c'esta-dire une forme bilireaire telle que :

M:E EI<
(u;v) I'M - (u;v)

et posede les proprees suivantes :

{ synetrique :

8u;v2E M (u;v)= M (v;u) (1.10)
{ & ni positif :

8Xx2E M(xx) O (1.12)
{ non ceeeree :

[Bu2E; M(u;u)=0] ) u=0 (1.12)

Le tenseur netrique estetroitement lea la c nition du produit scalaire dans un espace
vectoriel eta la notion de longueur dans un espace netrique. Le produit scalaire de deux
vecteurs dans<? est ck ni, par rapporta une netrique M , par :

hu;viy = lu;Mvi=u'"Mv 2< (1.13)
A partir de ce esultat, la norme euclidienne se traduit alors par :

p p
kuky = hu;uiy = u™™u (1.14)

et elle mesure la longueur du vecteuwr par rapporta la netrique M .

Geonetriquement, une netrique est repesenee par son cercle unie, soit une ellipse en 2D
(un ellipsode en 3D). Les axes principaux de I'ellipse sont aligres avec les vecteurs propres
du tenseur, et la longueur des rayons est l'inverse de la racine caree des valeurs propres
respectives £; = 91—7 etr, = p%). Rappelons que par ses proprees le tenseur nmetriqué
admet toujours une diagonalisation propre, qui secrit comme suit :

" #
RT R =[R: Ry] (1.15)
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R,

X T

Figure 1.3 Cercle unie de la netrique M

al R est la matrice de rotation compose des vecteurs propr&s,; et R,, et auxquels sont
assoces les valeurs propres; et .

Comme nous le verrons dans les prochains chapitres, les composantes du tenseur netrique,
ou plus simplement la nmetrique, sont ce niesa partir de la matrice hessienne. Cette matrice
n'est toutefois pas recessairement ck nie positive et peut aussi étre cegereee. Ce cas par-
ticulier sera aborce plus loin. L'expression ci-dessous permet detablir une relation entre la
nmetrique et la matrice hessienne :
" #

ji O

M = jHj =R o
0 ]2

RT ajij 2>0 (1.16)
Nous obtenons la matrice hessienne modiegH| en prenant la valeur absolue des valeurs
propres, | et ,, de la matrice hessienndd. La matrice hessienne prend alors la forme
d'un tenseur netrique. Les directions assocees aux valeurs propres sont les vecteurs propres,
repesenes ici par la matrice de rotationR . Rappelons que la borne d'erreur de lequation
1.7 ¢ nit une borne anisotrope, puisque I'erreur n'est pas la méme dans toutes les directions.

La rretrique est une transformation a ne de I'espace physique anisotrope vers un espace
virtuel isotrope. Unekmentetie et oriene dans l'espace physique selon la netrique, devient
equilateral et unitaire lorsqu'il est transforme dans I'espace virtuel isotrope. Letirement et
I'orientation de leEment dans l'espace physique assurent lequiepartition de l'erreur dans
toutes les directions. Ainsi, nous minimisons l'erreur d'interpolation pour uneement triangu-
laire lireaire ayant une certaine aire, enetirant ceteement selon le ratio d'anisotropie ce ni
peecdemment et en l'orientant dans la direction de la courbure minimum. Ceteement o re
alors une meilleure pecision qu'unekment triangulaire equilatral de méme aire. Plusieurs
travaux qui portent sur l'utilisation de netrique continue base sur le Hessien ontetude ce
comportement pour dierentsecoulements, entre autres [17][8][13][4][24][2][22][47, 46]. Citons
en particulier [55] sur la gereration de maillages anisotropes pour leseements nis.



11

Les mailleurs anisotropes non structues, quel que soit leur type (Delaunay, avance de front
ou autre), utilisent le principe de calcul de distance par rapporta une netrique continue dans
leur algorithme de gereration deement. Le calcul de longueur dans I'espace virtuel permet
de construire unmaillage unie par rapporta une netrique continue ce nie sur le domaine
. Ce maillage unike est isotrope et seseements sont unitaires (ou presque). Pour uneement
triangulaire non cegeree dans I'espace physique, il existe une seule et unique netrique dans
laguelle ce triangle estequilateral et unitaire [55]. Il faut noter par contre qu'il existe une
in nie de triangles non cegerees dans l'espace physique qui sontequilaeraux dans une
nmetrique donree. lls ont tous la méme taille, la méme aire et le mémeetirement. Par contre,
leurs angles ne sont pas les mémes. La netrique ne permet donc pas de controler les angles
d'unekment. Il faut donc adopter un autre mecanisme pour controler I'angle maximal a n
de minimiser I'erreur d'interpolation. Cette tache revient aux mailleurs lors de la gereration
desekments.

La fonction de taille pour les maillages isotropes peut étre vue comme un cas particulier de
la metrique qui secrit alors comme le produit de la matrice identie par un scalaire caracerie
par la taille h de lekment :

"
1 10
M) = s o (1.17)

La taille est la méme dans toutes les directions, et nous obtenonsevidemment desekments
equilaktraux.

Une approche un peu dierente est traiee dans [20][21][41][42][43][7]. Au lieu de calculer
une nretriquea partir de la matrice hessienne recessitant levaluation des cerivees secondes de
la solution, les auteurs utilisent le champ des cerivees premeres pour le calcul d'un estimateur
d'erreur anisotropea posteriori. Il joue un rble similairea celui jole par I'estimateur d'erreur
lors de l'adaptation isotrope. Cependant, nous cherchons a obtenir deux tailles dans les
directions de courbures principales a n dequiepartir I'erreur dans ces mémes directions.
Ceci permet de construire un maillage anisotrope dont l'erreur relative estinee est le plus
pes possible d'une toerance pedetermiree. C'est un processus ieratif; au fur eta mesure
gue nous avarcons dans les ierations, lesekements s'aligneront et sktireront de manerea
atteindre unetat dequilibre. L'orientation desekments est obtenue enevaluant les vecteurs
propres d'une matrice symetrique positive, qui s'apparentea la matrice hessienne, mais qui ne
fait intervenir que la norme des cerivees premeres sur unekment. Le principal avantage de
cette nethode est qu'elle ne recessite pas levaluation des cerivees secondes, et qu'ainsi nous
n‘avons pasa nous soucier des erreurs d'approximation commises lors de levaluation de ces
derneres. Par contre, la richesse de l'information dimensionnelle qu'elle cevoile est inkrieure
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a celle obtenue de la matrice hessienne. De plus, puisque I'estimateur d'erreur est ceveloppe
pour un type bien speci que dequation aux cerivees partielles, I'algorithme d'adaptation
doit tenir compte desequations devant etre esolues, ce qui limite sa gereralie.

1.3.4 Metrique optimale

Nous expliguons au chapitre 2 que la netrique, telle qu'elle est & niea lequation 1.16,
repesente un niveau d'erreur d'interpolation locale. Nous cherchons icia minimiser I'erreur
d'interpolation globale a n d'obtenir un maillage optimal ayant un nombre de n uds arbi-
traire. Puisque le maillage est & ni par une netrique, nous recherchons donc la netrique
optimale, ¢ nissant en chaque n ud un niveau d'erreur d'interpolation locale, qui permet-
tra d'obtenir globalement le meilleur maillage. Ainsi, il est possible de & nir une netrique
optimale multiechelle qui minimise l'erreur d'interpolation en normelL , de facona obtenir
un maillage anisotrope optimal pour un nombre de n udsN arbitrairement ». Ce prin-
cipe aek introduit dans [14][16], et aet gererali® en 2 et 3 dimensions dans [3][32][31].
Nous expliquerons en cetail le developpement de I'expression de la nmetriqgue optimale en 2
dimensions. En dimensiom pour un nombre de nuds N l'expression nale de la netrique
optimale est la suivante :

M L» = Dio(detHj)z 7R j jRT

°7 gy T i o

@ Dp= N~ = A et jj= 1.18
Lp B @3 ] 0 . ( )

2 n #

1.4 Le Conditionnement de la matrice globale

La esolution du syseme dequations eneements nis est a ecee par le conditionnement
de la matrice globale du syseme dequations. Le nombre de condition de cette matrice
epend entre autres de la misea lechelle du syseme dequations, du choix de l'interpolant,
et aussi deseements du maillage, relativementa leur forme eta leur distribution. Nous nous
ineressons ici un peu plusa l'impact desekments sur le conditionnement. La distribution
des ekments cetermine leur taille et leur densie. Plus la densie des ekments estelewe,
plus lesekments sont petits. Le conditionnement de la matrice eementaire est inversement
proportionnela l'aire de leement. Donc plus unekment est petit, plus le conditionnement de
la matriceebmentaire risque d'¢tre grand. La forme de leement, relee aux angles de celui-
ci, inuence aussi le conditionnement de la matrice eementaire. Lorsque I'angle minimal

min tend vers 0, le conditionnement peut devenir tes grand, puisqu'il est proportionnela
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cot( min ), qui tend alors vers l'in ni. L'e et combire des dierentes matrices eementaires
a ecte le conditionnement de la matrice globale du syseme dequations.

Or le conditionnement de la matrice globale a un impact non regligeable sur la esolution
du syseme dequations. Par exemple, le taux de convergence et la stabilie des nethodes
de esolution ieratives sont grandement a eces par le nombre de condition de la matrice
globale; plus le nombre de condition est grand, plus I'e cacie des nethodes itratives a
eduire le esidu du syseme dequations est eduite. Le mauvais conditionnement peut aussi
a ecter la pecision de la solution, et ce, autant pour les solveurs ieratifs que pour les solveurs
directs. L'importance des erreurs d'arrondis et d'arithnmretique ottante est proportionnelle
au conditionnement de la matrice eta la norme du esidu obtenue lors de la esolution du
syseme dequations. Par exemple, si nous consicerons le syseme lireaire suivant :

Ax =D (1.19)

al % est la solution exacte. Sk, est la solution approximative, la norme de I'erreur peut
s'exprimer ainsi :

kek = kx %,k (1.20)
et le esidu par :
=D Ax, (1.22)

Il est alors possible decrire l'iregalie suivante :

1 krk ke k¥k
condh ik Kok condA@ (1.22)

Le terme du centre repesente l'erreur relative de la solution. Si le conditionnement de la
matrice A est grand, alors la valeur de l'erreur relative est comprise entre 2zro et un nombre
qui peut lui aussi étre grand. Une grande erreur relative implique une solution approximative
de faible pecision. Si le nombre de condition est tes grand, la solution peut méme &tre
compktement fausse. Par contre, si la norme du esidu est assez petite, il est possible de
contrer I'e et d'un mauvais conditionnement. La borne sugerieure de I'erreur relative est alors
dimintee et nous pouvons obtenir une solution relativement pecise. Pour la simulation des
ecoulements dans ce travail, nous avons utili® des solveurs directs bases sur une factorisation
approximative de la matrice stoclkee en format creux [48][49]. lIs se basent sur des algorithmes
permettant d'obtenir une norme tes faible sur le esidu de la solution. Ainsi, nous eduisons
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I'impact d'un mauvais conditionnement sur la pecision de la solution.

1.5 Reconstruction du Hessien

Une desetapes les plus cruciales dans I'adaptation de maillages anisotropes est sGrement
la reconstruction des cerivees secondes. La netrique est directement lee aux cerivees se-
condes, et puisque ces derneres ne sont pas connaqgxiori, il est important d'avoir un bon
algorithme de reconstruction. Une mauvaise netrique donnera un maillage qui est souvent
mal adapta la solution, donc un maillage non optimal.A partir de la solution discete, il est
possible par dierentes techniques de reconstruire une approximation des cerivees secondes.
Nous etrons le lecteur aux articles suivants, [56] et [30], qui pesentent une bonne compa-
raison entre dierentes techniques de reconstruction des cerivees secondes dans le cadre de
I'adaptation anisotrope. Dans le pesent travail, nous avons ope pour une technique dite de
double projection de type Zhu{Zienkiewicz sur desekments triangulaires lireaires [29][60][61].

1.6 Eéments d'ordreelewe

En introduction, nous avons aborce les nmethodes nuneriques d'ordreeleve. Eneements
nis, il y aenornmement de recherche e ectieea ce niveau, et leseements isotropes d'ordre
elewe sont maintenant relativement communs et epandus. Par contre, il y a encore peu
d'exemples de maillages anisotropes d'ordre elev@ ce jour, seulement quelques publica-
tions [10][11][12][37][31] ont aborck le sujet. La raison est fort simple. La netrique est un
tenseur d'ordre 2 e nissant une forme bilireaire qui est releea l'erreur d'interpolation sur
unekement lireaire par les cerivees secondes de la solution. Lorsque nous augmentons le dege
du polynéme d'interpolation, nous changeons I'expression de I'erreur et ainsi le polyndbme ho-
mogene la e nissant. Par exemple, pour uneement quadratique I'expression de I'erreur est
CE nie par les cerivees troisemes repesenees par un tenseur d'ordre trois. Les techniques de
diagonalisation qui permettent de trouver les valeurs propres et vecteurs propres d'un ten-
seur d'ordre deux ne peuvent pas étre gereralies aux tenseurs d'ordre sugerieur. Il existe
guelques techniques de diagonalisation pour les tenseurs synetriques d'ordreelee [44][18][15].
Par ces techniques, nous obtenons une approximation d'une certaine forme de diagonalisa-
tion, puisque les tenseurs d'ordreelewe, contrairement aux tenseurs d'ordre 2, ne peuvent étre
compktement diagonaliges. Actuellement, ces techniques sont surtout utilies dans l'analyse
de signaux. Des travaux futurs pourraient envisager l'utilisation de techniques, telles que
eveloppees dans [15], pour le calcul de netriques equivalentes utilisees pour la gereration
de maillages anisotropes d'ordreelee.

Dans [37], une approche dierente utilisant une approximation du polynébme homogne



15

de l'erreur en serie de Fourrier pour obtenir un tenseur d'ordre 2equivalent est pesenee. Ce
dernier induit une netrique pour la gereration d'un maillage deements lireaires, que nous
enrichissons ensuite pour obtenir un maillage dekments quadratiques. Dans [12] et [31], un
changement de coordonrees est e ectte a n d'exprimer le polyndbme homogene de l'erreur
d'interpolation en coordonrees polaires. L'erreur s'exprime alors en fonction d'un rayon et
d'un angle. La direction detirement corresponda I'angle qui concide avec I'erreur maximale.
Le ratio d'anisotropie est ensuite obtenu par le biais de dierentes proprees geonetriques
de l'erreur. Une fois les paranetres obtenus, nous calculons une netrique pour la gereration
du maillage lireaire, qui est ensuite enrichi pour nalement aboutira un maillage anisotrope
guadratique. Cette dernere technique est relativement complexe et recessite beaucoup de
calcul. L'automatisme du processus est aussi incertain, surtout au niveau de levaluation de
I'angle maximal.
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1.7 Buts et objectifs

Le but de ce memoire est premerement d'expliquer, peciser et enrichir les concepts sur
lesquels repose l'adaptation de maillages anisotropes non structues par l'utilisation d'une
nmetrique optimale. Deuxemement, nous voulons etablir I'utilie d'une telle methode dans
dierentes situations en mecanique des uides. Les objectifs sont les suivants :

{ Developper un mockele d'erreur d'interpolation sur unekment lireaire;;

{ Developper I'expression de la netrique optimalea partir du mocele d'erreur;

{ Elaborer un algorithme e cace pour le calcul de la netrique;

{ Impkementer l'algorithme dans un code existant;

{ Interfacer le remailleur surfaciqueMeshAdapt;

{ Evaluer la nethode d'adaptation par dierentes applications.

Applications auxecoulements classiques

Nous pesentons dierentes simulations en 2 dimensions pour les equations de Poisson
et de Navier-Stokes pour illustrer les avantages de cette technique d'adaptation de maillage.
Nous introduisons par la suite la methode d'adaptation de maillage anisotrope par netrique
optimale pour lesecoulements axisynetriques.

Applications auxecoulements instationnaires

Nous introduisons une nouvelle approche pour l'identi cation des structures lagrangiennes
colerentes decoulements instationnaires en 2 dimensions. Cette nouvelle approche facilite
I'identi cation des structures pesentes et permet d'aneliorer leur ¢ nition. De plus, les
exemples etudes nous permettront de repousser les limites de la nmethode d'adaptation de
maillage anisotrope.
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CHAPITRE 2

DEVELOPPEMENT MATH EMATIQUE

Ce chapitre met en place les bases mattematiques recessaires a la compehension de
I'expression de la netrique optimale. Nous cebutons par un rappel de I'erreur d'interpolation
sur uneement lireaire. De cette expression, nous ceveloppons un mockle d'erreur qui conduit
a l'expression de la netrique optimale. Nous pesentons nalement les nethodes de calcul
discret de cette netrique optimale.

2.1 Erreur d'interpolation

A partir d'une collection de points sur un espace donre, ai nous connaissons la valeur
d'une fonction u; en chacun des points, il est possible de construire une approximation de la

de cette manere une erreur d'interpolation sur la fonction.

2.1.1 Eément lirceaire en dimension 1

la valeur de la fonctionu(x;) = u;. Il existe un polynébmep,(x) de dege n qui nous permet
d'obtenir une approximation deu(x) dont l'erreur d'interpolation est noee par E,(x).

u(x) = pa(x) + En(x) (2.1)

L'erreur est nulle aux points de collocation puisque le polynbme passe par ces points, donc

.;0 x] x‘Z
Figure 2.1 Interpolation lireaire de u(x)

U(Xj) = Uexact- Si NOuUs supposons que la fonctiom(x) est ce nie dans l'intervalle [Xq; x,] et
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gu'elle estn + 1 fois cerivable dans l'intervalle ]xo; x,[. Il existe alors une fonction (x) dans
I'intervalle ]xo; Xn[ telle que :

1 @*u( (x)

B = ma T axt

(X Xo)(X Xp):ii:(X  Xp) (2.2)

Sur unekment lireaire, e ni par les points X; et Xj+1, N vaut 1 et I'expression de I'erreur
d'interpolation sur uneement sécrit :

£ = L @u0)

_(2)!W(x X)X Xis1) (2.3)

La fonction (x) est inconnue, nous ne pouvons donc pasevaluer le terme d'erreur exacte.
En prenant la valeur maximale du terme de cerivee seconde sur l'intervallex{; Xi+1 [,

@u( (x)) max @u(x) = p®@
@X% xlxixia [ @X
il est possible d'obtenir un majorant de I'erreur d'interpolation :

DY
Ei(x)  —-(x x)(x Xin) (2.4)

La valeur maximale! du terme de droite est :

. . h?
maxj(x  xj)(x Xi+1)J:Z

de sorte que la borne sugerieure de l'erreur d'interpolation sur unekment lireaire sécrit :

@)

. )
Ei0i =3 h? (2.5)

al h repesente la taille de leement.

2.1.2 Eément lirraire en dimension 2

Unekment lireaire en dimension 2 peut étre repesent par un triangle forne par trois
nuds, tel guiillustea la gure 2.2. L'erreur d'interpolation mesure la dierence entre la
solution exacteu et la solution approxinee u, obtenue par le calculeements nis. Comme
pour le cas 1D, nous supposons ici que la valeur aux sommets desekments est connue et
correspond a la valeur exacte de la solution. Le triangle forme des sommets, u, et us

1. Le ceveloppement complet se trouvea I'annexe A.
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Figure 2.2 Interpolation lireaire de u(x;y)

repesente la solution interpoke entre ces trois points. Nous pouvons facilement voir qu'il
y a une dierence entre la solution exacte et la solution interpoke. C'est peciement cette
dierence que nous voulons mesurer. Nous ceveloppons dans ce qui suit une estimation de
I'erreur d'interpolation pour une approximation de la solution pareements nis en dimension

2 sur unekment triangulaire lireaire. L'expression de l'erreur est d'abord developpee sur
unekment de ekrence, et sera par la suite transformee dans I'espace physique pour faire
intervenir la geonretrie de leement, soit sa forme et ses dimensions.

En ekments nis, nous utilisons le concept deement de ekrence pour simplier les
calculs. Lekment de ekrence V;, tel que montea la gure 2.3, est unekment de forme
simple ¢k ni dans un espace de ekrence ,, et qui est assoce par une transformation a ne

a uneement V. du domaine eel .. Dans l'espace de ekrence les coordonrees sont

Y
M )
0.1) @ k-»
v,
(v @ *
0.0) (1.0) (t:

Figure 2.3 EEment de ekrence etekment eel

repesenees par le vecteur , tandis que dans I'espace physique elles sont repesentes par le
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vecteur x. Nous ce nissons alors la transformation telle que :
h i h i h i
'x( )= N() Xn al = et x= x vy (2.6)

Le vecteurN ( ; ) skcrita l'aide des fonctions de transformation de leement et qui, pour un
ekment lireaire, sont les mémes que les fonctions d'interpolation sur leement de etrence.

h [
N =1 C (2.7)

Ces fonctions sont inckependantes de la geonetrie de leement eel. Ce qui nous permet
de cevelopper une expression gererale de l'erreur d'interpolation sur leement de ekrence,
inckependante de la geonetrie desekments eels. De plus, la transformation etant lireaire
les conclusions relatives a I'approximationu,( ) sur leement de ekrence se transposent
directement sur l'approximation u,(x) de leEment eel. Ainsi, nous pouvons etendre les
conclusions sur l'erreur d'interpolation de leement de egrencea toutebment eel du do-
maine physique, tant que ce dernier peut étre caracerie par ceteement de ektrence.

Solution exacte

La solution exacteu( ; ) sur leement de ekrence peut etre ceveloppee en srie de
Taylor autour du point =0, =0.

u(i )= upr S0 Guy
@ , @ , (2.8)
2 2 '
_@ +_@ + _@u + 1
2 @2 2 @2 @ @
al cnote le point al sontevallees les cerivees secondes :
= ( ’ ) 2 Vr
En notation vectorielle I'expression devient :
u(;)=rP;ui+T%up _
[
al P=1 est la base polynomiale
. @u @u (2.9
us= u, — —
b @, @,
2 2
TSup = _U + — @ + @U
2 @2 2 @2 @ @
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Nous limitons les termes d'ordre superieura l'ordre 2. La notationh; i designe le produit
scalaire de deux vecteurs.

Solution nunerique

La solution nunrerique est exprimee sous la forme d'une combinaison lireaire des fonctions
de la base polynomialé® .

Up(; )= a+a +a =hP;ai (2.10)

Aux n nuds de leement, I'expression de la solution prend la forme :

h i
u, = P, a
1 321003
h i 11 (2.11)
o  po=91, £=%11d
1 ;3 3 101

et puisqu'aux nuds la valeur de l'approximation concide avec la solution exacte, nous

avons :
h i h i h [
Un = Pn a = Pn u + TSup
h " #
I _ TSupJn
a Tsup = . (2.12)
. 2 @u 2 @u @u
TSup]n:_n_2 +_n_2 T onn =
2 @ 2 @ @ @
Nous pouvons nalement isoler le vecteuru
h i ;h [
u=a P, Tsup (2.13)

En remplacant le terme u dans lequation 2.9 par I'expression de 2.13, nous pouvons eecrire
la solution exacte de la facon suivante :
h i ;h [
u(; )=HhP;ai P P, Tsup + Tswp (2.14)
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Le vecteurN peut exprimer le produit suivant :

21003
h i, h i
PP, =1 gll(g
101
h [
= 1 =N

Ce qui eduit la solution exactea I'expression suivante :

h i
U(; ): I’P;ai h N ; TSup i+ TSup (2.15)

Borne superieure de l'erreur d'interpolation

L'erreur d'interpolation est la dierence entre la solution nunerique et la solution exacte.
A partir desequations 2.10 et 2.15, nous obtenons I'expression suivante :

E(; )=jun(; ) u(; )j N

hP;ai h Pjai+ N ; Tgy I Tsyp (2.16)
h [
hN ; TSup [ TSup

h [
Les termes du vecteur Tg,, prennent les valeurs suivantes :

TSupjl = Tswpl( 15 1)=0

. 1@u

TSupJ2 = TSup( 2 2) = E@ (217)
. 1@u

Tsuplz = Tsup( 35 3) = 2@2

Nous obtenons ainsi l'erreur d'interpolation sur leement de etrence.

@u @u @u

EGI= 50 Vg 30 g se (2.18)

Les termesé(l ), 5(1 ) et  s'annulent tous aux sommets de leEment, ce qui res-
pecte I'hypottese que l'approximationun(; ) concide avec la solution exacteu( ; ) aux
noeuds. Cette expression repesente I'erreur d'interpolation sur leement de etrence. Nous

ne connaissons pas les valeurs des cerivees secondes, et il est donc impossible déevaluer
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lequation 2.18. De plus, il est di cile de borner cetteequation puisque la position et la va-
leur maximale de l'erreur sont inconnues. Toutefois, nous pouvons consicerer l'erreti ; )
sur les arétes de leement qui secrit comme suit :

2 3
@ au
Ei(; )= kieiTE gz %@z ei = kihei;Hyu( ) eil (2.19)
u u
@@ @

al e corresponda un des vecteurs ke nissant les arétes du triangld; un scalaire qui tient
compte de la position (; ) sur l'aréte, et H,( ) est la matrice hessienne dans la base de

ekrence . Ainsi pour les trois arétes de leement nous avons :
" oH#e "#
1 1
Ea(; )= ka 0 Hu( ) 0
R "#
1 1
Eo(; )=k H 2.20
(5 )= Ko 1 u() 1 (2.20)
"oH " #

L 0 0
Ec(: )=k 1 Hu() 1

aJ les scalairesk; sont e nis comme suit :

Ka = 5(1 )
ko= 5(1 =50 )= (2.21)
ke= 51 )

lls atteignent tous leur valeur maximale au milieu de I'aréte, soit lorsque= 3 et/ou = %

et valent alors :

Ka = kp = k¢ =

el

L'erreur d'interpolation sur l'aréte atteint aussi son maximum au milieu de celle-ci. Nous
pouvons donc ce nir la borne sugerieure de l'erreur d'interpolation sur les arétes comme
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Suit ;

N N NS I ARV B N0
Emax =max jEa(5; 5)IIEs(5: S ELS: )i
1

= § Pemax; Hu( ) €max|

(2.22)

Al enax repesente le vecteur e nissant l'aréte ai se trouve l'erreurEqax. Si hous posons
gue l'erreur maximaleE .« sur les arétes est repesentative de I'erreur maximalE . Sur
leement, nous avons :

Pemax; Hu( ) emaxi (2.23)

(oo )

Emax Emax

Cette dernere expression est vraie si la valeur maximale de I'erreur de leement se trouve sur
une des arétes. Ce qui n'est pas toujours le cas. Toutefois, nous consicerons que cette borne
superieure de l'erreur sur les arétes est une bonne approximation de l'erreur d'interpolation
maximale de lekment de etrence. Nous pouvons alors consicerer cette expression an de
borner I'erreur d'interpolation sur leement :

EC; ) %mmax;Hu( ) Emax| (2.24)

Si nous consicerons que I'erreur maximale se trouve sur l'aréte ce nie par le vecteefax =

Figure 2.4 Disposition des arétes sur lekment de ektrence et lekment physique.

[1 1], soit sur l'arétebde lekment de ekrence sur la gure 2.4, nous obtenons I'expression
suivante? :

2. Nous obtenons le m&éme esultat nal en consicerant les arétesa ou c.
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Cetteequation repesente une approximation de la borne sugerieure de I'erreur d'interpola-
tion sur leement de etrence. En transformant * cette borne dans l'espace physique nous
obtenons une approximation de la borne sugerieure de l'erreur d'interpolation suivante :
,@u  ,@u @u

xb@ + yb@_gl + beyg—@x@x

2
hooigQu Quz " #
Xb Vb § @z @X@% X (2.26)
@u @uS
@x@y @y

ol =

E(X;y)

ol =

al le vecteur x, Yy, corresponda l'aréte b du triangle de I'espace physique de la gure
2.4. Si nous ce nissons le vecteul. comme etant cette aréte du triangle, nous obtenons
nalement le terme d'erreur suivant :

E(GY) gt Hu() Li (2.27)

La matrice H, est la matrice hessienne de la solutiarevallee au point x de lI'espace physique
correspondant au point de l'espace de ekrence et e ni comme suit :

X =(X;y) 2 Ve

Ces points permettent devaluer I'erreur telle qu'exprinee par lesequations 2.24 et 2.26, mais

leur position est gereralement inconnue. Lors du ceveloppement de la borne sugerieure de
I'erreur en 1D, nous avons obtenu une expression similaire et avons borre l'erreur par la
valeur maximale de la cerivee seconde sur leement. De la méme facon ici, nous majorons

I'erreur en consicerant le pointa l'inerieur du triangle pour lequel le Hessien est maximum.

1. .
E(X;y) 3 jhL;Hy(x) Lij

@l -

m%xH_;Hu(x) Li
De plus, il est possible de cemontret que :

jhl:Hy Lij h L;jHyjLi (2.28)

3. Pour les cktails de la transformation voir I'annexe B.
4. Voir 'annexe C pour la cemonstration.
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al selon la decomposition propre du Hessien

jHij=Rj jRT
R etant la matrice des vecteurs propres déd,
. _ jad 0
= 0 gy

1 et ,etant les valeurs propres deH

Ce qui entrame que l'erreur d'interpolation sur uneementk est borree par :

Ey matiL; jHy () L i (2.29)
X

(ool )

Cette approximation de la borne superieure de I'erreur d'interpolation est similairea celles
eveloppees dans plusieurs travaux cies peedemment. Elles sont toutes similairesa une
constante pes. Par exemple dans [40] nous avons consicee une valeur moyenne de l'erreur
sur leement, ce qui donne une constante plus petite. Dans [3]et[16], les auteurs ont ceveloppe
plusieurs bornes selon la dimension spatiale de leement en jeu. En prenant une moyenne de
I'erreura partir des dierents sommets de leEment et en prenant I'extremum du vecteur L

par rapport au centre de gravie de leement, les auteurs obtiennent des bornesegales ou
bgerement superieuresa celles que nous obtenons. Cependant, la valeur de cette constante ne
change rien aux ceveloppements qui suivent, et n'a aucune in uence sur I'expression nale de
la metrique optimale. C'est pour cette raison que nous consicerons que cette constante vaut
1. L'expression de I'approximation de la borne sugerieure de I'erreur d'interpolation prend
ainsi la forme ci-dessous :

Ex mza}(xh_;jHu(x)j Li (2.30)

D'autre part, si nous consicerons seulement la valeur maximale des trois composantes de la
matrice hessienne comme une constante sur leement, alors lequation 2.30 prend la forme de
lequation 1.3. La borne superieure de I'erreur cepend ainsi seulement de la taille de leEment

et ne tient pas compte du caracere anisotrope de la solution.
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2.2 Moakle d'erreur en 2 dimensions

Consicerons un point a appartenant au domaine .. Nous visonsa controler I'erreura
proximie de ce point, de facona obtenir :

Ea  maxju(x) un(x)]
x2 (a)

al (a) repesente I'ensemble desekments qui ont le poinee comme sommet.

Figure 2.5 Ensemble (a) des triangles autour du pointa

L'approximation de la borne superieure de I'erreur d'interpolation sur uneementk est donree
par lequation 2.30. La borne sugerieure de l'erreur d'interpolation au pointa par rapporta
I'ensemble desekments de (a) est alors donree par :

E max maxhL;jH,(X)j Li 2.31

& k2 (a) x2k JHu(x)] ( )

Cette majoration de I'erreur d'interpolation nous indique que cette erreur est proportionnelle
au produit hL;jHy(x)j Li au le vecteur L et la matrice H, sont ce nis sur I'ensemble (a).
Nous cherchons a repesenter cette majoration, donc l'erreur d'interpolation au poing,

a l'aide d'une expression qui posede des proprees analogues a cette majoration. Nous

proposons ainsi le mockle d'erreur d'interpolation locale ci-dessous :
Ea=h;jHy(a)j Li (2.32)

al L estun vecteurde (a) cenipar L = fabjb2 (a)g. Ce moctle respecte la forme de

I'expression 2.31, et nous permet de repesenter l'erreur d'interpolation sous une forme un

peu plus simple.
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2.2.1 Orientation optimale du vecteur L

Nous cherchons l'orientation du vecteuL qui permet d'obtenir les extrema du mocele
d'erreur locale peedent. Ce vecteur peut étreecrit dans la base orthonormale des vecteurs
propres,s et t, de la matrice hessienne.

. . P——— . .
al et  sontdes scalaires c nis parkLk = 2+ 2. La matrice hessienne peut étre
cecompose en terme de ses vecteurs propres et de ses valeurs propres, ai nous ¢k nissons
les vecteurs propress et t, assoces respectivement aux valeurs propreg et ;.

" #
_ . nono j nonoTt
Hi@ji= s ¢ i st (2.33)
t

Par congquent, nous pouvons cevelopper le produit scalaire de lequation 2.32 comme suit :

h D " i
E.= Hh_:si hL:ti s i ho:si hL:ti
t
Ea= h_;si? o+ h;ti% 4]
Ea= 2 s+ i (2.34)

De cette manere, en exprimant le vecteut. dans la base orthonormaleq t), il est possible
de faire pivoter le vecteurL autour du point a. La contrainte impose sur s et  peserve
la norme du vecteur.

Extremum de l'erreur locale

Nous desirons optimiser I'erreur localeE, selon les coe cients s et  pour en deduire
I'orientation optimale du vecteur L. Nous cherchons donc :

min Ea= § o+ {j (2.35)
sous la contrainte :

24 2= kLK (2.36)
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Ce probeme d'optimisation nous anmenea consicerer la fonctionnelleF ci-dessous :
F(s; uC)= 3 s+ 3 d+C 2+ 2 kLK (2.37)

al C est le multiplicateur de Lagrange. Les variations d& par rapport aux trois variables
sont les suivantes :

OF 5 jj+2C o= «j {4+C)=0 (i)
@.
F .. .. .
g—:zu §+2C (= 4+ C)=0 (i)
t
@F
ac 2+ 2 kLKk*=0 (i)

Du esultat (i), nous pouvons dans un premier temps consicerer que le coe cients vaut

2ro. Ce qui implique par la relation (ii ) que le coe cient = KLk, et que l'erreur prend
la forme suivante :

E: = tzl i = kLij t)

A partir du esultat ( ii), nous trouvons une relation similaire a la premere soit que si le
coe cient  vaut zro, alors = kLk et I'erreur prend la forme ci-dessous :

Es = §J sl = kLij s)

Ces esultats nous montrent premerement qu'il existe un maximum et un minimum pour

le mockle d'erreur. Deuxemement, ces extrema sont aligres avec les vecteurs propres de la
matrice hessienne. Les deuxequations d'erreur obtenues repesentent les valeurs extrémes de
I'erreur locale E,, et nous obtenons le esultat important suivant :

Sij§i<ijd : Emin = KLK? §

Emax = KLK 1] (2.38)
Siji>jd :  Emn=KLKY 4

Emax = KLK?j
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et nalement,
Sij §j<j 4 : Emin est aligre avec le vecteurs
E est aligre avec le vecteut
o mex S91 A (2.39)
Sijsi>j 4 : Enin est aligre avec le vecteut

Emax €st aligre avec le vecteurs

D'autre part, si nous reprenons le esultat () et que nous consicerons maintenant que
C+j ¢ =0, soitque C = | . En remplacant le multiplicateur de Lagrange dans le
esultat (i) par cette valeur, nous obtenons alors la relation suivante :

jdj =0
Soit quej ¢j etj j sont de m&émes valeurs. L'erreur prend alors la forme qui suit :
E= 50+ fi=02+ Dii=kLkj ]

Cette condition impose une erreur locale constante et incependante de l'orientation du vec-
teur L, doncequiepartie dans les directionss et t, soit celles des vecteurs propres d¢,(a).

2.2.2 Erreur locale optimale

Reprenons lequation 2.34 exprimant le mockle d'erreur locale au poird,
Ea= 3 i+ {

et consicerons le cas aj sj < j ¢j. Pour mieux illustrer le comportement de I'erreur autour du
point a, nous transformons lequation en coordonrees cylindriques. Les coe cients deviennent
alors :

s = rcos et t = rsin

al estl'angle entre le vecteuL et le vecteur propres et r estegalea la longueur du vecteur
L . Lequation 2.34 prend alors la forme suivante :

Ea(r; )= r%cog | 4+ r2sin® j 4
kKLk?cog j ¢+ kLK?sin® | 4j
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D'une part, nous voyons clairement apparatre les valeurs extrémes e nies peedemment
par 2.38. Ces extrema sont incependants de l'orientation du vectelr. D'autre part, nous
distinguons mieux la forme du mockle d'erreur qui peut &tre repesent par un parabolode
elliptique dont lequation est donree par :

rcos ° N rsin 2 1 1

al a= p— b= p—
a b i j il

z(r; )=

et qui est illustea la gure 2.6. Si nous consicerons le moctle d'erreur pour un vecteut. de

Figure 2.6 Forme de l'erreur locale : a) 'erreur est repesente par la courbe sur le para-
bolode elliptique b) vue plan de I'erreur qui est fonction de et

longueur xe, alors nous obtenons lequation d'une courbe, qui peut étre illusteea la gure
2.6 par la courbe noire. Elle repesente le mocele d'erreur locale pour un vecteur de longueur
xe et corresponda l'expression ci-dessous :

Notre but est dequiepartir I'erreur dans toutes les directions, et du méme coup de minimiser
le mockle d'erreur locale. Nous voulons de manere gererale que les deux valeurs extrémes
qui composent l'erreur locale soient de mémes amplitudes.

Emax = Emin
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Nous voulons eduire I'in uence de Eqax pour obtenir un niveau d'erreur constant corres-
pondanta E,. Ce qui mene au ratio ci-dessous, qui est le méme ratio d'anisotropie que
celui ce ni par lequation 1.9.

Emax = Emin

2 . . 2 . .
Mmax 1 max] = Tmin | ng

S = I min — J max!.
Imax J min]

Comme nous l'avons vu peedemment, en ayant des valeurs propres identiques l'erreur
est automatiquement equiepartie. Cependant, nous ne contrélons pas les valeurs propres,
puisqu'elles font partie des donrees du probeme. En revanche, il n'y a aucune contrainte
sur les rayonsrnin et rpax autre que celle impose pour la longueur du vecteur, soit que
rmn = fmax = KLK. Dans les ceveloppements peedents, cette contrainte nous a permis
de trouver les valeurs extrémes du mockle d'erreur pour un vecteur de longueur donree.
Maintenant, en laissant tomber cette contrainte, il est possible de ¢ nir une transformation
de I'espace qui conduita une equiepartition de l'erreur dans toutes les directions. Nous
cherchonsa modi er la taille rax pour diminuer I'importance de Enax. A partir du ratio
d'anisotropie, nous degageons la relation suivante :

S

— J minj

r,\max = 'min

J maxj

Puisquermin €t rmax sont par ce nition de méme valeur, nous pouvonsecrire cette relation
comme suit :
S

_ J min ] (2.40)

r\max - rmax .
J max]

Le rayon modie ¥« est donc plus petit que le rayom . L'expression du mockle d'erreur
devient alors :

La gure 2.7 illustre cette transformation, et nous y voyons lequiepartition de l'erreur
locale. La transformation contracte I'espace dans la direction du vecteur propre assoce a
la plus grande des valeurs propres selon un ratio e ni par la relation 2.40. L'espace est
contrace dans une direction puisque nous avons »e la taille dans l'autre direction, soit celle
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Figure 2.7 Equiepartition de I'erreur locale : a) I'erreur forme une ellipse et est repesenee
par la courbe de niveau sur le parabolode elliptique b) vue plan de I'erreur qui est fonction
dermin et rmin

de la valeur propre la plus petite, dans le but d'obtenir une erreur locale constanteegalea
la valeur extréme minimale de I'erreuiE .

2.2.3 Mocle d'erreur

Une fois la transformation appliqiee au domaine, l'erreur locale estequiepartie dans
toutes les directions. Lequation 2.41 nous montre que l'erreur est alors incependante de
I'orientation du vecteur L. Nous pouvons donc simpli er lequation 2.41 comme suit :

Ea= rr2nin J min] +/r§1ax ] max] (2.42)

al rmin et fAnax sont les par la relation 2.40. Les esultats peedents indiquent que la taille
noee rni, est en fait plus grande que la taille i, . Nous noterons doenavant ces tailles de
la facon suivante :

Nmax = min et Rmin = *max
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Ce qui nous donne le mockle d'erreur locale au nudh :

Ea= hﬁwax J min ] +Sh§1in ] max]

hmin _ J maxj (2'43)
al = - -
Nmax J minJ

D'autre part, il y a un paralkleevidenta faire entre les expressions 2.43 et 2.34. Elles ont

min |

h _ “'max_ axede M

Figure 2.8 Tailleshp, et hyax selon le niveau de I'erreur locale

exactement la méme forme, mais il y a tout de méme une dierence importante. Lequation
2.34 fait intervenir les composantes d'un vecteur quelconque de longueur xe. Ses coef-
cients sont reles par la relation 2.36. L'erreur locale prend alors la forme peseneea la
gure 2.6, et n'est donc pas l'erreurequiepartie que nous cherchons. Tandis que lequation
2.43 exprime une erreur locale constante et inckependante de I'orientation du vectelur Elle
exprime lequiepartition de l'erreur locale dans toutes les directions. Nous pourrions méme
a rmer que l'erreur est alors incependante de la longueur du vecteur, puisque les tailldg,,
et hnax Ne sont a priori pas »ees. Par contre, elles sont relees par le ratio d'anisotropis
de la relation 1.9.

Dans le ceveloppement du mocele d'erreur, nous avons voulu minimiser l'erreur locale
pour obtenir E; = Eni, . Par contre, lequation 2.43 n'impose pas cette relation. Elle ne fait
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gu'exprimer un niveau d'erreur locale constante dans toutes les directions, et qui cepend de
la taille qui est »e. La gure 2.8 illustre ce principe de niveau d'erreur. Lorsque le niveau
d'erreur correspond a la valeur minimum de l'erreurE,,, , I'espace est contrace dans la
direction du vecteur propre assocea la plus grande valeur propre maxj. Tandis que, lorsque

le niveau d'erreur est la valeur maximald o« , I'espace estetie dans la direction du vecteur
propre assocea la plus petite valeur proprg min j. Il existe une in nie de niveaux d'erreur,

il'y a donc une in nie de possibilies de couples de tailleshn,, et hpmax. Cependant, hyin

et hnax Seront toujours reles par le ratio d'anisotropies pour ealiser lequiepartition de
I'erreur locale dans toutes les directions.

2.3 Metrique

La transformation qui nous a permis de cevelopper le mockle d'erreur locale 2.43 est en
fait une netrigue que nous notonsT,. L'espace local physique est caracerisa priori par
une base vectorielle orthonormale et est donc un espace physique isotrope. Nous dceformons
cet espace en un espace physique anisotrope par l'imposition de la netrigiie La base
vectorielle qui caracerise alors I'espace physique anisotrope est toujours orthogonale, mais
elle est anisotrope. C'est cette ceformation locale qui permet d'obtenir une equiepartition
de l'erreur locale dans toutes les directions et qui minimise I'erreur locale pour les taillas,
et h;, prescrites par la nmetrique T,. Cette netrique prend la forme suivante :
" L0 #

1

Ta=jHu(@j ' = R ‘Sj R @woO<jqij 4 (2.44)

i
Il est possible par inspection de \eri er que la matricgH,j ! possde toutes les proprees
d'un tenseur netrique e nies par les relations 1.10, 1.11 et 1.12. Les tailldss et h; sont
releesa la netrique par les relations suivantes :
1 1
hs = p— hy = p— (2.45)
J sl J i
et sont orienees selon leur vecteur propre respectif. Ces tailles correspondent aux rayons
d'une ellipse repesente par une des courbes de niveau de la gure 2.8.
Par ailleurs, l'inverse de cette metrique ck nit une autre netrique, T, 1. Elle est la trans-
formation inverse qui permet le passage de l'espace physique anisotrope vers I'espace virtuel
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isotrope, et elle est & nie par lequation 1.16 qui prend la forme suivante :
n . . #
s O

O RT @ 0<j4j 4 (2.46)
0 Ju4

T,'=Ma. = jHy@)j = R

La gure 2.9 illustre la relation entre ces deux netriques, al une ellipse dans I'espace phy-
sique anisotrope, devient un cercle unitaire dans I'espace virtuel isotrope, et ai les netriques
correspondent aux expressions suivantes :

M =T 1= jH
M t=T=jH,j*

La netrique M , e nit localement une deformation qui permettra la gereration d'un

M
t 1
\ /S
S
Vo
M—l

Figure 2.9 Transformation du cercle unie par la nmetrique M et son inverse

ekment dont la taille, letirement et I'orientation correspondent aux caraceristiques im-
poses par la netriqueM , 1. L'ensemble des nmetriquesM , assocees aux n uds du domaine
e nit une fonction continue que nous nommons netrique continue. Cette fonction continue
permet la gereration d'un maillage correspondant aux caraceristiques locales recessairesa
lequiepartition de I'erreur d'interpolation locale.

2.4 Metrique optimale

La netrique optimale est une netrique continue, qui corresponda une fonction continue
e nissant un champ de netriques minimisant I'erreur d'interpolation en normelL P de facon
a cererer le meilleur maillage anisotrope adape a la solution calcuke. Plus simplement,
nous cherchonsa ¢ nir en chaque n ud le niveau d'erreur d'interpolation locale en norme
L P qui permettra d'obtenir globalement le meilleur maillage ayant un nombre de n uds\
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speci que. La norme L P permet une certaine latitude dans la facon d'adapter le maillage et
permet de distribuer dieremment les n uds sur le domaine et de les concentrer ou non dans
les zones les plus anisotropes.

2.4.1 Probéme d'optimisation

Si nous consicerons le mocele d'erreur de lequation 2.43 pour un nud arbitraire du
domaine
Ev (Xy)= hZj o + hg] t]

a —= — et 0<j 4 i i
h [ | Y I Y

alors le probeme d'optimisation se pose de la facon suivante :
Z Z
min  (Ew (y))°d =min  hZj §+hEj . "d (2.48)

sous la contrainte :
Z
d(x;y)d = N (2.49)

La fonction d(x;y) est une fonction de densie de maillage e nie de la facon suivante :

d(x;y) =

2.50
hah: (2.50)
Nous introduisons un ratio de taillesr similaire au ratio d'anisotropie et qui secrit de la
facon suivante :

r__
hs

r= h_t

(2.51)
Il permet de eecrire les deux tailles sous une forme nous permettant par la suite d'exprimer
le moctle d'erreur en fonction de la densie de maillagél(x; y) et du ratio de taille r :

_ (heh)? _ d(xy) 7

hs = (hshy)r = d(x;y) Z'r he= = :

(2.52)
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2.

Em (X;¥) = hshy 13 §j+r1 % 4

(2.53)
=d g e g
Ce qui nous anenea la fonctionnelle suivante :
Z z
(rd:C)= dPr3s+r?3°d C dxyd N (2.54)

al C est le multiplicateur de Lagrange assoce a la contrainte 2.49. Nous cherchons les
fonctionsr et d(x;y) qui permettent d'obtenir le minimum de cette fonctionnelle. Elles sont
cetermirees en annulant la premere variation de par rapporta r et d(x;y) :

@ @
—r+—d=0 2.55
Dans un premier temps en consicerant la variationr , nous avons :
Z

(r+indiC)= dP (r+!r)3 j+(r+1r) 3 j°d
Z
C dxy}d N

Nous ckerivons par la suite la fonctionnelle par rapporta! :

Z

= dPp(r+lr )y gr(r+lr) ot

@
@!
20+ 'r )rj s 2r+!'r ) 3rjj d=0
Et en prenant la limite de cetteequation lorsque! tend vers 0, nous obtenons :
. @ z o . .p1 o .
lim G- dPpry j+r 3 ” 2r (rjg r{jd=o0

Or puisque les deux premiers termes sous l'inegrale sont toujours positifs pour toutes varia-
tions r :

8r d Ppry+r?yPitso
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nous avons nalement que :

8r rjs 13 =0
J ot

t
ré= 2
sl

—

Nous obtenons ainsi le ratio de taille optimalep :

rpr = 19 (2.56)
I sl

Dans un deuxeme temps, nous e ectuons un exercice similaire, mais pour la densie de
maillaged(x; y). Nous annulons la variation de densied de la fonctionnelle , ce qui donne :

y y
(rd+1d:C)= (@d+'d)Pr3 +r24°d C (d+'d)d N

En cerivant cette equation par rapporta ! et en prenant la limite lorsque! tend vers O,

nous obtenons :
Z
im == pd® rj jrr?j°® C dd=0

9®

Pour toutes variations d, il existe un multiplicateur de LagrangeC tel que :

8d d ™Y 3 j+r 3 j° c=0
C
(r3j sj+r 3 j)°

C p+1
(% S+ % )

d (P =

En utilisant le esultat 2.56, nous obtenons la fonction de densie optimal@ly(X;y) :

n # 1
C p+1
rgptj sj + r0p2'[j tj P
, # o1
C L S "
Aopt(X;Y) = ———— = —
o 2 i 1)t G i )

dopt(X; y) =
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En introduisant ce esultat dans I'expression 2.49, nous obtenons la relation suivante :

Z
dopt(X;y)d = N

Z n #71
G sli )2
Nous pouvons sortir la constante€ de l'inegrale et l'isoler pour obtenir :

Z

TG i )

@p&l =

Ce qui conduit nalement a l'expression de la fonction de densie de maillage optimale
Aopt(X;Y) :

P
dopt(X;Y) = R _(J sl .dL
( sl ) d

z 1
dopt(;Y) = N det(Hu(x;y){)Z> D det(jH,(x;y)j)Z d (2.57)

2.4.2 Expression de la netrique optimale

Nous cherchons I'expression d'une nouvelle netrique, la netrique optimall! o, de la

forme :

#
S O

t

Mopt(X;y) = R RT wo< t

Tout d'abord, si nous reprenons la relation 2.45 qui relie les tailldss et h; aux valeurs
propres de la netrique, et que nous exprimons les valeurs propres en fonction des tailles,
nous obtenons la relation suivante :

s:h2 t:ht2

al s et  repesentent les valeurs propres de la nouvelle netriqueéd partir desequations
2.52, 2.53 et 2.56, nous obtenons alors les valeurs propres suivantes :
_ dopt

- 2
s = 2 t— dopt ropt
I opt
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Si nous ceveloppons lequation pour ¢, nous avons :

_ Ao _ N G sii )
" det(HU OGN
i

Le premier quotient du terme de droite est un scalaire que nous identi ons selon la méme
nomenclature que [3], soiD,,. La valeur propre s devient alors :

n #;
I B -
s= D ] &Pt sJ——
J
" #1
. ] 2
= Dyp %
( sl d)re
o= Dip det(H, (6 Y))TD j ¢ (2.58)

Le méme ceveloppement est fait sur.

N R Y :
= Oopt Iopt = R (G sli gyos —
COR T etGH o)) T d i §
gt .
oo p
=D = dPT]
J s
o, H
= Dy %
( sl )re
¢ = Dip det(Hy (YT | (2.59)
L'expression nale de la metrique optimale est donc :
" #
Mox(X;y)= R ° RT a0< ¢ (2.60)

M opt(X;y) = Dip det(jHu(X;y)J)ﬁjHu(x;y)J (2.61)



42

Rappelons que la matrice de rotatiorR est fornee des vecteurs propres de,(x;y). La
metriqgue optimale M . est proportionnellea la matrice jHj, et est donc le esultat de la
multiplication de cette dernere par un scalaire local. Ce scalaire est fonction du nombre de
nuds N cesies sur le maillage et du poids du determinant de la matricgH,(x;y)j locale
par rapporta lI'ensemble des ceterminants du domaine. D'autre part, nous observons que les
tailles optimaleshg et hy, qui sont c& nies par :

1 1
hs=p: ht:ﬁ:
s

t

peservent le ratio d'anisotropie et assurent lequiepartition de I'erreur locale dans toutes les
directions.

pt=pld (2.62)

Metrique optimale vs erreur d'interpolation locale

En ce nissant la nmetrique optimale de cette facon, nous pouvons eecrire I'expression
2.47 de l'erreur d'interpolation locale comme suit :

Em (Xy) = hZj sj+ hfj ]

al la taille hg est obtenue de I'expression suivante :

. [
he= 1 detGHu(qy)i) e
S S DLp ] sl ~
_ det(jHu(x; y)j)

—= det(jH,(x; '2<p?+1>d
NJ < (Hu(X;¥)))

et au, de facon similaire, la taille h, est obtenue de :

) w1 Z
_ det(jH(x;y)j) 2D

2 : i) 2005

Lequation de l'erreur locale sous la netrique optimaleM ,; est alors :

Z
B 0GY) = o detGHUOGY)TT  detH(xy))) 77 d (2.63)

L'erreur estequiepartie dans toutes les directions, puisque pour un point donre, elle est
constante et incependante de la direction. L'erreur est de cette facon minimise pour le
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nombre de n uds cesies. D1ailleurs, il estevident que plus le nombre de n uds estelew,
plus le niveau d'erreur locale est bas. Nous remarquons aussi que le niveau d'erreur locale
est proportionnel au ceterminant de jH,(Xx;y)j locala une certaine puissance emp. C'est

ce terme qui dierencie le niveau d'erreur locale d'un nuda l'autre. Plus ce terme est
grand, plus l'erreur locale estelewe. Il y a plusieurs possibilies au niveau de la valeur du
ceterminant. Une zone au la solution est relativement constante cemontre un ceterminant qui
est petit, ce qui se traduit par une erreur locale faible. Une zone carackrisee par une solution
hautement anisotrope, donc tes directionnelle, cemontre aussi un determinant relativement
petit, puisqu'une des valeurs propres est tes petite et presque nulle. Un ceterminantelee
correspond donca une zone de la solution a1 il y a de forts gradients dans les deux directions
de courbures principales, ce qui se traduit par une erreur locale plus importante. Cette
situation ne priviegie pas recessairement une direction en particulier, ce qui s'exprime par
la gereration deements de petite taille et gereralementequilaeraux.

Metrique optimale vs erreur d'interpolation globale

A partir de lequation 2.48, nous obtenons I'expression de I'erreur d'interpolationevaliee
sur I'ensemble du domaine par rapporta la metrique optimale M .

Z 1
p
KEM o KL, = Em o (X;Y) "d

Enintroduisant I'expression de I'erreur local&y, , (X; y) dans cetteequation, nous obtenons :

Z 7 .
2 . ) 1 . ) p
KEM op KL, = N detiHu(xy)j) e detGH,0c V)T d  d
2~ z L
KEm ok, = & det(Hu(x; y)i) 7 d det(jHu(x; y)j) 70 d
> ¢ 5
KEw ki, = o det(Hu(xy)j) ™ d (2.64)

Encore une fois, comme pour lequation 2.63, il estevident que plus le nombre de n uds est
elewe pour un maillage, plus l'erreur d'interpolation globale diminue.
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2.5 Evaluation discete de la netrique

Reerons-nous a l'algorithme gereral d'adaptation de la gure 1.1. Dans le processus
d'adaptation, nous sommes a letape 4, soit la construction de l'ogerateur de transition.
Nous avons un maillage sur lequel aet calcuke une solution et nous voulonsa partir de cette
solution construire une fonction qui permet la construction d'un maillage adape. L'expression
de la netrique optimale nous permet de construire cette fonction d'adaptation, soit un champ
de netriques optimales. Cette expression est fonction de troiseements : le nombre de n uds
N demances, le niveau de la norme et les cerivees secondes de la solution evalltees en
chaque n ud du maillage de cepart. Les cerivees secondes sont recessairesa levaluation du
ceterminant de jH(X;y)j, et sont donc la base de la construction des netriques.

2.5.1 Reconstruction des ariees secondes

La premere etape consiste donc a evaluer les cerivees secondes. Nous avons cep fait
mention au chapitre 1 des articles [56] et [30] qui comparent les nethodes de reconstruction
de ceriees, et nous ne reprendrons pas ici cet exercice. Par contre, nous trouvons important,
pour la compehension et la suite des choses, de cecrire I'algorithme et les methodes utilies
dans ce travalil.

La nethode de reconstruction est enterement cecrite dans [29], et elle se base sur la
methode de Zhu-Zienkiewicz g$uperconvergent patch recovery methg@0][61]. Au lieu d'uti-
liser les points de superconvergence sur les triangles, comme il est pecie dans la nethode
de Zhu-Zienkiewicz, nous utilisons les points d'inegration de Gauss. Il y a deux raisonsa ce
choix. D'une part, la position des points de superconvergence n'est pas recessairement facile
a ceterminer, et d'autre part, certaines situations font en sorte qu'il n'y a pas assez de points
pour esoudre le syseme dequations. Nous sacri ons le comportement superconvergent au
prot d'un algorithme plus simple et robuste, et qui fonctionne m&me pour les n uds sur la
frontere.

Les ckrivees de la solution sont obtenues par reconstruction locale au sens des moindres
cares. Nous devons projeter les cerivees discontinues obtenues de la solutionekments nis
(ou autre) sur une base continue. Supposons un ensemhijedle mekments qui partagent le
point a comme sommet. Cet ensemble cesigne le sous domaine de projection. Les cerivees
exactes de la solution sont continues et dierentiables d'un eement a l'autre, contraire-
ment aux cerivees du champ discret qui sont discontinues. Nous utilisons donc une projec-
tion locale au sens des moindres cares des cerivees discontinugs;,, evallees aux points
dechantillonnage de ,, pour obtenir une meilleure approximationdu, au point a.

SoitQ = 3—“ la quantie que nous cherchons et qui doit &tre projeee. Nous cesignons par
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Figure 2.10 Ensemble , des triangles autour du pointa aveck = 4 points de Gauss par
ekment

Qn les cerivees discontinues obtenues de la solution € I'approximation anelioee qui doit
@tre obtenue par projection locale, et qui s'exprime comme suit :

Q =P i (2.65)

al P est une base polynomiale du premier dege €tle vecteur des coe cients inconnus qui
doivent étre cetermires :
h iT h it
P=1xyvy C= ¢ & G

Les coe cients ¢ sont obtenus par projection au sens des moindres cares sur le sous
domaine. Nous cherchons ainsia minimiser la fonctionnelle qui suit :
Z
(Q Qnida, (2.66)
a

NI =

F(ci;coc3) =

Ce qui entra'me lesequations suivantes pour les coe cients; :

z
(FP.ci Qnd, =0

NI

@
@c 2
Z
Ci: (hP,ci Qpd,=0
Z a
C . x(hP,ci Qp)da=0
Za
Cs: y(hP,ci Qn)da=0

a
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Nous pouvons eorganiser cesequations selon le syseme qui suit :
z
P(HP,ci Quda=0
et nalement, nous obtenons le syseme suivant :

Z Z

PP'd, c= PQud, (2.67)
Lequation 2.67 est un syseme de 3equationsa 3 inconnues, soit les. Seul le coe droit de
lequation cepend de la quantiea projeee Q.

La base polynomialé® est ¢k nie dans le syseme de coordonrees globak(y). Poureviter
un mauvais conditionnement de la matrice de projectioR P T, nous transposons toutefois
les coordonrees dans un syseme de coordonrees loca| ¥) dont l'origine est le centre du
sous domaine Xa; Ya)-

X=X Xa Y=Y VYa

La base polynomiale devient donc :

Le syseme 2.67 repesente la formulation inegrale de projection. Nous pouvons aussi
exprimer la fonctionnelle 2.66 sous sa forme discete :

)@k
(Q  Qn? (2.68)

=1

1
F(c;cc3) = >

Nous obtenons alors le syseme déquations suivant :

" #
PPT c= P Qs (2.69)

Ce dernier syseme repesente la formulation discete de la projection.

Levaluation de ces sysemes nene a l'obtention du vecteurc, et la quantie que nous
cherchons s'obtient de la relation suivante :

h i
= 1 X Xay VYa aC

a

du,
d
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Cette proedure e nit des operateurs de projection  (q), inegrale ou discret, qui agissent
sur un champ scalaire pour en ceterminer les cerivees premeres. Ainsi, hous obtenons les

cerivees premeres au point a du champ scalaireq= up(Xa;Ya) :

du
d_Xh ) = x(Un(Xa;Ya))
du
d_; ) = y(un(Xa;Ya))

De cette facon, en projetant deux fois nous obtenons les cerivees secondes.

du, | du
dx2 . ¢ dx ,
Fu, _ Ay,
dxdy , 7 dx ,
du, du,
dy2 . 7 dy ,
Puy, _ dy
dydx ., dy ,
L'approximation de la matrice hessienne est alors calcuke de la manere suivante :
3
d?uy, . dPu, N d?u,,
H = g dx? 2 dxdy dydx Z
u . dfu,  dPu, d?uy,
> +
2 dxdy dydx dx2

2.5.2 Diagonalisation de la matrice hessienne

La matrice hessienne est symetrique par construction, et une matricde est synetrique si
elle accepte la factorisation suivante :

A= QDQT'

al Q est une matrice orthonormale eD une matrice diagonale. Cetteequation estequivalente
a la suivante :

AQ = QD
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qui esta son tourequivalentea :
AQ; = Q al i n

@ ; estla eme valeur sur la diagonale dd®. Ainsi, les valeurs de la diagonale dB sont
les valeurs propres dé\, et les colonnes d€) correspondent aux vecteurs propres d&. Une
matrice synetrique est donc toujours diagonalisable.

Situations particuleres

Jusqua maintenant nous avons toujours consicee que les valeurs propres de la matrice
hessienneH, sont dierentes de zro. Par contre, en pratique ce n'est pas toujours le cas, et
il peut arriver qu'une ou les deux valeurs propres soient nulles. Le ceterminant est alors nul
et nous nous retrouvons devant un probeme pour le calcul de la netrique. En pratique, des
valeurs propres tes pes de zro peuvent conduire au méme probeme. Il faut alors etablir
une proedure pour assurer un calcul sain de la netrique en limitanta un certain seufl les
valeurs propres nulles ou presque nulles. Ce seuil est choisi en fonction des dimensions de
lecoulement qui est simuk et sa valeur est gereralement de I'ordre de:0 10 °a 1:0 10 1,
Les valeurs propres prennent dierentes valeurs sur le domaine et les trois situations suivantes
peuvent se produire :

1jag "etja "

2. ] 1j<" et] 3

3.]a<" etj 5 <”

Situation 1 :  La premere situation implique que le ceterminant de la matrice hessienne
est dierent de z2ro et sa valeur n'est pas trop petite. Le calcul de la netrique ne pesente
aucune probematique.

Situation 2 :  La deuxeme situation est plus complexe. Avec seulement une valeur propre
plus grande qu'un certain”, la metrique ne peut pas &tre calcukee dans bien des cas, la valeur
du ceterminantetant trop petite. Reprenons I'expression de la netrique optimale, mais avec
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uneecriture un peu dierente :

! #
S 0

t

M opt(X;¥) = R RT

1
R R
J si?? 2(p+1)

. D, (2.70)
]t

1
j g%t D

t =

i D, avec j s J i

Cette ecriture estequivalentea celle de 2.61, mais sans faire apparatre le ceterminant, ce
qui nous permet de mieux expliquer la probematique. Si nous supposons qugest nulle

(ou presque nulle), alors la netrique, selon les relations ci-dessus, s'exprime par les valeurs
propres et tailles suivantes :

s — 0 t — 1
1 1
hg = p—== 1 hy = p—= 0
S t
La netrique est donc incetermiree. Pour renediera ce probeme, nous pouvons utiliser un
criere sur les valeurs propres. Si la valeur propre est sous un certain se€lilelle prend alors

la valeur du".
j il =max(j ;")

C'est le criere qui est habituellement utilie dans beaucoup d'algorithmes de calcul de la
nmetrique. Par contre, il est important de comprendre I'e et que cette modi cation a sur

la netrique, le maillage et I'erreur d'interpolation. Pour mieux comprendre, reprenons les
termes de la matrice diagonale de lequation 2.70, au dans un premier temps nous consicerons
jd<Tetig "

1
R
j sI?P e
]t
R
1]t

TPt

D,

En substituant | sj par " nous obtenons la taille esultante suivante :

1
1 n2p+l  F(pD
2 S

h.=D? -5 _ 2.71)
b ]
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En prenant le ratio des tailles, nous voyons bien que la taille esultante, est plus petite que
la taille originale hs.

(2p+1)
hs "s 4D 1
hg ] s

Nous supposons ici que la modi cation locale apporeea la valeur propre a peu d'in uence
sur la valeur duD_,, ce qui nous permet deliminer cette valeur du ratio de tailles. Cette
hypottese est ealiste puisque leD_, est une mesure globale des determinants et est pro-
portionnel aux plus grands ceterminants sur domaine. Le cas local qui est examire ici fait
intervenir un ceterminant presque nul, et qui n'a pratiguement aucune in uence sur la valeur
du D ,. Donc, en augmentant ainsi la valeur propre minimale jusqu'atinous obtenons une
taille hg plus petite ouegalea la taille impose par lej ¢ original. Dans cette direction, l'er-
reur d'interpolation locale est donc plus petite ouegalea I'erreur d'interpolation originale.
Par contre, la taille h; subit la transformation inverse :

1
G

J sl

Dy,

1
j 2Pt we

j s

1 _p?
ht = ﬁ:t = DLp
En substituant j sj par " nous obtenons la taille esultante suivante :

1
R
o T R )

h =D2

(2.72)

S

et le ratio de tailles ci-dessous :

i . (2p+1)
J SJ 4(p+1)

:Yl_;r

t S

La taille esultante h, est augmente, ce qui a pour e et d'augmenter l'erreur d'interpo-
lation locale dans cette direction. Le ratio d'anisotropie n'estevidemment pas pesene et
nous perdons du coup lequiepartition de I'erreur dans toutes les directions. Ce esultat est
important, puisque de cette facon la taille prescrite dans la direction de courbure maximale
(dans la directiont dans le ceveloppement) est augmente, et nous perdons de la pecision
dans la direction la plus critique. Cette situation al une des valeurs propres est presque nulle
corresponda une zone du domaine ai lecoulement est hautement directionnel et anisotrope.
Les maillages anisotropes devraient aneliorer la pecision dans de telles circonstances, et
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cette nethode n'est peut-&tre pas touta fait adequate, ou du moins elle n'est pas optimale
pour ce genre de situation.

Une facon tes simple de renediera cette perte de pecision dans une des directions est
de peserver le ratio d'anisotropie. Pour la valeur propre minimale, nous pro@dons avec le
méme criere pour un seuil” donre. Cependant, nous nous assurons de conserver le méme
ratio d'anisotropie en modi ant la valeur propre dans l'autre direction.

s
s= 1
] s
o o (2.73)
sl =max(j ;")
jd =i s
Les tailles esultantesh, et h, prennent alors la forme suivante.
1 "2ptl ﬁ 1 "p ﬁ
hs = DL2 — i = DL2 — ' (274)
p J tJ P S
1 (j 4 )% G a1
h, = DLZp T = Dsz (s "P)zp+D (2.75)

En examinant les ratios de tailles, nous observons que les tailles esultantes sont plus petites
dans les deux directions.

(p)

hs _ " peD)

hs j sl

h " 2<ép+)1)

t

— = — 1
h, J s

Il s'agit du méme ratio puisque les valeurs propres originales ontee multiplees par le méme
facteur. Les tailles esultantesetant plus petites ouegales aux tailles originales respectives,
I'erreur d'interpolation est aussi plus petite ou egale dans chacune des directions. Ainsi,
nous nous assurons d'avoir un niveau de pecision au moins egale au niveau de pecision
original. L'hypotrese qui nous a permis d'exprimer les ratios de tailles et qui suppose une
in uence regligeable sur la valeur duD,, par la modi cation des valeurs propres doit etre
nuanee. Dans certaines situations ai le ratio d'anisotropie est tes grand et qu'une des
valeurs est tes petite, la modi cation de cette valeur propre comme nous le proposons peut
induire un ceterminant tes grand. La valeur du D, peut alors etre sensiblement a ecee.
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La consquence est que les tailles prescrites originalementa tous les nuds du domaine
deviennent plus petites, et nous devrions alors obtenir un maillage ayant un nombre de
n uds beaucoup plus grand que ce qui est demance. Pour diminuer cet impact regatif sur
le nombre de nuds du maillage, nous proposons de calculer la valeur d ,a partir des
valeurs propres originales. Par la suite, les valeurs propres sont modiees pour le reste du
calcul des rnretriques. Ainsi, la modi cation de valeurs propres garantit un impact local sur
les metriques.

Cette nmethode exige le calcul du ratio d'anisotropie pour pouvoir modi er, s'il y a lieu,
la valeur propre maximale. Par contre, dans la situation pesente la valeur propre minimale
est nulle ou presque nulle, ce qui implique que ce ratio pourrait etre in ni ou tes grand si

min 0. Nous introduisons donc un ratio d'anisotropie maximad,,.x qui permet de limiter
le ratio des valeurs propresa un certain nombre. Pour ce faire, nous utilisons le test suivant
lors du calcul de la netrique :

Si Smax  min max @lOrs S = Spax

Nous limitons ainsi le ratio d'anisotropiea une valeur nie sans faire intervenir une potentielle
division par 2ro. Un ratio maximal de sy. =1 10" permet deviter ce genre de situation
sans trop alerer le maillage esultant.

Situation 3 :  Cette situation est tes particulere et corresponda une matrice hessienne
dont toutes les entees sont nulles ou presque nulles. Nous retrouvons cette condition dans une
zone de lecoulement ai la solution est constante dans toutes les directions ou lorsqu'elle varie
lirrairement dans toutes les directions. Unecoulement plan de ce type est esolu exactement
par 'emploi dekments lireaires, et I'erreur d'interpolation dans cette zone est par conequent
pratiquement nulle. Par contre, nous ne pouvons pas regliger cette situation puisqu'elle peut
conduire, comme nous venons de le voir,a une incetermination de la netrique aux n uds
al le Hessien est nul, puisque le ceterminant est aussi nul. Bien qu'elles correspondenta
deux types decoulement compktement dierents, nous appliquons la méme nethode a la
situation 3 qua la situation 2. Cette nethode visea limiter la plus petite des valeurs propres
a une valeur minimale " tout en conservant le ratio d'anisotropie. Il est vrai que pour un
ecoulement plan (ou presque plan) de ce type, uneementetie aura peu, voir aucun impact,
sur la pecision de la solution. Toutefois, il est important de conserver une certaine egularie
dans la transition des eements du maillage entre les zones ai lecoulement se comporte
dieremment.

D'autre part, nous avons fait mention plus tot du criere habituellement utiliee dans les
algorithmes de calcul de netrique qui vise a limiter les valeurs propresa un certain seull
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minimal. Lorsque les deux valeurs propres sont modiees de cette facon, il est possible de
cemontrer ° qu'il existe une condition pour laquelle une des tailles esultantes est plus grande
gue la taille originale, ce qui se traduit par une perte de pecisionEvidemment, l'erreur
d'interpolation dans ces conditions est regligeable, tout comme la perte de pecision sur
la solution globale. Par contre, dans l'optique de la gereration de maillage, l'algorithme de
calcul de la nmetrique devrait nous permettre d'obtenir un maillage optimal.

2.5.3 Algorithme de calcul de la netrique

Nous pesentons brevement l'algorithme de calcul de la netrique. La section peedente a
permis d'expliquer et de justi er les dierentesetapes de l'algorithme. La gure 2.11 permet
de mieux comprendre les liens et les interactions entre les dierentesetapes.

1. A partir d'une solution et du maillage sur lequel elle aet calcuke, on reconstruit les
cerivees secondes pour former la matrice hessienh,a chacun des n uds du domaine.

2. On diagonalise la matrice hessienne

a) On obtient la matrice des vecteurs propreR qui servira au calcul de la netrique
locale

b) On obtient les valeurs propres min €t max
A partir des valeurs propres nin €t max On calcule le ratio d'anisotropies.
On calcule la valeur propre minimalg minj =max(j minl:")

On calcule ensuite la valeur propre maximalg maxj =] minj S°

L

La valeur duD_, est calcukea partir des valeurs propres originalesmin €t nax. Ce
calcul est global, il somme la contribution du determinant de chacun des nuds du
domaine.

7. On calcule la netrique localeM ;

5. Le ceveloppement se trouvea l'annexe D.
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Figure 2.11 Algorithme de calcul de la netriqueM
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2.6 Intersection de netriques

L'expression de la netrique aet ceveloppee par rapporta une seule variable correspon-
danta un champ scalaire & ni en chaque n ud d'un maillage. Toutefois pour unecoulement
en plusieurs dimensions, lors de la construction de la retrique il y a souvent plusieurs va-
riables a consicerer et pour lesquelles nous cesirons controler I'erreur d'interpolation. De
cette manere, nous gererons plusieurs netriques correspondant aux dierentes variables qui
seront utiliees pour contrbler le maillage. Pour obtenir la netrique qui est utiliee lors de la
cereration du maillage, nous faisons appela une nethode d'intersection de netriques utili-
sant la eduction simultaree des formes quadratiques assoceesa deux netriques. La netrique
obtenue de l'intersection peserve les bornes de l'erreur d'interpolation pour chaque variable.

2.6.1 Reduction simultaree de deux netriques

Soit deux netriques M ; et M , synetriques e nies positives et de dimension 2 2.
existe une based;; e;) dans laquelle ces deux netriques sont diagonales. Notons que cette
base n'est gereralement pas orthogonale. En exprimant les deux netriques dans cette base,
nous pouvons en ceduire une netriqueM qui peserve les contraintes de tailles imposes par
les deux netriques initiales. 1l est possible d'obtenir cette base par eduction simultaree si
au moins une des deux netriques initiales admet son inverse. Par construction les netriques
ont toutes un ceterminant non nul et elles sont donc inversibles. Nous introduisons ainsi la
matrice N

N=M,M,
Cette matrice peut etre ceccompose de manere usuelle :
N =Py P*

al la matrice de rotation Py est compose des vecteurs propres et e, de N . Puisque cette
dernéere n'est pas synetrique, ses vecteurs propres ne sont pas orthogonaux. lls e nissent la
base commune aux deux netriques de cepart qui nous permet de calculer leur intersection.
Les valeurs propres des netriqued ; et M , assocees aux vecteurs propres dd sont
calcukes de la manere suivanteA partir de legalie suivante, ar M j est une des netriques
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de cepart, nous avons :

Mije = e( i)
el Mje =el e( ) =( 1)
hei;M jeii =( i) 4
i 0
Pi M Py = ()
0 (2
Nous obtenons de cette facon la diagonalisation dd ; et M , dans la basePy .
" #
_ 1 1 0 1
M= P Py (2.76)
0 -
" #
0
M,= PT ' 1! P, (2.77)
0 >

2.6.2 Intersection

La eduction simultaree des netriques M ; et M , nous permet d'exprimer ces deux
nmetriques dans une base commune. Nous cherchonsa obtenir une netrique dans cette méme
base qui peserve les bornes de I'erreur d'interpolation pour les dierentes variables dans cha-
cune des directions propres; et e,. Par l'intersection des deux netriques, nous choisissons
donc la valeur propre la plus contraignante, soit celle se traduisant par la plus petite taille
de maillage. Si nous nous rappelons la relation entre la tailfeet la valeur propre qui est
donree par :

h=po

Nous choisissons ainsi la valeur propre maximale dans les directianset e, pour e nir

I'intersection.
n #
1 max( 1; 1) 0 1

Mi\M ,= Py 0 max( 5: 3) Py (2.78)

De cette facon, nous nous assurons que l'erreur d'interpolation dans la netriqué est
plus petite ouegalea celles dans les netriqued/! ; et M ,. Par construction, il estevident
gue la nouvelle netrique a les mémes proprees que les deux netriques de cepart; elle est
symnetrique e nie positive et repesente bel et bien une netrique. La netrique M correspond

a l'ellipse la plus grande inscritea l'inerieure de M | et M ».
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Figure 2.12 Intersection des netriquedM ; et M ,

M,
'

Figure 2.13 Intersection des netriquedv ; et M , : lorsqu'une des netriques est enterement
incluse dans l'autre, la netriqgue esultante de l'intersection est la plus petite des deux.

2.6.3 Cas patrticuliers

Nous exposons ici deux cas particuliers pour le calcul de l'intersection de deux netriques.
Le premier fait intervenir deux netriqgues semblables soit lorsque :

Mlszg

al k est un scalaire dierent de zro. La matrice N prend alors la forme suivante :
n #

N=k0
k

Cette matrice est la matrice identie multiplee par le scalaire k, et sa matrice des vecteurs
propres est aussi la matrice identie. La netrique esultante devrait correspondre exactement
a l'une des deux metriquesM ; et M ,. Par contre, l'algorithme peedant conduiraa une
metrique dont les vecteurs propres sont ceux de la matrice identie. En pratique, il est plutot
rare, voire impossible, que les deux netriquesa intersecter aient exactement la méme valeur.



58

Cependant, par pecautions nous rajoutons un test dans la boucle de calcul juste apes le
calcul de la matriceN , soit :

SiN(1;1)=N(2;2) etque N(1;2)=0

alors M =max(M ;M ,)

Le deuxeme cas particulier est celui aiN = 0. Les vecteurs propres sont alors inceter-
mires et nous ne pouvons pas calculer l'intersection des deux netriques. Ce cas se pesente
dans deux situations bien pecises qui ne sont pas rencontees en pratique puisqu'elles corres-
pondenta une situation ou au moins une des deux netriques ne \eri e pas la e nition méme
d'une netrique. La premere situation estevidemment lorsque I'une des deux netriques est
nulle. Cette situation esteviee par I'algorithme mis en place pour le calcul de la netrique,
puisque la netrique aura toujours des valeurs propres dierentes de 2ro. La deuxeme situa-
tion a1 N est nulle survient lorsque les deux netriques ont un ceterminant nul et que les
composantes des netriques respectent un certain rafloPuisque par ce nition une netrique
a un ceterminant dierent de zro, cette situation n'est jamais rencontee lors du calcul de
I'intersection de deux netriques.

6. Pour les cetails de la preuve voir I'annexe E.
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS NUM ERIQUES

Ce chapitre pesente dierents exemples d'applications de la nethode d'adaptation de
maillages anisotropes introduite au chapitre peedent. Il est divie en quatre sections. La
premere nous permet de pesenter le fonctionnement de l'adaptation de maillages aniso-
tropesa partir de deux cas simples de lequation de Poisson. La deuxeme section pesente
des simulations nuneriques des equations de Navier-Stokes pour un uide incompressible.
Nous y pesentons dans un premier temps unecoulement de Poiseuille qui nous anene a
nous questionner sur la straegiea adopter pour le calcul de la netrique d'adaptation pour
unecoulementa plusieurs variables. La simulation classique de la cavit caree entraYee nous
permet de choisir la meilleure strategie de calcul de netrique pour unecoulementa plusieurs
variables. A la troiseme section, nous introduisons la nethode d'adaptation de maillages
anisotropes pour lesecoulements axisynetriques. La dernere section pesente une nouvelle
application des maillages anisotropes adapes utiliees pour l'identi cation des structures la-
grangiennes colerentes dans unecoulement instationnaire de dimension 2.

3.1 Conduction avec terme source

Lequation de Poisson en 2 dimensions mocklise des probemes de conduction avec terme
source. Nous nous en servons ici pour gererer des solutions pour simuler des pkenonenes qui
s'apparententa ceux d'une couche limite ou d'une onde de choc dans unecoulement en 2
dimensions. L'adaptation de maillage anisotrope cible de tels probemes, et nous pesentons
ici les possibilies qui sont o ertes par cette nethode pour aneliorer la qualie des maillages
et la pecision des solutions. Cette section nous permet aussi de pesenter le fonctionnement
de l'adaptation de maillage anisotrope et de comparer les maillages obtenus aux maillages
isotropes.

Lequation de Poisson a la forme suivante :

r°F= U (3.1)

Le terme sourceJ nous permet de speci er la solutionf (X;y) pesentant les caraceristiques
souhaikes pour moctliser les phrenonenes telles une onde de choc ou une couche limite. Cette
approche dite des solutions manufactuees o re la exibilie requise.
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3.1.1 Moale continu d'une onde de choc

Une onde de choc est caraceriee par un changement abrupt, quasi discontinu, des va-
riables de lecoulement. Par exemple, a travers un choc il y a une augmentation rapide et
presque instantaree de la pression, de la temperature et de la masse volumique du uide.
Lepaisseur d'une onde de choc dans les conditions atmospteriques est de l'ordre de quelques
micronetres (1:0 10 ®m).

b)

Figure 3.1 a) Photographie Schlieren d'ondes de choc sur un pro | d'aide dans unecoulement
transsonique. b)Onde de choc sur un avion de chasse.

Le probkeme qui suit permet de reproduire un changement abrupt controk grace a la
fonction f; suivante :

f1(x;y) = tanh(" (y g)) ceniesur : x2[ L1y2[ 1;1] (3.2)
Cette fonction est continue et deux fois dierentiable. Le paranetre" contrble lepaisseur du

choc :

1

choc = w

En augmentant le coe cient " le gradient mocelie par f 1(x;y) devient de plus en plus raide.
Le terme source dans lequation 3.1 est cetermire a n d'obtenir une solution qui correspond

a fi(x;y).
Adaptation de maillage

Dans un premier temps, nous cemontrons le fonctionnement de I'adaptation de maillage
anisotrope. Reerons-nousa l'algorithme d'adaptation ce ni au chapitre 1. Il cebute par un
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maillage initial relativement grossier et facilea obtenir sur lequel nous obtenons une premere
solution. Le calcul d'un operateur de transition,a l'aide de la netrique, permet de gererer un
nouveau maillage qui devrait étre meilleur. Nous reprenons le cycle jusqu'au criere d'arrét.
En adaptation classique, nous augmentons le nombre de nudsa chaque ieration pour
aneliorer la pecision de la solution. Dans I'exemple qui suit, hous sgeci ons le nombre de
nuds de sorte que les dierents maillages obtenus ont tous approximativement le méme
nombre de n uds et deements. Par contre, la distribution, I'orientation et letirement des
ekments evoluent au fur eta mesure que nous progressons dans les boucles d'adaptation
pour aneliorer la pecision de la solution.

—

Figure 3.2 Fonctionf(x;y) avec" =100

Resultats

Dans notre exemple, nous utilisons une valeur de 100. Cette valeur est loin de cor-
respondre a lepaisseur eelle d'un choc, mais elle nous permet de mesurer la dicule du
probeme et de comparer I'adaptation de maillage anisotrope et isotrope. La gure 3.2 illustre
la forme de la solution de la fonctiorf 1(Xx;y).

Pour la premere srie d'adaptation de maillages anisotropes, nous xons le nombre de
n udsa 600 et nous utilisons la norme L, pour le calcul de la netrique, telle que e niea
la section 2.4. Cette norme conduita une meilleure capture des prenonenes anisotropes. La
gure 3.3 montre quelques-uns des maillages obtenus. Nous voyons tes bien levolution du
maillage et la capture du choc par le maillageA chaque boucle d'adaptation de maillage, les
ekments sktirent et s'alignent sur le choc. Les maillages obtenus comptent plus de n uds
gue le nombre demance. Ce surnombre de n uds est la conequence de deux facteurs. Le
premier de ces facteurs s'observe lors du calcul de la netrique. Les restrictibrimposes

1. Voir la section 2.5.2
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a) maillage initial 49 noeuds b) 750 noeuds ¢) 737 noeuds

TAVAV AN NS
“‘%//‘\\\ X%
ey
=

d) 642 noeuds e) 648 noeuds f) maillage final 701 noe

Figure 3.3 Maillages anisotropes issus de l'adaptation en norrhe

sur les valeurs propres ont comme consquence d'augmenter le nombre eel de n uds de la
netrique par rapport au nombre de n uds demanc N. Le deuxeme facteur est I'algorithme
de mesh gradationdu mailleur. Cet algorithme est utili a n de gererer un maillage dont

les transitions sont douces entre lesekments de tailles et/ou d'orientations dierentes. Le
mailleur que nous avons utili permet treoriqguement deliminer cette option degradation

du maillage, mais en pratique les maillages obtenus ont gereralement un nombre de n uds
10%a 30% superieur au nombre de n uds demande, selon lecoulementetude.

Pour la deuxeme rie d'adaptation, les netriques sont calcukes en normie;. Le maillage
nal montre une distribution de n uds un peu dierente, comme nous pouvons le constater
sur la gure 3.4a). Il y a beaucoup plus deements dans les zones planes, mais la majorie
desekments est toujours concentee dans la zone de choc.

Une dernere srie d'adaptation, isotrope cette fois-ci, permet de comparer les deux
nmethodes d'adaptation. Cette dernere adaptation ne se fait pas avec un nombre xe de
n uds. Nous tentons plutdt de eduire I'erreur globale par un certain facteur, ce qui gerera-
lement entrane une augmentation du nombre de n udsa chaque ieration. La gure 3.4)
montre le dernier maillage obtenu, qui compte un peu plus de 65000 n uds. Il fut recessaire
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a) Maillage anisotrope final b) Maillage isotrope final
adapté en norme L 66544 noeuds

Figure 3.4 Maillages anisotrope et isotrope

a) Maillage anisotrope final b) Maillage isotrope final
adapté en normenl

Figure 3.5 Gros plan sur la zone de choc

d'amorcer les calculs sur un maillage de cepart plus n de 625 n uds comparativementa
49 nuds pour les maillages anisotropes. Un maillage de cepart trop grossier peut engen-
drer un lot de di cules, car la solution est alors mal repesente, la physique mal captuee
et I'adaptation peut ainsi segarer. Ce qui entrane un nombre important d'ierations avant
d'obtenir une srie de maillages permettant la capture du choc.

La gure 3.5 pesente un gros plan des maillages anisotrofjg et isotropea I'endroit du
choc. Les maillages cevoilent la forme de la fonctiofy(x;y). La densie de n uds augmente
dans les zones al la courbure estelewe, et ces zones correspondent, sur la solution, a la
transition entre les plateaux. La dierence entre les deux types de maillages estenorme.
Dans l'image 3.%) il n'y a qu'une trentaine de n uds comparativementa plusieurs centaines
de n uds pour le maillage isotrope.

Finalement, nous pouvons vraiment appecier la performance des maillages anisotropes
par le graphique de l'erreur absolue en fonction du nombre de n uds du maillage. Il ne s'agit
pas ici d'uneetude du taux de convergence des maillages anisotropes. Nous desirons plut6dt
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mettre enevidence la facon dont levolution des maillages anisotropes aneliore la pecision
de la solutiona chaqueetape, et ce, méme si le nombre de n uds varie peu. Cetteevolution
du maillage est en quelque sorte la convergence du maillage vers une forme optimale. Nous

Onde de choc
100

Aniso. L' ——
Aniso. Ly -
Isotrope -~

“
- x X

erreur absolue
HKemmm- -
*

0.1 | | |
10 100 1000 10000 10000

nombre de noeuds

Figure 3.6 Erreur absolue en fonction du nombre de n uds

noterons aussi la grande dierence entre les nombres de n uds requis pour chaque approche
pour atteindre un méme niveau d'erreur. Dans le cas pesent, l'anisotropie du maillage eduit
par un facteur de 100 le nombre de n udsEvidemment, il s'agit ici d'un probeme purement
anisotrope, donc il n'est pas surprenant que la nmethode d'adaptation de maillage anisotrope
soit si performante. La dierence entre les maillages est impressionnante, et nous montre que
la capture d'une onde de choc, dont lepaisseurn,. serait de l'ordre de 10 10 8, recessiterait

un maillage isotrope extrémement n.

3.1.2 Couche limite

Un desekments les plus importants et complexes de la necanique des uides est sans
aucun doute la couche limite. Le concept de couche limite, introduit par Prandtl en 1905,
identi e la egion du uide pes d'un corps ai les e ets visqueux sont importants. La vitesse
du uide est nullea la paroi et augmente progressivementa l'inerieur de la couche limite
pour atteindre la vitesseU de lecoulement non perturte. Par exemple, le comportement et
les performances d'une aile d'avion sont tes in uenas par la couche limite. Elle a ecte entre
autres la portance, la tra'ree ainsi que I'angle de decrochagstéll angle de l'aile. Pour bien
evaluer les caraceristiques aerodynamiques d'une aile, il est donc recessaire de bien conna'tre
la couche limite.

L'exemple qui suit illustre l'utilie des maillages anisotropes dans letude des couches
limites. Blasius a ceveloppe une solution analytique pour une couche limite analytique bidi-
mensionnelle sur une plaque plane. Il a monte que lepaisseur de la couche limite varie de la
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facon suivante :

=

e (X) UX ? — XRe? (3.3)
al repesente la viscosie cirematique du uide, U la vitesse de lecoulement non perturle,
X la position le long de la plaque plane eRe le nombre de Reynolds. Enecrivant cette rela-
tion en fonction du nombre de Reynolds, nous pouvons introduire le ratle. caracerisant
lepaisseur de la couche limite par rapporta sa longueur :

1
2

cL (X) = R; (3.4)

ScL =

Letude nunerique des couches limites recessite des maillages ayant un grand nombre de
nuds N dans ladirection de lepaisseur de la couche limite, puisque c'est dans cette direction

que la vitesse varie le plus. Si nous utilisons un maillage isotrope (de mémes densies de
n uds dans toutes les directions), nous pouvons estimer le nombre de n udN, requis dans

la direction longitudinale :

N 1
NL —=NRg (3.5)
ScL
A titre d'exemple, pour un nombre de Reynolds de l'ordre de:Q 10%, en supposant que
seulement 10 n uds sont requis dans lepaisseurc. pour bienevaluer la couche limite, le

nombre total de n uds dans la couche limite est alors :
Nee N N, 10000 (3.6)

Pour les maillages anisotropes, leseementsetanteties dans la direction de lecoulement,
nous pouvons diminuer le nombre de n uds dans cette direction, sans eduire la densie de
n uds sur lepaisseur de la couche limite. Si nous supposons un ratio detirement moyen de
s 10, le nombre total de n uds dans la couche limite est diviee par ce facteur et est alors
de 1000 n uds.

Modale de couche limite

Nous pouvons obtenir une solution manufactuee pesentant des caraceristiques de couche
limite par la fonction f,(x;y) qui est continue et 2 fois dierentiable :

fa(y) =4yl y)1 exp( 10x) (1 exp( 100))x)

(3.7)
c;eniesur : x2][0;1]y2 [0;1]
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Le terme source de lequation 3.1 est cetermire a n d'obtenir une solution qui correspond
a f,(x;y). La solution exacte est pesenteea la gure 3.7, qui montre une solution de type
couche limite sur la frontere x = 0. Nous adoptons une variante de strakgie d'adaptation

/

Figure 3.7 Fonctionf3(x;y)

des maillages anisotropes. Nous augmentons le nombre de n udsa toutes les 2 ierations,
pour ealiser une etude du taux de convergence pour comparer les maillages anisotropes et
isotropes. Nous utilisons les deux m&mes normes pour le calcul de la netrique, soit les normes
L,etlq.

Resultats

Le graphique 3.8 pesente les courbes de convergence des trois maillages. Nous noterons
que la pente de 2 de l'erreur indiqgue que nous avons atteint la zone asymptotique. Il y a
une dierence marglee entre les trois maillages. Pour une erreur absolue du méme ordre

Couche limite

10 ‘ ‘ ‘
Isotrope —+—
Aniso. Ly ——-s—-
Aniso. Ly ——-x---
Ordre 2 &

erreur absolue

0.1F

0.01 | | | |
10 100 1000 10000 100000 1e+00

nombre de noeuds

Figure 3.8 Erreur absolue en fonction du nombre de n uds

que celle d'un maillage isotrope, le maillage anisotrope en noriing comporte environ 5 fois
moins de n uds, tandis que celui en normelL; comporte 14 fois moins de n uds. Cette
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dierence entre les maillages se comprend mieux en observant la gure 3.9, qui pesente trois
des maillages ayant un nombre de n udsequivalent. Le maillage isotrope concentre beaucoup
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Figure 3.9 Maillages adapes selon trois nethodes dierentes

plus les n uds au niveau de la couche limite que les deux autres maillages. Par contre, m&éme
s'il comporte plus de nuds l'erreur obtenue est beaucoup plus grande que pour les deux
autres. La gure 3.10 montre un gros plan du maillage isotrope et du maillage anisotrope
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Figure 3.10 Gros plan sur les maillages adapes

L, . Ce dernier permet d'avoir une plus grande concentration de n uds dans la direction
de lepaisseur de la couche limite comparativement au maillage isotrope. La concentration
dans la direction transverse est toutefois beaucoup moinsele\ee. Il est di cile de le constater
sur I'image tellement leseements sonteties, mais il y a seulement 3 n uds sur la frontere
gauche & = 0) pour le maillage anisotrope de la gure 3.18), comparativementa environ 90

n uds pour le maillage isotrope. Une coupe de la solutionay = 0:5 permet de mieux cibler
la dierence majeure entre les solutions obtenues sur les dierents maillages. Le graphe 3.11
montre les solutions des maillages) et ¢) de la gure 3.9 dans la zone de courbure maximale.
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Figure 3.11 Coupe de la solution dé,a y=0:5

Le maillage isotrope ne permet pas d'avoir une bonne ¢k nition de la solution dans cette zone
comparativement au maillage anisotrope. Il faut augmenter le nombre de nudsa plus de
150000 pour obtenir une solution qui se rapproche de celle du maillage anisotrope et de la
solution exacte. Leconomie de n uds au niveau de la couche limite permet aussi d'augmenter
le nombre de n uds sur le reste du domaine, ce qui contribue aussia eduire I'erreur globale.
Les maillages anisotropes permettent non seulement uneeconomie en termes de n uds,
mais aneliorent aussi la pecision de la solution. Le ratio du nombre de nuds entre les
maillages isotropes et anisotropes cependevidemment du probeme en jeu. L'onde de choc
par exemple est un ptenonene tes directionnel et les maillages anisotropes eduisent con-
sicerablement le nombre de nuds et dekments recessaires pour atteindre un niveau de
pecision donre. La couche limite est aussi un plenonene directionnel, mais moins raide
gue celui de I'onde de choc. Les maillages anisotropes permettent non seulement de eduire
signi cativement le nombre n uds, mais surtout de concentrer les n uds dans la direction
la plus critique, soit celle de lepaisseur de la couche limite.
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3.2 Ecoulements 2D

Cette section nous permet de pesenter I'adaptation de maillage anisotrope en 2 dimen-
sions pour desequationsa plusieurs variables cependantes. La section peedente nous a per-
mis de cemontrer le potentiel des maillages anisotropes pour la simulation de prenonenes di-
rectionnels. Ici, nous mettons en applications I'adaptation de maillage anisotrope sur quelques
ecoulements visqueux typiques. Le but principal est de pesenter l'intersection de netriques,
qui semble étre la meilleure stratgie de calcul de la netrique d'adaptation pour unecoulement
a plusieurs variables. Le premier exemple nous permet d'exposer notre point vuea partir d'un
ecoulement tes simple, soit lecoulement de Poiseuille. Par la suite, nous validons la technique
d'intersection de netrique dans le processus d'adaptation de maillages anisotropes pour des
ecoulements de Navier-Stokes.

3.2.1 Ecoulement de Poiseuille

Cette sectioneclaircit le choixa faire pour le calcul de la netrique d'adaptation pour un
ecoulementa plusieurs variables cependantes. Nous y pesentons dierents choix de straegie
de calcul de netrique ainsi que les restrictions et desavantages qui s'y rattachent. Nous
consicerons ici lecoulement de Poiseuille en 2 dimensions d'un uide newtonien entre deux
plagues paralkles ai nous regligeons les e ets tridimensionnels. Lecoulement est laminaire,
visqueux et incompressible. Ces conditions ont comme consquences :

1. Lecoulement est toujours paralele aux parois.
2. La vitesse du uide est nulle aux parois.
3. La pression est constante sur la section et diminue lireairement de I'enteea la sortie.

Pour la geonetrie de la gure 3.12, le champ de vitesse esultant est parabolique et son
expression est la suivante :

4y?

= (3.8)

u(xy) = u(y) = Umax 1
Les conditions aux limites imposent une vitesse nulle aux parois inkrieure et sugerieure
(u=v=0). Alentee eta la sortie, la vitesse u concorde avec le pro | de vitesse decrit par
lequation 3.8. La vitesse verticalev est aussi nulle sur tout le domaine. Dans I'exemple qui
suit, la vitesse maximale est »eea une valeur de 5, tandis que la hauteurh est >eea 1.
La longueur du conduit est de 10.
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Ay
: u=v=0
u=uy)| X uy) h u=u(y)
=0 v=0
u=v=20

Figure 3.12Ecoulement de Poiseuille : geonetrie est conditions aux limites

Calcul de la netrique

Cetecoulement ne fait intervenir qu'une seule variable, la vitesse horizontale Donc le
calcul de la netrique devrait seulement faire intervenir la variablai, puisque la vitesses est
nulle sur tout le domaine.A partir de lequation 3.8 du champ de vitesse, nous obtenons la
nmetrique theorique dont la forme est la suivante :

2 3 g

0 0
0 O
M theo = 40 @u S = (3.9)

@—9 0 12

Cette netrique est constante sur tout le domaine, méme aux parois, et corresponda la si-
tuation d'unecoulement unidirectionnel. Leseements du maillage anisotrope adape doivent
tous etreeties selon le méme ratio d'anisotropie et orienes dans la méme direction, soit la
direction x.

Cependant, si nous nous placons dans le contexte d'unecoulement gereral, dont le compor-
tement des composantes de vitesses n'est pas coanpiriori, NOUS Ne pouvons pas consicerer
une seule des variables de lecoulement pour le calcul de la netrique. Plusieurs moyens
peuvent étre envisages pour tenir compte du caracere multi-variable d'unecoulement. La
premere approche est de calculer la netriquea partir d'une fonction qui englobe les variables
de lecoulement. Par exemple, nous pouvons consicerer la norme du vecteur vitegsek, ou
lenergie interne du uide E = p+ %ku k?. Dans ce qui suit, nous montrons les e ets de I'uti-
lisation de ces fonctions sur le calcul de la rmetrique et sur le maillage esultant. La deuxeme
approche est d'obtenir une netrique d'adaptation esultante de l'intersection de netriques
calcukes pour chacune des variables cependantes de lecoulement.
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Norme du vecteur vitesse : La fonction d'adaptation F est donree par la norme du
vecteur vitesse et s'exprime comme suit :

F(x;y) = kuk = P u? + v2 (3.10)

Le calcul de la netrique implique les cerivees secondes de cette fonction :

@F_ 2 2 % @U @V
@—(u + v9) u@x+ @x
2, .2 ¢ @Wu  @u @wv, @v
V) aex Vet @ex 'ex
@F _ 2, .23 @u @V @u, @v
@x@37(u + v9) U@X+ V@x u@y V@y

1 @W@u, @u @wQv, @v

@>@y @X@y @>@y @x@y
2 % @U @V

+ V) @y V@y

@W@u, @u @@v, @v

@@y @?/ @>@y @9

Dans chacune de ces expressions, nous voyons apparatre une division par la norme de la vi-

+(u?+ v?) z

tessea une certaine puissance. Lorsque la vitesse est nulle, il en esulte une division par zro,
et les cerivves secondes ne sont alors pas c nies. Les conditions aux limites du probeme
Imposent une vitesse nulle aux parois sugerieure et inkrieure. Il y a par congequent une divi-
sion par 2ro pour chacun des termes de cerivees secondes aux parois. La matrice hessienne
est alors incetermiree, tout comme la netrique. Ainsi, cette fonction d'adaptation engendre
matrematiquement une incetermination de la netrique & ai la vitesse est nulle. Si nous
examinons le comportement de la plus grande valeur propF€°de cette netrique, qui pour
ce probeme speci que a la forme suivante :

" #

00 w. 2 @u? @u

M F = 0 FOO a F= a @y @9 (311)

nous obtenons la courbe ¢ sur la gure 3.13. La valeur propre maximaleF ®tend vers
I'in ni lorsque nous nous rapprochons des parois. La courbe solide corresponda la valeur
propre de la nmetrique treorique, et nous voyons tes bien les dierences des deux netriques.
Leseements du maillage esultant seraient orienes dans la méme direction, mais leur ratio

d'anisotropie varieraient selon la position ey. Pes des parois lesekments seraient teseties,
tandis que vers la positiory = 0:22 leseements seraient pratiguementequilakraux, puisque
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les deux valeurs propres auraient la méme valeur. Un tel maillage est bien loin du maillage
optimal engende par la netrique theorique. Puisque cette fonction d'adaptation cause une
division par zro lors du calcul de la netrique b ai les vitesses sont nulles, elle se préte
mala l'adaptation de maillage. Toutefois, il est possible de consicerer seulement le champ

Metriques
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Position eny
Figure 3.13 Valeur propre maximale des netriqued/! et M ¢

scalaire de la fonctionF et de prendre seulement les cerivees secondes de ce champ. Nous
evitons ainsi de faire intervenir des divisions par 2ro tout en consicerant les deux vitesses.
Par contre, les comportements de et dev ne concident pas toujours en terme de direction
et/ou d'intensie. Le maillage esultant est bien adape pour une des deux variables, mais
peut engendrer des erreurseleees pour l'autre variable. Lecoulementetude de la prochaine
section nous permet d'exposer ce genre de situation.

Energie interne du uide E : Lequation de lenergie interne nous permet de cevelopper
une autre fonction d'adaptation G qui secrit comme suit :

G(xiy) = pxy) + ku k2 (3.12)



73

al p(x;y) repesente la pression. Cette fonction ne fait appara’tre aucune division par 2ro
dans les termes de cerivees secondes, qui sont les suivants :

@ _ @, @wu Gu ewv, av
@~ @2 @@x '@k @@x @R
@G _ @ L @uu Gu @wv  av
@x@y @x@y @A@Y @x@y @@y ' @x@y
@G _@p, @WQu @Gu @Wav, av

@ @ @@y @ @@y '@y

Si nous consicerons lecoulement de Poiseuille etude dans cette section, plusieurs termes

disparaissent ce qui donne la nmetrique suivante :

" #
00 G- @uu, @u

Me= g go ™ @vay @y

(3.13)

La pression pour ce type decoulement varie lireairement de I'enteea la sortie et est constante
dans la direction perpendiculaire a lecoulement. Les cerivees secondes de la pression sont
donc nulles. La gure 3.13 pesente la variation de la valeur propre maximal&®en fonction

de la positiony entre les deux plaques. Elle pesente un comportement similaire a celui
obsene pour F% mais est toutefois ck nie aux parois et moins grande que dans le cas @&’

La gure 3.14 a) montre une partie du maillage esultant, et nous voyons bien la variation de
letirement dans la direction verticale. Les zones de maillage moins denses correspondent aux
valeurs de la netrique qui sont presque nulles. Le maillage aux parois est beaucoup plusetie
gue partout ailleurs. Ce type de maillage ne correspond pasa la solution de lecoulement de
Poiseuille. Il est adapea une fonction qui ne traduit absolument pas le comportement des
variables de lecoulementetude. Pour cetecoulement, il est facile de voir et de comprendre
linteraction entre la fonction d'adaptation G®u F %) la netrique et le maillage. Par contre,
pour unecoulement arbitraire il serait di cile de faire la part des choses. Pour ces raisons,
nous pekrons adopter une autre approche, soit l'intersection de netrique.

Intersection de netriques : La section 26 explique les cetails du calcul de l'intersection
de deux netriques. Ici, nous utilisons lintersection des troisvl ,, M, et M ,, correspon-
dantes aux trois variables cependantes de lecoulement. L'intersection se fait alors en deux
etapes. La premere consiste en lintersection des netriques de vitesses. Ensuite, nous cal-
culons l'intersection de la netrique esultante et de la nmetrique de pression. Il faut porter
une attention particulere au fait que l'algorithme d'intersection implique l'inversion d'une
des deux netriques lors du calcul. Par exemple, dans lecoulement qui nous ineresse, les
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b)

Figure 3.14 Maillages adapes selon a) la netriqueM ¢ et b) la netrique obtenue de ['in-
tersection des netriqguesM ,, M , et M ,

metriqgues M , et M , sont treoriqguement nulles, et en pratique ont des valeurs tes petites.
Leur inversion peut s'awerer hasardeuse si I'algorithme de calcul de la nmetrique ne garantit
pas un ceterminant dierent de zro de la netrique.

L'intersection des netriques theoriques de vitesses nenea une matricsl nulle, dont les
vecteurs propres restent incetermires. En pratique, la matricdN ne sera jamais nulle puisque
les metriques ont toujours un ceterminant dierent de 2ro. Par conequent, leur produit est
toujours dierent de zro. Par contre, les coe cients de la matrice N peuvent tre tes petits,
mais les vecteurs propres de la matrice seront toujours e nis. La netrique nale de cette
intersection pour cetecoulement corresponda la netriqueM , puisque les valeurs propres
maximales sont celles d# | :

M =(M,\M )\M ,=M,

La gure 3.14 b montre une partie du maillage anisotrope obtenu. Lesekments sont tous
eties et orienes de la méme manere, comme nous devons nous y attendre pour unecoulement
de Poiseuille.

Pour cetecoulement, il estevident que l'intersection de nmetriques conduita une netrique
produisant un maillage qui respecte le comportement eel de lecoulement. Les netriques
de fonctions d'adaptation se basant sur la norme de la vitesse et sur lenergie interne ne
repesentent pas de bonnes strategies de calcul de netrique selon ce que nous venons d'expo-
ser. Il s'agissait ici d'unecoulement tes simple. Le prochain exemple nous permet de mettre
a lepreuve notre choix de strakgie de calcul de netrique sur unecoulement beaucoup plus
complexe.
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3.2.2 Cavie caree entraee

La cavie caree entraYee est un probeme classique dans la comparaison de nethodes
nuneriques. C'est unecoulement relativement complexe lorsque le nombre de Reynolds aug-
mente. Il apparat alors des zones de recirculation qui interagissent avec les zones de couche
limite. Il y aussi des changements importants de direction de lecoulement, et aucune des
composantes de vitesse ne peut etre regligee.

La gure 3.15 pesente le domaine qui est simuk. Le nombre de Reynolds est > a
1600. Il s'agit d'un domaine care de dimension unitaire, dont la frontere sugerieure est
entra’yee par une vitesse horizontalel unitaire vers la droite. Les conditions aux limites sur
les autres fronteres imposent une vitesse nulle pour le uide. Nous imposons une condition
de vitesse horizontale libre sur une petite section dans la partie sugerieure des fronteres
verticales gauche et droite. Cela permet premerement déviter une singularie au niveau de
la vitesseu, mais aussi de xer naturellement le niveau de pression, puisqu'il s'agit alors d'un
ecoulement de type ouvert. Un autre aspect ineressant de cetecoulement est justement la
pression, qui pesente deux singularies dans les coins sugerieurs. Le choix de la straegie de
calcul de la netrique est important dans ce genre situation ai une des variables pesente une
singularie, comme il est pesene dans ce qui suit.

u=1v=0
T | T T ———
k_l ‘___________::::_]
I
\ ‘ I
\ ’jﬂ I
' i i libre |
\ ! u = liore |
\
\ 1 0.005 v=0 !
\ \ i |
o |
o \ I |
N
Il \ :
N \
I o |5\ I
B s L____ __________J
I * qux 2 coins supérieurs
S
1.0
X
—_—
u=v=_0

Figure 3.15 Cavit caree entraYee : geonetrie et conditions aux limites

Calcul de la netrique

Contrairementa lecoulement de Poiseuille, les deux composantes de vitesse ont des contri-
butions du méme ordre. Il est alors impossible de regliger une de ces composantes lors de
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I'adaptation de maillage. La pression aussi ne peut etre competement regligee. Les sin-
gularies de pression aux coins superieurs sont un facteur important dans la esolution du
probeme. A titre d'exemple et de base de comparaison, nous pouvons observer un maillage
isotrope obtenu pour ce probemea la gure 3.16. C'est la zone de la frontere sugerieure
al sont majoritairement concentes les n uds. Nous y observons une sorte de couche limite
le long de la partie centrale de la frontere, et les deux singularies qui agissent comme des
points d'attraction sur les nuds du maillage. Les lignes de courant permettent de com-
prendre et de voir le mouvement gereral du uide, les couches limites aux parois et les zones
de recirculation dans les coins intrieurs de la cavie.

Figure 3.16 Cavit caree entra'yee : Re = 1600

Nous voulons comparer dans cette section les maillages obtenus de trois strakgies de
calcul de netriqgue. La premere strakegie consiste aevaluer le champ scalaire de la norme
de la vitesse a n d'obtenir la netrique modiee de la norme des vitesseM . La deuxeme
passe par l'intersection des netriqgues de vitesse pour obtenir la metriqud . La dernere
metrique M g s'obtient de l'intersection de la netrique M , et de la netrique de pression.

Metrique M g : Les commentaires faits pour lecoulement de Poiseuille sur cette strakegie
de calcul de la netrique sont toujours aussi pertinents ici. Les conditions aux limites im-
posent une vitesse nulle aux parois et engendrent donc certains probemes lors du calcul de la
metrique. De plus, la vitesse est presque nulle au centre du tourbillon principal et des deux
zones de recirculation secondaires. Le calcul de la netrigue, comme expo% dans la section
peecdente, est donc impossible. Par contre, nous pouvonsevaluer les cerivees secondes du
champ scalaire de la fonctior (x;y). C'est cette technique qui est utiliee dans beaucoup de
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travaux en adaptation de maillages anisotropes pour lesecoulements de Navier-Stokes. Nous
noterons cette stratgie de calcul de netrique paM  pour ne pas le confondre avec celle
exposea la section peedente.

Metrique M 5 : Cette strakgie ne fait intervenir que les netriques de vitesse, ce qui nous
permettra devaluer I'impact de la netrique pression et des singularies sur la gereration du
maillage. La netrique se calcule donc comme suit :

M =M,\M ,

Le choix de la norme de calcul de la netrique joue aussi un réle important. Elle permet de
concentrer plus ou moins les n uds dans les zones de fort gradient. Nous cherchons la norme
qui permettra d'atteindre le plus bas niveau d'erreur pour un certain nombre de n uds. Le
tableau 3.1 montre la variation de I'estimation de l'erreur en normeenergie en fonction de la
norme de calcul de la netrique. Les maillages pour ces dierentes normes ontee construits

| Normel, | Erreur |

L1 1.06708
L, 0.631293
L1 0,331406

Tableau 3.1 Erreurenergie selon la normé., de calcul de la netrique

par le biais de netriques calcukes par l'intersection des netriqued/ , et M ,, et chacun
des maillages obtenus compte environ 6000 n uds. La meilleure norme pour ce probeme, et
selon l'estimation d'erreur en normeenergie, est la normie; . Cette norme concentre un peu
plus les n uds sur les singularies et permet donc d'obtenir une meilleure pecision pour les
vitesses et en pression dans ces egions.

Metrique M g : Cette dernere netrique s'obtient de l'intersection de la netrique M 5 et
de la netrique pression. Il s'agit en fait du méme calcul de netrique utilie par lecoulement
de Poiseuille. Nous nous basons sur les esultats peliminaires de la nmetrique pour choisir
la norme de calcul de la netrique, soit la normd.; . Cette netrique devrait encore plus
concentrer les n uds sur les singularies en pression.

Adaptations et esultats

Les quatre sries d'adaptation commencent toutes par le méme maillage isotrope qui
compte environ 3000 nuds. La gure 3.18 pesente les quatre maillages obtenus apes
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guelques boucles d'adaptation. Nous pouvons premerement voir que les quatre maillages se
distinguent les uns des autres par la distribution des n uds sur le domaine. Les trois premiers
maillages concentrent beaucoup moins les n uds au centre du tourbillon principal compa-
rativement au dernier maillage. Les vitesses sont relativement petites a cet endroit, mais
surtout leur variation est constante. Nous pouvons d'ailleurs I'observer sur les graphiques
3.17a), b) qui pesentent les coupes des vitesses horizontale et verticale. Entre les zones de
couches limites pes des parois, les vitesses varient presque lireairement. Leseements n‘ont
donc pas besoin d'etre si concentes comme ils le sont pour le maillagle- . Pour ce der-
nier, lesekments sont méme eties et orienes vers le centre du tourbillon. Cette netrique
concentre les n uds au mauvais endroit et le maillage obtenu ne semble pas correspondrea
lecoulement.

Figure 3.17 Coupes de vitesses horizontales et verticales

Les maillages des netriques! o et M g semblent identiques, par contre le maillage de la
nmetrique M g compte presque 3000 n uds de plus que l'autre maillage. Pourtant le nombre
de nuds N demance est le méme lors du calcul des deux ou trois netriques de base, soit
les netriquesM , M, et M , qui interviennent dans le calcul des netriquesM 5 et M 3.

Cette dierence importante du nombre de n uds s'explique par lintersection des me-
triques. Premerement, les netriques de base distribuent les n uds de trois maneres bien
dierentes, puisqu'elles tiennent compte respectivement d'une seule variable de lecoulement.
Les nombres n uds esultants, N,, N, et Ny, de chacune de ces netriques de bases sont
donc tous un peu dierents. Deuxemement, l'intersection des netriques favorise les valeurs
propres maximale$, soit les plus petites tailles. Ainsi, le nombre de n uds de la netrique
obtenue de l'intersection est donc plus grand ouegal au nombre de n uds de la netrique de
base comptant le plus de n uds, et plus petit ouegal au total des nombres de n uds des

2. Voir la section 2.6 pour plus de cetails



79

Figure 3.18 Maillages obtenus de dierentes straegies de calcul de netrique

trois netriques.
max (Nu;Nv;Np) Nobtenu I\Iu‘l' I\|v+ Np

De plus, puisque les netriques ke nissent des surfaces dierentes, les zones de concentration
de n uds sont dierentes selon les netriques. L'intersection tient compte de toutes ces zones
et le nombre de n uds esultant est donc gereralement pluseleve que le nombre de n uds
demance. Plus il y a de netriqgues de base, plus le nombre de n uds esultant risque d'étre
elewe. Ce nombre de n uds esultant cepend aussi beaucoup de lecoulementetude. Pour
unecoulement tes directionnel, comme lecoulement de Poiseuille, les netriques de base de
la vitesse verticaleM , et de pressionM , n'ont pratiquement aucune incidence sur l'inter-
section des netriques, et la metrique esultante n'est ni plus ni moins la nmetrique de vitesse
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horizontale M . Par congquent, le nombre de n uds esultant est approximativement celui
de la netrique M . Par contre, pour unecoulement comme celui de la cavie caree en-
tra'ree tel que e ni dans cette section, les trois netriques de bases semblent avoir chacune
une incidence margwee sur la netrique esultante. Si nous nous ons au nombre de n uds
des maillages obtenus des netriqued 5 et M g, les trois netriques apportent sensiblement
le m&me nombre de n uds au maillage esultant, tel que esune dans le tableau qui suit.

Nombre de n uds demande N = 3000
Nombre de n uds maillage M A Na 6000
Nombre de n uds maillage M g Ng 9000

Estimation du nombre de nuds deM , | N, 3000
Estimation du nombre de nudsdeM, | N, 3000
Estimation du nombre de nuds deM , | N, 3000

Tableau 3.2 Estimation de la contribution des netriques au nombre total de n uds du
maillage

Nous basons ces estimations sur I'analyse de lecoulement et des maillages. Si nous ob-
servons attentivement les maillageb) et c) de la gure 3.18 en omettant les zones des deux
singularies, ils sont pratiquement identiques en terme de distribution et de concentration
de nuds, ainsi qu'en termes detirement et d'orientation desekments. De plus, la pression
est relativement constante et egulere sur le domaine, sauf au niveau des deux singularies,
comme nous pouvons l'observera la gure 3.19. Les vitesses varient beaucoup plus et
pesentent plusieurs zones de couches limites. Donc, la netrique pression concentre la ma-
jorie des n uds sur les deux singularies, et le reste du domaine est pris en charge par les
nmetriques de vitesses. C'est pour cette raison que les deux maillages semblent identiques.

Figure 3.19 Cavik caree : vitesse U, vitesse V et pression P

Par contre si nous observons le gros plan fait sur une des singularies nous pouvons y



81

voir une dierence, comme le montre la gure 3.20 qui pesente les deux maillages agrandis
environ 4000 fois. Sans surprise, le maillage obtenu de la netrigiveg concentre beaucoup
plus les n uds au niveau des singularies de pression. Sur ce dernier maillage, nous observons
une densie de n uds beaucoup pluselewee au niveau du noyau de la singularie.

Figure 3.20 Gros plan des maillages sur la singularie de pressiona droite du domaine

D'autre part, la gure 3.21 pesente levolution des valeurs limites de la solution de pres-
sion par rapport au nombre de nuds du maillage. Les valeurs limites des maillages de la
nmetrique M g sont constantes d'un maillagea l'autre. Pourtant, nous devrions nous attendre
a ce que ces valeurs limites ne cessent d'augmenter (diminuer) vers une valeur in nie, comme
c'est le cas pour les maillages de la netriqgu®! 5. Or la metrique pression impose une taille
dekment autour des singularies sous la limite de pecision du mailleur. Le mailleur etant
en simple pecision, il limite ainsi la taille minimale deseements pouvant &tre gerees.

Finalement, si nous examinons levolution de l'erreur en fonction du nombre de n uds
sur le graphique 3.22, nous voyonsa quel point le maillage obtenu de la netriqh¢ r ne
performe pas aussi bien que les autres. L'erreur sur ce maillage est méme sugerieurea celle
du maillage isotrope. Cette strakgie de calcul de la netriqgue s'awere donc un tes mauvais
choix, et ne devrait pas etre utilisee. Les maillages des deux netriques intersection o rent des
performances similaires. Toutefois, la netriquévl 5 est egerement meilleure et o re I'erreur
la plus basse des quatre types de maillages. En comparaison avec le maillage isotrope, le
maillage anisotropeM , permet d'obtenir le méme niveau d'erreur avec environ 4 fois moins
de nuds. C'est un tes bon ratio compte tenu du caracere de lecoulement qui n'est pas
particulerement anisotrope.

Les deux strakgies sont pour ainsi dire equivalentes; la premere permet d'obtenir une
meilleure pecision sur les vitesses tout en exhibant une tes bonne ¢ nition de la pression
en cereral, tandis que la deuxeme permet d'obtenir une meilleure pecision en pression,
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Figure 3.21 Valeurs limites de pression

surtout pour les variations extrémes de pression, tout en garantissant une bonne c nition
du champ de vitesse. Si le criere principal de slection est I'estimation d'erreur en norme
energie, le meilleur choix de straegie de calcul de netrique pour ce type decoulement s'awere
donc la nmetrique M 5. La nmetrique M g n'est pas un mauvais choix pour autant, puisqu'elle
performe presque aussi bien que la netriqu®l o. Nous recommandons son utilisation pour
desecoulements ayant de fortes variations de pression et exigeant une tes bonne pecision
en pression.



Figure 3.22 Cavie caree entrayee : erreur en fonction du nombre de n uds
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3.3 Ecoulement axisynetrique

Dans cette section nous introduisons l'adaptation de maillages anisotropes pour lesecou-
lements axisynetriques en egime stationnaire moctlies par lesequations de Navier-Stokes.
Nous exposons dans un premier temps les quelques dierences entre |'adaptation de maillages
pour lesecoulements 2D et lesecoulements axisymetriques. Nous pesentons par la suite une
rie de simulations quietudie lecoulement du sang dans un tube ayant les caraceristiques
typiques de dierents equipements nedicaux. Ces simulations permettent devaluer et de
pedire les dommages causes aux globules rouges du sang par cesequipements.

3.3.1 Rappels

Rappelons dans un premier temps quelques notions sur lesecoulements axisynetriques.
Ce sont des ecoulements en 3 dimensions qui sont symetriques par rapporta un axe de
rotation e nissant le centre du domaine. lls sont & nis en coordonrees cylindriques; z;

La geonetrie, les conditions limites et lecoulement sont tous incependants de l'angle .
Ainsi, toutes les cerivees angulaires@@ ainsi que la vitesse angulairar sont nulles pour
ce type decoulement. Le probeme tridimensionnel ¢ ni sur (;z; ) se eduit donca un

probeme bidimensionnel sur ¢; z).

Equations de Navier-Stokes

Pour un ecoulement axisynetrique stationnaire de uide newtonien, les equations de
Navier-Stokes secrivent comme suit :

@kl+}@rur):0

@z r Q@r

@u @u @p 1@ @u @u u
Ur @r+ u; @Z @r+ F@r r@ + @% r_2 (314)
, @, @ _ @ 1@ @u @y

@ @z @z r@r er @

Domaine et maillage

Lecoulement est e ni selon les coordonrees cylindriquesr(z; ). Le domaine de calcul
est par contre e ni sur le plan r-z , puisque la composante en est nulle. La discetisation
du domaine s'e ectue donc de la m&me manere que pour un domaine bidimensionnel normal.
Le maillage est ainsi forme dekments triangulaires dans le plam-z . Cependant, le domaine,
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malge qu'il soit ce ni en deux dimensions, s'exprime en unies de volume :
d= rdrdz

La composanter a une incidence dans levaluation des inegrales sur le domaine qui ap-
paraissent dans les dierents calculs lors de la simulation et de l'adaptation de maillage.

Figure 3.23Ecoulement axisynetrique : coordonrees cylindriques, domaine et maillage

Estimation de I'erreur d'interpolation

Nous utilisons la normeenergie pour I'estimation de I'erreur d'interpolation de la solution.
Elle est e nie comme suit :

Z
kuk2= 22 2

2 2 2
Qu ", , w? , Q" Q@u Qu-" |
@r r @z @z @r (3.15)

ad=2 rdzdrd

L'estimation d'erreur tient donc compte de la position de lekment par rapporta l'axe de
evolution. Plus unekment esteloigre de l'axe, plus la contribution de son erreur localea
I'erreur globale est importante. Cette contribution est proportionnelle au volume de I'anneau
geree par la evolution de l[eEment autour de l'axe, tel gu'illustea la gure 3.23 D).
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3.3.2 Adaptation de maillages anisotropes

Le calcul de la netrique se fait globalement selon le m&éme algorithme que celui pesene
ala gure 2.11. Cependant, lors du calcul de la netrique,a plusieurs endroits nous calculons
une inegrale sur le domained . Nous examinons l'impact de la composante dans le calcul
de la netrique optimale et lors de la reconstruction des cerivees secondes.

Metriqgue optimale

L'expression de la netrique optimale est e nie par lequation 2.61 :
M opi(1;2) = Dip det(iHy(r;2)j) 7 jHu(r; 2)]

al le terme D, s'exprime comme suit :

D,= R - N_ 5 (3.16)
det(jHy(r; z)j) 2D r dz dr

Ce terme est une constante qui agit sur I'ensemble des netriques du domaine. L'ajout de la
composanter dans l'inegrale vient seulement changer la valeur nale duD, , et a donc la
méme in uence que le nombre de n udsN dans lequation. Elle agit sur le nombre de n uds
esultant du maillage adapk, et non pas sur la distribution ou la concentration des n uds,
ou sur l'orientation desekements ou sur leuretirement. Pour ces raisons nous consicerons que
cette composantea un impact minime sur la netrique et 'omettons donc dans levaluation
de l'inegrale lors du calcul duD, .

Reconstruction des drives secondes

Pour la reconstruction des cerivees secondes recessaires au calcul du Hessien, nous avons
ope pour la formulation inegrale du syseme dequations 2.67. Ce syseme skcrit comme
suit pour un probeme axisynetrique :

hr | NR 0
pPPTd c= P Qnd (3.17)

al d = rdrdz. Toutefois, nous n'‘avons pas utilie cette expression du domaineeementaire.
Tout comme pour le calcul de la metrique nous omettons la composantedans les inegrales
du syseme dequations et le domaine eEmentaire est donc cecrit pard = drdz. C'est un
choix arbitraire base sur la dimension du maillage qui est un maillage 2D. Les cerivees ainsi
obtenues expriment la courbure de la surface de la solution 2D dans le ptan. Le maillage
ereea l'aide de la netrique assoceea ces ckrivees s'ajuste donca cette surface.
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3.3.3 Simulation

Nous etudions dans cette section lecoulement axisynetrique dans un embout qui a des
caraceristigues communes aux equipements nedicaux dans lesquelles circule du sang, tels
des catleters, canules, seringues, aiguilles hypodermiques, etc. Lecoulement dans cet embout
est caracerige par des acekrations, ceekrations et variations de contrainte de cisaillement
et de vitesse du uide, qui contribuent toutesa la destruction des globules rouges dans le
sang (remolyse). Le but d'une telle simulation est donc d'estimer et de pedire les dommages
caues au sang par cesequipements nedicaux s les premeresetapes de design. Le niveau
de destruction de globules rouges est estine par l'indice relatif d'remolys&élative Index of
Hemolysis(RIH)). Nous avons utilise un mocele d'remolyse [23][19] bas sur levaluation des
contraintes de cisaillement induites dans le sang. Ce mockle permet de remplacer levaluation
des dommages faits au sang par l'inegration volumique sur le domaine d'une fonctidom-
mage Le mockle est bien adapt aux maillages non structues et auxecoulements pesentant
des zones de recirculation.

Figure 3.24 Dimensions de lI'embout

Description du domaine et de kcoulement

L'embout est compos de tubes de dierents dianetres et connecta un cbne et une ex-
pansion soudaine. Le moctle adimensionnel de I'embout est pesenta la gure 3.24. Nous
modi ons I'embout en incorporant un conge dont le rayon est de 0.05 de manereaeliminer
I'aréte vive de I'expansion soudaine. Ce congeelimine la singularie en pression et cisaillement
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qui serait apparue si nous avions consene I'embout original. Nousetudions deux con gura-
tions qui cependent de la direction de lecoulement.

Les deux con gurations sontetudees pour cing nhombres de Reynolds (500, 2000, 3500,
5000 et 6500) bases sur le dianetre de letranglement (le plus petit dianetre), la vitesse
moyenne dans letranglement, la densie et la viscosie dynamique du sang. Les proprees
moyennes du sang humain sont les suivantes :

{ Densie : 1056kg=n?

{ Viscosie dynamique : 0:0039N s=m?

Expansion soudaine :  La premere con guration est noee SE en etrencea I'expansion
soudaine gudden expansionqui la caracerise. Cette expansion soudaine se situea la sortie
de letranglement. La eche indique le sens de lecoulement.

Figure 3.25 Con guration expansion soudaine (SE)

Di useur conique : La deuxeme con guration est noe CD en ekrence au di useur
conique onical di user).

Figure 3.26 Con guration di useur conique (CD)

Conditions limites : Nous imposons une vitesse nulle aux parois exerieures de I'embout
(u= v =0). Alentee nous imposons un pro | de vitesse compktement ceveloppe. Ce pro |
de vitesse parabolique s'exprime comme sulit :

uny= 21 O (3.18)
9 R2 '

al R est le rayon du tube a l'entee et alpha prend une valeur de 1 en fonction de la

direction de lecoulement ( = 1 pour la con guration SE et = 1 pour la con guration

CD). Selon notre formulation variationnelle, les conditionsa la sortie impliquent que nous

iImposons une force de traction nulle sur le uide selon la direction axiale.
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Adaptation de maillage

Nous choisissons la strakgie de calcul de la netriqgue selon les conclusions obtenues pour
lesecoulements etudesa la section 3.2. Le calcul du RIH recessite un champ de vitesse le
plus pecis possible, or selon les esultats obtenus pour la cavie caree la netrique obtenue
de lintersection des netriques de vitesse permet d'obtenir le meilleur champ de vitesse.
L'intersection des netriques de vitesse s'awere donc la straegie la plus e cace dans cette
perspective.

M =My \M , (3.19)

z

Norme de calcul de la netrique Pour ce qui est de la norme de calcul de la netrique,
toutes les simulations peedentes ont cevoik le méme comportement. L'estimation de I'erreur
en normeenergie est toujours plus faible lorsque nous utilisons la norrbe pour le calcul de

la metrique. Donc nous utilisons cette norme pour le calcul des nmetriques dans les simulations
qui suivent.

Straegie d'adaptation Nous voulons ealiser une etude de convergence de l'erreur en
fonction de la con guration de lecoulement et du nombre de Reynolds. Nous amorcons
chaque wrie d'adaptation de maillage avec le m&me maillage de cepart. Pour chagque nombre
de noeuds cible, nous ealisons quatre fois la boucle d'adaptation de la gure 1.1. Ensuite,
le nombre de noeuds cible est doubk. Le tableau 3.3 pesente les nombres de noeuds cible
utilises pour les simulations.

| Nombre de nuds N |

5000
10000
20000
40000
80000

Tableau 3.3 Nombre de n uds ciblesN

Resultats

Lesecoulements en con guration SE et CD sont bien dierents. Pour la premere con gu-
ration, le uide subit une acekration graduelle due au cobne menanta letranglement, comme
le montre la gure 3.25. Nous observons une baisse de pression constante dans la partie co-
nique et letranglement. Une couche limite se ceveloppe dans letranglement et se transforme
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en jeta la sortie de I'expansion soudaine. Lecoulement est alors $pae en deux egimes; un
jet au centre du cylindre et une zone de recirculation qui I'entoure. Le jet est caracerise par
une vitesse longitudinaleu, pratiquement constante dans la directiorz jusqua la sortie de
I'embout.

Lecoulement du di useur conique subit plutdt une acekration tes rapide pes de I'entee
de letranglement au niveau de lacontraction soudaine, comme le montre la gure 3.26. La
pression diminue radicalement au méme endroit pour ensuite diminuer graduellement dans
letranglement. Il s'y developpe une couche limite qui se transforme aussi en jeta la sortie de
letranglement. Nous observons le m&me genre de recirculation au niveau du di useur conique
jusqua la sortie.

Les maillages obtenus pour cesecoulements sont donc tes dierents. Nous concentrons
notre analyse des maillages et de lecoulement sur la zone centrale de I'embout, soit la partie
conique, letranglement et I'expansion (contraction) soudaine, puisque c'est dans ces zones
gue lecoulement connat le plus de variations.
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Figure 3.27 Expansion soudaine : Iso-lignes vitesse et pression de la zone cenfRae; 3500

Figure 3.28 Di useur conique : Iso-lignes vitesse et pression de la zone centr&e,= 3500
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Di useur conique : La gure 3.29 montre les zones du maillage qui nous ineressent pour
la con guration CD. Nous comparons trois maillages obtenus pour dierents nombres de
Reynolds. L'intensie du jet, lepaisseur de la couche limite et la zone de recirculation sont
toutes in uenees par l'augmentation du nombre de Reynolds. La gure 3.30 montre un gros
plan du maillage de la zone centralezbne g. Nous y voyons tes bien la dierence depaisseur
de la couche limite dans letranglement selon la vitesse de lecoulement. Plus le nombre de
Reynolds estelew plus la couche limite s'amincit. La vitesse@, varie de facon importante
sur une plus petite distance gpaisseur), ce qui augmente la densie de n uds pes de la paroi
et la diminue autour de l'axe.

Figure 3.29 Diuseur conique : cecoupe des zones de maillage

Figure 3.30 Di useur conique : maillages de la zone centraée

La gure 3.31 montre un gros plan du maillage de la partie du di useur coniquezfne 1.
Nous pouvons y appecier letirement desebements dans la couche limite et le jet. Il y a une
zone entre le jet et la recirculation {  0:42) ai la densie du maillage diminue. La gure
3.322) montre une coupe des vitesses longitudinales et radialesu, exactementa la n
du di useur conique pour un nombre de Reynolds de 3500. La vitesse radiale est constante
tandis que le pro | de vitesse longitudinale pesente deux plateaux de vitesse paes par
une zone de transition. La coupe des cerivees premeres de la vitesse longitudinale atteint
un maximum versr = 0:42. A cet endroit les cerivees secondes sont donc nulles (ou tes
petites), ce qui nenea une densie plus faible du maillage. Finalement, apes la sortie de
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letranglement letirement du maillage pes de l'axe semble augmenter ce qui traduit une
vitesse longitudinale presque constante dans le jet.

Figure 3.31 Di useur conique : maillages du di useur conique

Le maillagea l'entee de letranglement (zone g est montea la gure 3.33. Le maillage
evoile une couche limite secondaire sur la paroi verticale, et qui est en fait le dcebut de
la couche limite principale dans letranglement. Nous pouvons aussi observer une zone de
recirculation pes de l'entee sur la paroi de letranglement. La couche limite cecolle de la
paroi en contournant le conge et recollea la paroi un peu plus loin dans letranglement. Sur
les imagesa) et b) le point de recollement se trouve dans la zone du maillage moins dense sur
la paroi superieure. Ce cecollement entrane une recirculation secondaire dont la longueur
augmente et dont lepaisseur diminue lorsque le nombre de Reynolds augmente.



Figure 3.32 Coupes radiales exactementa la n du di useur coniquex(=

15.7)
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Figure 3.33 Di useur conique : maillagesa l'entee de letranglement
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Expansion soudaine :  La gure 3.34 pesente une cecoupe un peu dierente de la section
centrale pour la con guration SE. Nous comparons ici trois maillages obtenus pour dierents
nombres de Reynolds. La gure 3.35 pesente la section centraleohe g des maillages
obtenus. Les maillages pesentent des caraceristiques et une allure gererale similaires aux
maillages de la con guration peedente. La couche limite, le jet et la zone de recirculation
sont in uenes par le nombre de Reynolds de lecoulement. Nous y voyons tes bien la dimi-
nution de lepaisseur de la couche limite qui cebute cette fois-ci dans la partie conique et se
terminea la sortie de letranglement.

Figure 3.34 Expansion soudaine : cecoupe des zones de maillage

Figure 3.35 Expansion soudaine : maillages de la zone centrale

Le maillagea I'entee de letranglement (zone b) est pesenta la gure 3.36. La dierence
majeure par rapporta la con guration peedente est I'absence de recirculation secondaire
au niveau de l'entee de letranglement pour un nombre de Reynolds faible. La recirculation
est toutefois pesente pour leRRe pluselees, mais est beaucoup moins importante, puisque
la transition est beaucoup plus douce. Toute la zone conique en dehors de la couche limite
pesente un maillage isotrope qui traduit une variation des vitesses dans les deux directions.
Nous pouvons d'ailleurs l'observer sur la gure 3.27 au la vitesse, subit une transition et
acekre dans la direction longitudinale dans la partie conique et letranglement. Tandis que
la vitesseu, varie dans les deux directions dans la partie conique.

La gure 3.37 montre en gros plan la sortie de letranglementZone g ai nous observons
le jet. Ce dernier se comporte sensiblement de la méme manere que pour la con guration
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Figure 3.36 Expansion soudaine : maillagesa I'entee de letranglement

peedente. La pesence d'une ligne de maillage moins dense entre le jet et la recirculation
principale s'explique de la m&me manere que pour le pfenonene similaire obsene pour la
con guration CD. Les cerivees secondes sur cette ligne sont presque nulles, ce qui a pour
e et de diminuer la densie du maillage a cet endroit. Finalement, letirement du maillage
augmente pes de l'axe, ce qui traduit ici aussi une vitesse longitudinale constante dans la
direction longitudinale.



Figure 3.37 Expansion soudaine : maillagesa la sortie de letranglement
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Convergence des solutions : La gure 3.38 pesente les courbes de convergence des
solutions obtenues pour les con gurations CD et SE et selon dierents nombres de Reynolds.
L'ordonree correspond a l'estimation de l'erreur en norme energie et l'abscisse a la taille
caraceristiqgue du maillage (). Pour les maillages non structuesAkin [1] propose la taille
caraceristique suivante :

1
h= 3.20
N (3.20)

a N est le nombre de noeuds du maillage dila dimension de calculd = 2 en 2 dimensions).

Figure 3.38 Convergence de l'erreur

Nous pouvons donc observer sur cette gure le comportement presque asymptotique de
I'erreur par rapporta la taille caraceristique, et ce, méme pour les maillages comportant
moins de noeuds. Ce bon comportement s'explique pardaubleadaptation du maillage que
nous avons utiliee. Rappelons que 'adaptation se fait en deuxetapes. La premere consistea
obtenir, pour un certain nombre de noeuds cible, un maillage se rapprochant de letat optimal
par une suite de quatre adaptations. La deuxeme etape consiste seulementa augmenter le
nombre de noeuds cible a n d'augmenter globalement la nesse du maillage. Les courbes de
la gure 3.38 pesentent l'erreur des solutions calcukes sur des maillages qui sont presque
optimaux, soit les maillages obtenus apes la premereetape d'adaptation. Il est donc normal
d'observer un tel comportement de I'erreur facea la diminution de la taille caraceristique.

Le tableau 3.4 esume pour les dierentes courbes les pentes obtenues par egression
lireaire. Nous pesentons dans ce méme tableau les coe cienR? de corelation de cepen-
dance lireaire entre les deux variables, soit le logarithme de l'erreur et le logarithme de la
taille moyenne. Ce coe cient est une indication du dege de con ance de la relation lireaire



NombreRe | m SE R“SE | mCD | R CD
2 2

500 0.85474| 0,99935| 0.97228| 0.99971
200 0.87570| 0,99848| 0.98384| 0.99956
3500 0.91098| 0,99848| 0.96829| 0.99986
5000 0.91803| 0,99913| 0.98466| 0.99907
6500 0.95464| 0,99976| 0.97483| 0.99929

100

Tableau 3.4 Pentes des courbes de convergence et dege de con ance

entre les deux variables. Un coe cient de 1 indique que cette relation decrit parfaitement le
comportement d'une variable en fonction de l'autre. Les coe cients qui sont pesenes sont
tes pes de 1 ce qui nous indique que la pente de ces courbes decrit presque parfaitement la
relation entre les variables en jeu.

Selon les graphiques, les courbes de la con guration CD semblent tes pes de la droite
asymptotique, peu importe le nombre de Reynolds. Les valeurs des pentes et des coe cients
de corelation con rment pour cette con guration que les courbes ont pratiquement atteint
le taux de convergence asymptotique.

La con guration SE pesente des courbes ayant un comportement moins asymptotique.
Elles semblent etre soumisesa une zone de transition ces le cebut de la courbe qui leur
donne une forme de tes allonge. Plus le nombre de Reynolds estelew, plus le maillage doit
compter de noeuds a n d'atteindre la zone asymptotique de la courbe. Nous sommes ainsi en
mesure de comprendre pourquoi les valeurs de pente du tableau 3.4 sont moins bonnes pour
cette con guration. Les pentes augmentent et se rapprochent de la valeur treorique lorsque le
nombre de Reynolds augmente, contrairementa la con guration CD qui pesente des pentes
plus stables. Ce comportement s'explique principalement par I'in uence de la discontinuie
causee par l'aréte vive de la transition du convergent conique a I'entee de letranglement.
Nous n'avons paselimire cette discontinuie en ajoutant un conge, contrairementa celle de
I'expansion soudaine. Cette discontinuie in uence beaucoup plus la solution en con guration
SE, puisque le uide doit alors contourner l'aréte vive. Tandis que pour la con guration CD,
le uide glisse sur la discontinuie, puisque sa vitesse longitudinale a cet endroit est tes
elewe.

Toutefois, le taux de convergence moins bon de la con guration SE n'exprime pas un
manque d'adaptation ou une mauvaise adaptation des maillages. Il s'agit plutét d'une mau-
vaise e nition du domaine. En ajoutant un conge au bon endroit, les courbes auraient tes
certainement un comportement aussi bon que celui obsene pour la con guration CD.

Le choix d'adapter le maillage par l'intersection des nmetriques de vitesse semble une bonne
straegie. Les solutions de vitesse sont tes bien e nies sur tout le domaine et les niveaux
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d'erreur obtenus sont excellents. Cependant, nous pouvons remarquer sur la gure 8)a8es
oscillations des isopressions en con guration CD dans la partie conique. Ces oscillations sont
directement relees au maillage anisotrope tes allonge a cet endroit. Le maillage n'est pas
adape en pression et ne permet possiblement pas une bonne & nition de la pression sur tout
le domaine. Il serait donc recessaire d'introduire la pression dans le calcul de la netrique
d'adaptation par l'intersection de la nmetrique de pression avec celle de lintersection des
vitesses.

Indice relatif d'remolyse : Le graphique qui suit montre l'indice relatif d'remolyse (RIH)

en fonction du nombre de Reynolds pour les con gurations SE et CD. Nous y voyons aussi
les courbes de egression de loi de puissance qui mettent de I'avant la forte corelation qui
existe entre le RIH et le nombre de Reynolds de lecoulement. Les coe cients de corelation
R2 pour les deux con gurations emoignent du niveau de cklie de ces corelations de oi

de puissance. Le sens de lecoulement a une certaine in uence sur le niveau de dommage
fait au sang, puisque les corelations ne sont pas les mémes pour les deux con gurations.
Cependant, puisqu'il s'agit ici d'un indice relatif calcuk par rapporta l'indice d'remolysea
Reynolds = 3500 pour chacune des con gurations, il est donc di cile de comparer les deux
con gurations. Toutefois, nous pouvons a rmer que la con guration CD semble plus sensible

a l'augmentation du nombre de Reynolds.

Figure 3.39 Indice relatif d'remolyse en fonction du nombre de Reynolds
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3.4 Structures lagrangiennes colerentes

Le comportement d'un uide dans unecoulement stationnaire en 2D est cevoik par les
lignes de courants qui permettent d'identi er facilement les zones de recirculation et les zones
decoulement libre. L'analyse desecoulements instationnaires et/ou 3D est plus complexe.
Il n'existe que peu d'outils permettant I'analyse des egions de recirculation, de cecollement
et de recollement de ce type decoulement. Les structures lagrangiennes coterentes (SLC)
permettent de sparer les egions de lecoulement qui ont des dynamiques dierentes et qui
ne se nelangent pas. Les SLC sont des lignes de trajectoire instantarees qui agissent comme
barreres matrielles dans le uide, ce qui permet de celimiter les zones carackrisant le com-
portement de lecoulement. Certaines nethodes d'analyse des nmecanismes d'unecoulement
s'appuient ainsi sur l'identi cation des SLC.

Cette section se divise en trois parties principales. La premere permet d'exposer une
methode d'identi cation des SLC. Elle se base sur les exposants de Lyapunov et aek intro-
duite par Haller dans [25][26], et reprise plus ecemment dans [50][51] a n detudier les struc-
tures dominantes dans unecoulement. Cette premere partie est recessairea la compehension
et permet d'introduire les contributions que nous apportons. Dans la seconde partie, nous
introduisons I'adaptation de grilles d'interpolation anisotropes. La nmethode d'identi cation
des SLC utilise des grilles d'interpolations caresiennes ou structuees. Elles pesentent cer-
tains avantages en termes de rapidie de calcul, mais sont limiees en pecision ce qui eduit la
qualie des SLC extraites. Les grilles anisotropes non structuees utilisent consicerablement
moins de noeuds tout en augmentant la pecision et la qualie des SLC extraites. Nous ap-
portons de plus quelques modi cations et aneliorationsa la nethode d'identi cation, dont
une approche devaluation plus directe des exposants de Lyapunov. Finalement, la troiseme
partie nous permet de montrer I'e cacie des grilles d'interpolation anisotropesa partir d'un
champ de vitesse analytique.

3.4.1 Methode d'identi cation des SLC

A n d'identi er les SLC, nous faisons appel aux exposants de Lyapunov. En dynamique
des sysemes, les exposants de Lyapunov permettent de quanti er le comportement asymp-
totique de la distance sparant deux particules initialement adjacentes. En necanique des
uides, ai les domaines de travail sont nis, nous utilisons une approche dite de Finite-Time
Lyapunov Exponent (FTLE), a1 nous calculons les exposants de Lyapunov sur un temps ni.
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Exposant de Lyapunov - FTLE

Un syseme dynamique peut etre sensible aux petites perturbations de ses conditions
initiales, perturbations qui avec le temps peuvent devenir plus importantes. L'exposant de
Lyapunov mesure la sensibilie d'un syseme dynamique, c'esta-dire la vitesse a laquelle
les petites perturbations s'ampli ent. Lorsque cet exposant est positif, le syseme est par-
ticulerement sensible aux petites variations de ses conditions initiales. S'il est regatif, les
variations de ses conditions initiales n'ont pas d'in uence sur le syseme et les perturbations
sont amorties.

Prenons un champ de vitesse(x ;t) d'unecoulement. La fonction x (t) decrit la position
d'une particule dans lecoulement en fonction du temps et s'obtient en esolvant lesequations
aux cerivees ordinaires suivantes :

x(t) = u(x;t) = fu(x;t); v(x;t)g (3.21)

En inegrant cette expression sur l'intervalle de temps déga to+ T, nous obtenons la carte
de ot, ou plus simplement le ot, qui suit :

*T(x0) : X(tg) 7! X(to+ T) (3.22)

to

Il cecrit la position nale d'une particule au temps to + T a partir de sa position initiale x
au tempsty. La gure 3.40 montre un point e ni par le vecteur x(tp) au temps initial to.
Ce point empore par le champ de vitesse apes un certain intervalle de temgss'est ceplae
a la position x1(tg + T). Consicerons un deuxeme pointx,(tp)a une distance in niesimale
de x1(to) au tempsty :

X2(to) = Xa(to) + (to) (3.23)
Apes le méme intervalle de tempsT, la position du deuxeme point est maintenant :

Xo(to+ T) = Xa(to+ T)+ (to+ T) (3.24)
Le vecteur de parationa la position nale peut s'exprimer en termes du ot comme suit :

(to+ T)= 7T (Xa(to)) 27" (Xa(to))

(3.25)
= 2T(xalto) + (to)) 27T (Xa(to))



104

Figure 3.40 Position des particulex; et x, dans le temps

Un ceveloppement en sries de Taylor du premier terme du membre de droite donne :

@2 T (x1(to)) 4 @2 T (x1(to)) y

to+ T to+ T
o (Xi(to)+ (to)) 5 (Xa(to)) * @x @y (3.26)
n 0
a ()= x y
Ce qui permet decrire le vecteur de sparation comme suit :
to+ T to+ T
Ty @8TCat) @) (3.27)

@x @y

La distance de sparation s'obtient en prenant la norme euclidienne de ce vecteur :

K (to+ T)k=h (to+ T), (to+ T)iz

#1
s STt dETeG) (3.28)
0% dx dx 0
al nous ¢t nissons le tenseur de Cauchy-Green pour un temps ni par :
d t0+T t d t0+T t
S(X : tO, T) — to (Xl( 0)) to (Xl( 0)) (329)

dx dx

et aw  cksigne la transpoxe. La sparation entre les deux points est maximale lorsque
le vecteur de sparation initial est aligre avec le vecteur propre assoce a la plus grande
valeur propre max (S) du tenseur de ceformation de Cauchy-Green. On le note alorgty) et
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lequation 3.28 devient :

K (to+ Tk h(to), max(S) (to)i *

(3.30)
max (S)k (tO)k
Nous ¢k nissons la forme exponentielle suivante :
LTI = P
exp to = max (S) (3.31)

ce qui nous permet d'exprimer le champ d'exposant de LyapunO\]0 (x) comme suit :

IN(max (S))

T — max

X)= ———— 3.32
Plus I'exposant de Lyapunov estelewe, plus le taux de paration estelewe. Des particules,

a l'origine voisines, pourront etre epaees d'une distance importante apes un intervalle

de tempsT. Une petite valeur de I'exposant correspond donca une egion al le taux de

gparation est faible. Les particules voisines dans ce cas risquent devoluer ensemble dans le

temps.

Figure 3.41 Temps d'inegration : T < 0O les particules convergent l'une vers l'autrel > 0
les particules stloignent l'une de l'autre

Nous avons exprime le champ d'exposant de Lyapunov pour un temps ni. Ce temps
peut autant etre regatif que positif puisque nous avons consicee sa valeur absolue dans
lequation 3.32. Cette dierence de signe permet de localiser des dynamiques dierentes
dans lecoulement. Par exemple, un temps positif permet d'identi er le point de recollement
d'une zone de recirculation, tel qu'illustea la gure 3.41. Les points initialement adjacents
skloignent l'un de l'autre avec le temps. Inversement, un temps regatif permet de localiser
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le point de cecollement, puisque des particuleseloigrees au temfgg T se concentrenta
cet endroit au tempsty.

Algorithme dévaluation du champ FTLE : Nous pesentonsa titre d'exemple I'algo-
rithme de calcul du champ FTLE des etrences [50][51]. Nous pesentons l'algorithme gereral
pour mettre enevidence les modi cations que nous apportonsa cette nethodologie.

1. Nous cebutons par le calcul du ot sur une grille caresienne. La trajectoire des par-
ticules estevalltee par un sctema d'inegration nunerique (par exemple Runge-Kutta-
Fehlberg)a partir du champ de vitesse.

2. Une fois obtenue, la position nale de chaque particule nous permet devaluer le gradient
du ota chaque n ud de la grille par dierence nie. Le gradient estevallea la position
initiale des particules, aux n uds de la grille.

3. A partir des gradients nous calculons le tenseur de deformation de Cauchy-Green,
duquel nous extrayons la plus grande valeur propre en valeur absolue. Nous calculons
ensuite le champ FTLE par lequation 3.32.

Lesetapes la 3 sont epetes a n d'obtenir une srie de champs FTLE.

Figure 3.42 Exemple de champ de FTLE

En 2D, le champ FTLE obtenu peut &tre consicke comme une surface. Un exemple de
surface correspondanta un champ FTLE est illustea la gure 3.42. Cette surface pesente
plusieurs zones de crétes et de sillons. Il est possible d'extraire les courbes correspondantes
aux maximums (minimums) de ces crétes (sillons). Les SLC en 2D sont repesentes par des
courbes maerielles et correspondenta certaines de ces courbes de créte de la surface du
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champ FTLE. La section qui suit pesente une nethode permettant d'identi er et d'extraire
les SLCa partir du champ FTLE.

Identi cation des SLC

Nous reprenons la nethode d'identi cation de crétes correspondant aux SLC introduite
dans [50]. Nous cebutons par un rappel sur la c nition de courbure d'une surface et
e nissons son réle dans l'identi cation de crétes d'une surface. Ensuite nous pesentons
la methode d'identi cation des crétes et des conditions recessairesa l'existence de SLC.

Courbure d'une surface : Soit une surface (x*;x?), telle gu'illusteea la gure 3.43.

En un point P, nous pouvons ¢ nir un plan tangenta la surface par son vecteur normal.
Ce vecteur peut etre interpete comme un axe de rotation d'un plan perpendiculaire au plan
tangent. En faisant pivoter ce plan autour du vecteur normal, nous obtenons une wrie de
courbes issues de l'intersection du plan pivotant et de la surfack.chacune de ces courbes
est assocee une valeur de courbure au poift. Les courbures principales correspondent aux
valeurs minimum et maximum de courbure. Les intersections de ces plans de courbure avec
le plan tangent & nissent les directions principales au poinf.

Figure 3.43 Courbures principales d'une surface(x?'; x?)

Les courbures principales e nissent les taux de variations minimum et maximum de la
surface en un point, et les directions principales les directions dans lesquelles ces variations
ont lieu. Si nous prenons une surface quelconque noeéx'; x?), nous pouvons ck nir les
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cerivees de cette surface selon les notations suivantes :

- @ _ @
GT T @%

@ @ @

11 = —@9(@9( 12 = —@k@)’( 2= —@?(@?(
A partir du vecteur position :

12

r(x;x?) = fxt*x? (x';x¥g

nous @ nissons les trois vecteurs suivants :

a1=@(=f10 19
a2=%=f01 20
a; a, _f 2 19

anp =

ka; ak (1+ 2+ 2)3

al les vecteursa; et a, e nissent la base covariantef a;; a,g du plan tangent. Il est possible
de cemontrer que :

1. Le vecteura, est unitaire :
ap, a,=1

2. Ce méme vecteul, est normal au plan ce ni par la base covariantefa;;a,g (ou la
base contravariantef a; a2g) :

@

an=0
@x
Cette cerivee s'exprime par un vecteur dans l'une des bases :
@
—a, = b a
@x

Nous obtenons alors le coe cient suivant :

b =a, a
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3. Les coecientsb. repesentent les composantes du tenseur de courbure.
Soit I'expression :

N[

a,F=1f > 19 a F=@1+ 2+ 2

La cerivee de cette expression sécrit :

@F _

an I:"'an f 1 209

Expressiona laquelle nous appliquons le produit scalaire suivant :

@F
a, F+ a, —=1f Og a
Predy 77 PRy @x ooz
b ;;vecteurs ?
Nous obtenons nalement :
f 1 2 Og a
b =
F
Soit :
S = _2
by = = by = 2
- 12 = _22
b = = by = 2
mn # mn @ @ #
B = bll b12 = 1 @é@l @é@&
bp1 b2 F @x@x% @x@x
T H
B=—=— (puisqu'il s'agit d'un tenseur synetrique)

al B repesente le tenseur de courbure dt la matrice hessienne.

Le tenseur de courbure peut donc &tre repesent par la matrice hessienne. Les courbures
et directions principales correspondent respectivement aux valeurs propres et vecteurs propres
du tenseur de courbure, qui sont donc lees aux valeurs propres de la matrice hessienne par
les relations suivantes :

] _ minjH
min Jg —
F
. maxjH
maxJB - E

et assocees aux mémes vecteurs propres.
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Gradient d'une surface : Le vecteur gradient de la surface donne aussi une information
importante. Ce vecteur correspond aux cerivees premeres de la surface :

r = e o (3.33)
@k @%

Ce vecteur pointe dans la direction de variation maximale de la surface. Nous pouvons donc
facilement reperer les maximums et minimums locaux par inspection du champ vectoriel
de r . L'identi cation des crétes tire avantage de cette information. Les crétes (sillons)
correspondent en faita une srie de maximums (minimums) locaux dans la direction de
courbure maximale. Donc, en un point positionre sur une ligne de créte (sillon), la composante
du vecteur gradient est nulle dans la direction de courbure maximale, et la composante dans
I'autre direction n'est pas recessairement nulle. Sur une ligne de créte (sillon), le vecteur

gradient peut donc prendre deux formes :
1. Sikr k60, alorsr est perpendiculairea la direction de courbure maximale

2. Sikr k=0, alors les deux composantes du vecteur sont nulles, il s'agit d'un extremum
local.

Fonction test : Nous introduisons une fonction test- (x;y) qui exploite ces proprees
pour identi er les crétes et les sillons. Nous ¢ nissons cette fonction par le produit scalaire
du vecteur gradient et du vecteur proprevax assocea la valeur propre la plus grande en
valeur absolue :

FOGY)=T  Vmax (3.34)

La fonction F (x;y) est nulle lorsque le vecteur est perpendiculaireavy,x ou lorsque I'un
des deux vecteurs est nul. Dans cette dernereeventualie, seul le vectear peut étre nul,
puisque les vecteurs propres sont toujours ¢ nis, m&éme si la matrice hessienne est nulle.

Nous obtenons ainsi une autre surface ¢ nie par la fonction test (x;y). Les courbes de
niveau ai F(x;y) = 0 correspondent aux lignes de créte et de sillons de la surface. Le signe
de la valeur propre assoceea la direction de courbure maximale nous indique s'il s'agit d'un
maximum (créte) ou d'un minimum (sillons) local :

{ Si max < 0, alors il s'agit d'un maximum local, donc une créte.

{ Si max > 0, alors il s'agit d'un minimum local, donc un sillon.

Il y aevidemment un cas particulier, celui a1 maxj = ] minj. Il Y @ dans cette situation
deux directions de courbure maximale. La zone de la surface a1 nous rencontrons ce genre
de situation ne pesente pas eellement de lignes de créte ou de sillon. La surface n'a pas un
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comportement anisotrope ou directionnel, comme lorsqu'il y a une ligne de créte ou de sillon.
En pratique, si nous rencontrons ce genre de surface, il est presque impossible d'obtenir des
valeurs propres exactement de méme valeura cause des erreurs nuneriques introduites par les
methodes de reconstruction de cerivees secondes. Les valeurs propres sont alors presqueegales
(J max] J min]), C€ qui se traduit par un prenonene qui s'apparentea du bruit. Le mockle
analytique qui estetudea la section 3.4.3 illustre bien ce prenonene. Les courbes extraites
pesentent alors un comportement un peu chaotique. Cependant, les SLC qui pesentent un
inerét correspondent aux zones du champ FTLE qui sont tes anisotropes. Donc, il n'y a
gereralement pas d'ambigus€ par rapporta la direction principale.

Tenseur de cformation de Cauchy-Green : Le tenseur de deformation de Cauchy-
Green s'exprime comme suit :

d :g”d(;l(to)) d ig”d(;l(to)) (3.35)

S(X;to; T) =

Ce tenseur synetrique ce ni positif cecrit la deformation subie localement par les particules
uides dans unecoulement. Les vecteurs propres du tenseur correspondent aux directions
de ceformations et les valeurs propres sont les amplitudes de ces deformations. Le signe du
logarithme de la valeur propre indique le type de ceformation dans la direction assocee :

{ SiIn( ;) > 0, alors les particules tendenta skloigner

{ SiIn( ;) < 0, alors les particules tendenta se rapprocher
Or les structures (SLC) de lecoulement qui nous ineressent sont celles ai I'ensemble de
particules estetie dans la direction paralelea la courbe SLC, et compress® dans l'autre
direction, celle perpendiculaire a la courbe SLC. Elles existent si les trajectoires assocees
sont de type hyperbolique [50][58]. Pour garantir cette propret, le champ FTLEa proximie
des SLC doit respecter la condition suivante :

min =IN( min (S)) <0< IN( max (S)) = max (3.36)

Cette condition aek introduite dans [28], et garantit aussi I'existence mattematique des
cerivees du champ FTLE.

Grilles d'interpolation caresiennes

A partir d'une solution nunerique ou par une approche experimentale, il est possible
d'obtenir un champ de vitessai(x;t) en fonction de la position et du temps, et de cererer le
champ FTLE. Les nmethodes exgerimentales telles que la PIVRarticule Image Velocimetry)
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font I'acquisition du champ de vitesse sur des grilles caresiennes servant aussia interpoler
les vitesses lors du calcul du champ FTLE. Les nethodes actuelles d'identi cation de SLC
pekrent utiliser ces grilles structuees méme dans le cas ai le champ de vitesse aet geree
nunmeriguement sur un maillage non structue. Les vitesses sont alors interpokes sur une
grille structueea cause de la rapidie et de la simplicie des techniques de dierences nies
lors de levaluation des cerivees recessaires aux calculs du champ FTLE eta l'identi cation
des SLC.

Ces grilles structuees d'interpolation sont isotropes et de tailles constantes sur le domaine.
La pecision et la ¢ nition des SLC extraites sont directement releesa la nesse de la grille.
Les SLC sont des structures tes e kes lorsque le temps d'inegration est grand. Pour bien
les identi er, lesekments doivent &tre aussi ns que lepaisseur de la structure elle-méme.
A n d'augmenter la esolution, la technique de subdivision est parfois utilie. C'esta-dire
gue nous subdivisons lesekments juges trop grands en plus petitseements. Cette technique
n'est toutefois pas totalement automatique et peut s'averer colteuse. Il est aussi parfois
di cile de cibler exactement les zones recessitant une esolution accrue. Nous augmentons
alors la esolution gererale de la grille d'interpolation. La gure 3.44 montre un exemple de
ra nements successifs pour aneliorer la pecision du champ FTLE. Les gures sont tiees
de l'article de Vetel [57]; la premere image comporte environ 2000 eements, la deuxeme
20000ekments et la dernere 200 000ekments. Dans le cas pesent, la nesse de la grille est
augmente globalement, méme dans les egions qui ne requerent pas autant de pecision. Le
nombre de n uds recessaires augmente lorsque nous tentons d'obtenir une bonne c nition
des structures, surtout pour les temps d'inegrationelewes. Le champ de FTLE pesente alors
des cktails ns et pecis qui recessitent une taille tes petite desekments dans la direction
perpendiculaire aux SLC.

Figure 3.44 Exemple de champs FTLE pour dierentes esolutions et intervalles de temps
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3.4.2 Girilles d'interpolation anisotropes

Nous proposons d'adapter les grilles d'interpolation au champ FTLE a n d'augmenter la
esolution dans les zones a1 apparaissent les SLC et de la diminuer dans les zones sans inerét.
Le carackre anisotrope des SLC se préte tes biena l'utilisation de maillages anisotropes. En

ekements nis, nous utilisons la courbure d'une surface pour gererer une netrique qui permet
d'obtenir un maillage anisotrope aneliorant la pecision de I'approximation de la surface. Ici,
nous utilisons la surface du champ de FTLE pour gererer une netrique servanta I'adaptation
de la grille d'interpolation. Par contre, il s'awere recessaire de troquer les grilles structuees
pour des grilles non structuees dont lesekments sont triangulaires. Nous perdons donc un
certain avantage au niveau du calcul des cerivees, puisque les techniques de dierences nies
doivent étre abandonrees au pro t d'une nethode de projection pour reconstruire les cerivees
secondes requises pourevaluer la courbure du champ FTLE.

Evaluation du champ FTLE

Certaines modi cations doivent donc &tre apporeesa l'algorithme dévaluation du champ

FTLE. Nous ne pouvons utiliser la methode de dierences nies pourevaluer les gradients du

ot, puisque nous utilisons une grille non structuee. Les nethodes de projection utilisees pour
I'estimation d'erreur en simulation pareements nis permettent d'obtenir une approximation
equivalente des cerivees sur des maillages non structues. Ces nethodes ne sont toutefois pas
tes pecises lorsque les maillages sont grossiers. Elles sont aussi relativement lourdes en
termes de calcul et ont tendancea lisser le champ de FTLE obtenu, ce qui eduit la pecision
de la position et la ¢k nition des structuresa capturer. Dans ce qui suit, nous proposons une
approche plus directe et plus pecise devaluation des gradients.

Evaluation directe des gradients du ot : A partir d'un champ de vitesse :

u(x;y) = fu(x;y) v(x;y)g (3.37)

nous calculons le vecteur ot, que nous exprimons selon la notation suivante :

to+t

o (Xo) = (tito;XoiYo) = f x(t;to; Xo;¥0)  y(t;to; Xo; Yo)0 (3.38)

Au temps tg le vecteur ot corresponda la condition initiale :

(to: to; Xo; Yo) = fXo Yog (3.39)
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La position nale s'obtient en esolvant le syseme dequations dierentielles ordinaires sui-
vant :

d
E(t;to;xO;yo)= u( «(t;to;Xo; Yo); y(t;to;Xo; Yo)) (3.40)

soumisa la condition initiale (to;to; Xo;Yo0) = fXo Yogetai t 2 [to; T]. Le vecteur vitesse
est interpok sur la trajectoire (t;to; Xo; Yo)a chaque pas de temps.
Le calcul du tenseur de deformation recessite levaluation des gradients suivants :

CfD"D—X(T;to;xO;yoF g—;(T;to;xO;yo) g—;(T;to;xO;yo) i
@ @, @ (3-41)
Gy T toixoivo) = g (TitoiXoivo) @;((T:to;xmyo)

al  (T;tg; Xo; Yo) est obtenue de la esolution du syseme d'EDO 3.40.

L'algorithme propos dans [50] utilise alors une nethode de dierences nies a n d'obtenir
les gradientsa partir du champ de (T;to; Xo; Yo). Nous pouvons toutefois modi er le syseme
EDO 3.40 de facona obtenir directement ces gradients. Premerement, nous prenons avantage
de la relation suivante qui permet d'intervertir les cerivees :

@d

d
o g Gt Ye) = o (titi Xi¥o (342)

Ce qui conduit aux sysemes dequations dierentielles ordinaires suivants :

d X

dtg (t;to; Xo; Yo) = gxg (t;to; Xo; Yo) + %yg_(t to; Xo; Yo) (3.43)
avec la condition initiale :

2 (totoxaiyo) = 1 03 (3.4)
De méme, nousecrivons :

d X

ety = O (Gtaxaiye) + B DYt toixaiyo (3.4
avec la condition initiale :

© (to:toixoiyo) = 10 1g (3.46)

@y
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al t 2 [to; T]. Les deux sysemes sont les par les deri\ees%xet %yqui sontevallees sur

les trajectoires (t;to; Xo; Yo)a chaque pas de temps. Nous utilisons un sclema Runge-Kutta
d'ordre 5 pour la esolution des sysemes qui nene aux gradients recherches en 3.41.

Evaluation discete de la fonction test F(x;y)

La fonction test F (x;y) doit étre calcuke sur I'ensemble des n uds de la grille d'interpo-
lation. Il est rare que la fonction soit nulle en un n ud. Nous cherchons plut6t le passage par
Zro de la fonction entre deux n uds. La fonction test estevallee aux extemies de chaque
aréte d'unekment. Lorsqu'il y a changement de signe ou passage par zro de la fonction
sur une aréte, nous estimons la position d'un point zro par interpolation. Nous evaluons
ainsi la fonction test sur chacune des trois arétes de chaque eement de la grille. Lorsque
nous trouvons deux points sur unekment, nous ceons une ligne (segment) qui permet de
gererer une courbe SLC. Sur la gure 3.45, la courbe en pointilee repesente une ligne de
créte theorique et les croix sont les points gerees par interpolation lireaire pour estimer la
position de la ligne de créte. Les valeurs positives et regatives de la fonction test sont noees
F+etF

Figure 3.45 Valeurs nodales de la fonction test.

Levaluation de la fonction test pesente toutefois une dicule. Le sens des vecteurs
propres n'est pas unique. Un vecteur propre peut prendre I'un des deux sens opposes selon
I'algorithme qui est utilise pour le calculer. Si entre deux n uds les vecteurs propres n'ont
pas le méme sens, il y aura un passage par Zro arti ciel de la fonction test, qui engendrera de
fausses lignes de créte. La gure 3.46 montre un exemple de vecteurs de sens opposs, mais
de mémes directions. A n de contourner ce probeme, nous proposons l'algorithme suivant.
Lesetapes sont illusteesa la gure 3.47.
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Figure 3.46 Vecteurs propres de sens oppoes

1. Soit l'aréte formee des nuds a et b et orienee selon le vecteure. Dans un premier
temps, nous choisissons le sens du vecteur propM@axja au point a de manere a
obtenir :

h/maxja, ei 0

Si ce produit scalaire est regatif, nous inversons le sens dgay ja.

2. Dans un deuxeme temps, nous choisissons le sens du vecteur propsg jp» au point b
de manerea obtenir :

Wiaxja Vmaxjol > 0

Si le produit scalaire est regatif, nous changeons le sens du vecteur.

En choisissant de cette manere le sens des vecteurs propres maximaux en nous basant sur
I'orientation de I'aréte, nousevitons le passage arti ciel par zro de la fonction tesE (x;y).

Figure 3.47 Etapes permettant le bon choix de sens des vecteurs propres par rapporta
I'orientation de l'aréte.
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3.4.3 Champ de vitesse analytique

A n d'exposer notre nethode, nous utilisons un champ de vitesse analytique de double
tourbillon. La fonction de courant correspondante sécrit comme suit :

(xy;t) = Asin(f (x;t))sin(y)

(3.47)
a f(x;t)="sin(lt)x*+(@1 2"sin('t ))x
Les paranetres ont les valeurs suivantesA =0:1,! =0:2 et =0:1. Le champ de vitesse
de cetecoulement est donre par :
N C - .
ut;x;y)= — = A sin(f (x;t))cos(y) (3.48)
@y
e @ _ IRUNN- §
v(t;x;y) = ax A cos(f (x,t))sm(y)OIX (3.49)

et est repesenea la gure 3.48a dierents temps. Lecoulement pesente deux tourbillons en
rotation oppose. La ligne de tangence sparant les deux tourbillons oscille geriodiqguement
de la positionx 0:9a x  1:1. Il s'agit d'unecoulement qui semble plutdt simplea priori.
Par contre, les SLC extraits permettent de cevoiler des prenonenes qu'il est impossible
d'identi er en examinant le champ de vitesse ou les lignes de courant.

Dans ce qui suit, nous abordons deux types d'analyse. La premere analyse se fait avec
dierentes valeurs de l'intervalle d'inegration, soit de T = 0:1a T = 10, pour un temps
physique xe t = 0:0, qui permet de montrer levolution des SLC par rapport au temps
d'inegration. Le deuxeme type d'analyse se fait avec un temps d'inegration xe sur une
plage de temps physique allant d&¢ = 0:0a t = 10:0, soit la duee d'une periode de
lecoulement. Cette analyse met en lumere levolution des dierentes structures de lecoule-
ment sur une eriode compkte.
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Figure 3.48 Champ de vitesse analytiquea dierents temps
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Analyse en temps d'inegration

Nous voulons montrer I'in uence du temps d'inegration sur la ce nition des SLC. Pour
ce faire, nous utilisons une grille d'interpolation qui contient environ 8000 n uds. La norme
de calcul de la netriqgue a beaucoup d'in uence sur la grille d'interpolation gereee. La
dierence majeure entre l'adaptation de maillages eements nis et I'adaptation de grilles
d'interpolation est justement le criere d'adaptation du maillage. En simulation nunerique
c'est I'estimation de Il'erreur qui guide le choix de la norme de calcul de la netrique. Nous
choisissons celle qui engendre le maillage pour lequel I'estimation d'erreur est minimale. Pour
les grilles d'interpolation, c'est un peu dierent. L'adaptation de la grille est lee en quelque
sortea l'erreur qu'elle induit sur la metrique. Cependant, le criere principal de lection est
beaucoup plus qualitatif : nous voulons obtenir la meilleure & nition possible des SLC, soit
des courbes SLC qui sont continues, lisses et dont la position est pecise.

Des esultats obtenus sur une grille structuee indiquent que les courbes de SLC princi-
pales correspondenta des structures relativement minces, comme le montre la gure 3.49.
Nous optons donc dans un premier temps pour la norme inni,; pour le calcul de la
metrique sur le champ FTLE.

Figure 3.49 Champ FTLE sur une grille caresienne de 80000ekments

La gure 3.50 pesente la srie d'adaptation et les champs FTLE pour les temps d'ine-
gration T =0:01, T =1:0,T =4:0,T =6:0 et T =10:0 secondes. Les SLC correspondent
aux zones de valeurs elewees du champ FTLE (couleur variant du jaune au rouge). Ces
zones s'allongent et s'amincissenta mesure que le temps d'inegration augmente. D'ailleursa
T =10:0 il est di cile de distinguer les zones de couleurs jaune-rouge, ce qui montrea quel
point les structures sont anisotropes et e kes. La gure 3.54) montre une vue isonetrique
de la surface du champ FTLE et permet de constatera quel point la SLC principale est ne
et e ke.
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Les grilles d'interpolation traduisent tes bien cetteevolution. Lesekments s'alignent et
s'allongent comme les structures du champ de FTLE. Les grilles s'adaptent autant pour les
crétes que pour les sillons, puisque la nmetrique, qui se base sur la courbure de la surface, ne
tient pas compte de cette distinction. Lesekments se concentrent sur les structures aniso-
tropes du champ FTLE. Il y a donc beaucoup de n uds sur les SLC principales, soit celles
aux parois et celle quievoluea l'inerieur du domaine. La densie de n uds diminue dans les
zones de FTLE faible, qui sont des zones de moindre inerét. Les gure}et d) cevoilent la
pesence de SLC secondaires qui diminuent d'intensiea mesure que le temps d'inegration
augmente.
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Figure 3.50 Champs FTLE et grilles d'interpolation
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Figure 3.51 Gros plan sur la racine de la SLC principale

La gure 3.51 montre en gros plan une vuea la paroy = 0 de la structure principale,
et nous pouvons appeciera quel point lesekments sonteties et concentes sur la SLC. Le
ratio d'anisotropie ou detirement est extréme dans la egion du SLC principale. Pour cet
ecoulement et un temps d'inegration T 12 secondes, le ratio detirement est de l'ordre
du 1: 1C@. Ce qui se traduit par un espacement moyen dans cette zone dé 110 °. Pour
obtenir une pecisionequivalente sur lepaisseur de la SLC avec une grille triangulaire struc-
tuee isotrope, le nombre de n uds esultant serait gigantesque.A titre d'exemple, prenons
seulement deuxebmentseties selon un ratios = 1:0 1C°, comme illustea la gure 3.52.
Pour obtenir une grille isotrope de pecisionequivalente, cette grille devrait compter:2 10°
ebments. Si nous transposons ce constat sur la zone entourant une SLC, il estevident qu'il
est pratiguement impossible d'atteindre le méme niveau de pecision sur la SLC principale
avec une grille structuee.

Figure 3.52 Ratio du nombre deements

Dailleurs si nous nous etronsa la gure 3.49, la SLC principale semble beaucoup plus
large en epaisseur que celle obtenue sur une grille adapete telle que montee a la gure
3.5(®). Il est d'ailleurs di cile de la distinguer tellement elle est mince sur cette gure. La
grille structuee comporte environ 80000 n uds, soit environ 10 fois plus que les grilles
d'interpolation adaptes. Le fait que la SLC obtenue estepaisse s'explique par I'espacement
entre les nuds. La gure 3.53 montre une section d'un champ FTLE typique. La SLC est
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une structure tellement mince et e e qu'une faible esolution a comme consquence de
tronquer le champ FTLE et d'en fausser l'intensie. Ce qui peut conduire par la suitea une
mauvaise repesentation des SLC.

Lorsque le temps d'inegration estelewe et que la grille de cepart est trop grossere dans
la egion de la SLC, il se peut qu'il soit di cile d'obtenir un champ FTLE ayant une bonne
e nition le long des SLC. La gure 3.54a) montre le genre de champ qu'il n‘est pas sou-
haitable d'obtenir. Le champ FTLE est malevale le long de la SLC principale puisque la
esolution est trop faible dans la direction transversea la SLC, a l'instar de I'exemple de
la gure 3.53. Le mauvais champ FTLE engendre une mauvaise netrique qui conduita une
grille d'interpolation dont la esolution n'est pas acequate. La netrique n'est alors pas celle
du vrai champ FTLE et la grille qui en cecoule ne concentre pas les n uds au bon endroit,
car la courbure reconstruite pour le calcul de la netrique est beaucoup plus faible que la
courbure eelle.

Figure 3.53 Coupe du champ FTLE : en noir il s'agit d'un exemple de champ FTLE typique
et en rouge le champ FTLE nunerique

C'est exactement ce qui se produit lorsque nous utilisons la norrhg pour le calcul de
la metrique. Cette norme concentre beaucoup moins les n uds sur les structures anisotropes
de la surface et epartit les n uds sur le reste de la grille. La gure 3.55 montre la dierence
entre les grilles obtenues pour le méme temps d'inegration. Celle de la norrhg permet
de bien ce nir toutes les petites variations du champ FTLE, soit les SLC secondaires. Par
contre, puisque la densie de n uds sur lepaisseur de la SLC principale n'est pas assez grande
nous n'arrivons jamaisa obtenir une e nition egulere de la crétea des temps d'inegration
elewes.

Méme avec la normd., , il est recessaire de faire une monee en temps d'inegration, un
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Figure 3.54 Champ FTLE sur des grilles anisotropes adapetes selon diferentes nmetriques

Figure 3.55 Grilles anisotropes adaptes selon dierentes netriques

peua la manere des monees en Reynolds pour la simulation desequations de Navier-Stokes
enekments nis. Plus la monee en temps est graduelle, plus le nombre de boucles d'adap-
tation requises pour obtenir une bonne grille d'interpolation est faible. Pour les esultats
pesenes ici, nous avons ope pour un pas de temps d'inegration de Q et avons limie le
nombre de boucles d'adaptationa 2 par pas de temps.

Le esultat nal rechercle est la e nition et l'identi cation des courbes SLC. La gure
3.56 montre ces courbes obtenueshk = 10:0 secondes. Il y a plusieurs SLC. La SLC princi-
pale est celle qui cebute au centre de la pargi = 0. Il s'agit de la SLC principale puisqu'elle
correspond aux valeurs les pluselewees du champ FTLE, donc celle qui s'apparente le plus
a une structure lagrangienne. Les autres SLC sont de moindres ineréts puisqu'elles corres-
pondenta des valeurs beaucoup moinselewes du champ FTLE. Nous concentrons donc la
prochaine analyse sur la SLC principale. Pour former ces courbes SLC, nous avons tout sim-
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plement forme des segments de courbe sur chacun desekments pesentant un passage par
2ro de la fonction test comme expligea la section 3.4.1. Tous les segments de courbe sont
ensuite a ches pour former les courbes SLC.

Figure 3.56 SLC secondaires et principales@ = 10:0

La gure 3.57 montre levolution de la SLC principale dans le tempsA T = 0:1 il se
produit un prenomnrene particulier, ai les SLC semblent chaotiques et mal e nies. Le champ
FTLE est pourtant bien ce ni si nous regardons la gure 3.5(). Toutefois, ce champ ne
pesente aucune structure anisotrope s'apparentant aux SLC. Nous avons fait mention de ce
plenonenea la section 3.4.1. La forme du champ FTLE est telle que les valeurs propres de
la matrice hessienne sont presque identiques. Puisqu'il s'agit d'un champ FTLE discret, une
certaine erreur s'introduit lors de la reconstruction des ceriees, et elle est alors su samment
importante pour changer localement la direction principale d'un nuda l'autre. Les SLC
semblent alors instables et chaotiques.

Lorsque le temps d'inegration augmente, le champ FTLE se pecise et s'organise en
structures anisotropes. Les courbes SLC s'approchent de plus en plus de la ligne maerielle
treorique, ai le ux transversala la courbe est nul. Les instabilies des SLC diminuent et
s'estompent au fur eta mesure que l'anisotropie des structures augmente. Les SLC sont
alors mieux ce nies et s'allongent avec l'augmentation du temps d'inegration. La position
de la courbe n'est pas in uenee par le temp3 d'inegration (misa part les premiers temps
d'inegration), seule son intensie augmente avec le temps.

A T = 10, nous obtenons la SLC principale. Par simple inspection du champ FTLE,
nous pouvons ceterminer la position de la SLC. Cependant, la nature tes anisotrope de
cette structure et le fait qu'elle est tes mince compliquent son identi cation. L'algorithme
d'identi cation permet donc d'obtenir la position presque exacte de la structure et simpli e
son extraction du champ FTLE.

La gure 3.58 montre nalement la courbe SLC principale obtenue a partir du champ
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Figure 3.57 SLC principalea dierents temps d'inegration

FTLE calcuk sur la grille d'interpolation adapee en norme L;. Nous obtenons la méme
forme gererale, mais il estevident que la courbe n'est pas continue. Il semble que cette norme
ne garantit pas une bonne ce nition des SLC principales. Pour un temps d'inegration moins
grand, lorsque les SLC sont moins e kes, cette nhorme donne des esultats similairesa la
normel; , et les SLC sont aussi bien ¢ nies dans les deux normes. Toutefois puisque nous
cherchonsa obtenir les SLC les mieux & nies, la normé&; semble la meilleure option pour

le calcul de la netrique pour cetecoulement.

Analyse en temps physique

A partir de la grille d'interpolation obtenue de I'analyse peedente au temps d'inegration
T = 10 secondes, nous cebutons I'analyse en temps physique sur une periode de lecoulement
det = 0:0a t = 10:0 secondes. Pour ce faire, nous conservons le méme nombre de boucles
d'adaptation par pas de temps que nous xonsa @5 seconde. Cette tes petite valeur se
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Figure 3.58 SLC principale obtenue par une grille adapee en normea T =10:0

justi e par la faible epaisseur de la SLC et sa vitesse de teplacement. Si nous choisissons
un pas de temps trop grand, la SLC principale se retrouve dans une zone de la grille moins
dense au pas suivant. Le champ FTLE peut alors pesenter des oscillations au niveau des
structures les plus anisotropes (comme illustea la gure 3.54), qui entra’ment une perte de
e nition des SLC.

La gure 3.59 montre quelques-unes des grilles obtenues au cours de la simulation. Nous
noterons que les grilles s'adaptent bien aux mouvements des structures. En fait, nous pouvons
pratiqguement ceduire la position des structures principalesa partir de la grille. La gure 3.60
montre les courbes SLC extraites sur les huit grilles de la gure 3.58.l1a gure b) appara’t
une courbe SLC qui semble se cetacher de la paroi superieure. Elle se rapproche par la
suite de la courbe SLC principale pour s'y connectera l'image€). Les champs FTLE et
les grilles d'interpolation montrent qu'il s'agit en fait de la méme structure, puisque nous y
voyons une structure continue presque tout au long de la geriode. C'est le criere de slection
des segments de courbe SLC qui fausse le esultat. Nous avons tout simplement slectionre
les SLC correspondantes aux valeurs du champ FTLE qui sontegales ou superieuresa un
certain seuil. Or la SLC principale n'est pas partout de m&éme intensie et la valeur du champ
FTLE est parfois inkrieure au seuil ». C'est aussi pour cette raison que les courbes SLC
principales ne sont pas aussi longues gu'elles ne le paraissent sur les champs FTLE et les
grilles d'interpolation.

Le choix du temps d'inegration est presque un art en soit. Il cepend du temps ca-
raceristique du syseme dynamique ou de lecoulement. Nous avons ope pour un temps de
10 secondes correspondanta une periode de lecoulement. Si nous avions choisi une valeur
plus grande, les structures auraientee plus longues et probablement continues tout au long
de lecoulement, aboutissant ainsi en une meilleure & nition des courbes SLC. Par contre,
a partir d'une valeur critique du temps d'inegration le processus d'adaptationeprouve de la
di culea gererer de bonnes grilles d'interpolation. Comme nous l'avons vu, plus le temps
d'inegration augmente plus les structures deviennent minces et e ees. Lesekments de la
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grille sktirent alors de plus en plus pour se concentrer sur ces structures anisotropes. Le
ratio detirement atteint alors des valeurs extrémes qui cepassent les capacies du mailleur
gue nous avons utilise.
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Figure 3.59 Grilles d'interpolation adaptes
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Figure 3.60 Courbes SLC
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Ce nmemoire a pour but letude de I'adaptation de maillages non structues anisotropes,
et plus particulerement la nmethode faisant appel aux metriques optimales multiechelle de
minimisation de I'erreur d'interpolation en normeL ,. Nous avons tene d'illustrer d'un point
de vue geonetrique la ¢k nition de cette nmetriqgue optimale, ce qui a entre autres permis de
visualiser le principe dequidistribution de I'erreura la base de cette nethode d'adaptation.
Nous avons par la suite mis en oeuvre la nethode tout en soulignant certaines de ses ca-
raceristiques dont il faut tenir compte, telles les limites nuneriquesa imposer lors du calcul
des valeurs propres et le choix de la strakgie de calcul de la netrique d'adaptation lorsque
plusieurs variables sont en jeu.

Intersection de netriques

Quanta ce dernier aspect, il s'est aveeevident que l'intersection de netriques est la seule
straegie de calcul de la netrique d'adaptation qui respecte le comportement de lecoulement.
Toutefois, certaines avenues n'ont pu étreetudees dans ce travail. Mentionnons d'une part le
choix de la norme de calcul des netriques de bases. Les dierentes variables d'unecoulement
nevoluent pas de la méme manere et ne recessitent peut-&tre pas la méme norme pour
le calcul de leur netrique de base respective. Par exemple, nous avons vu que la norme
L, semblait dans la plupart des cas donner les meilleurs esultats pour les netriques de
vitesses en consicerant I'estimation d'erreur en norme energie. Par contre, pour la variable
de pression rien ne nous indique qu'il s'agit de la norme de calcul de netrique acequate.
Une norme dierente permettrait peut-etre de mieux ce nir la pression sur I'ensemble du
domaine sans sacri er la pecision au niveau des structures anisotropes.

D'autre part, cette nethode d'adaptation par netrique optimale se veut une nethode
multiechelle, c'esta-dire une nethode d'adaptation de maillage pouvant convenir aux dife-
rentes amplitudes et structures d'une solution. La normk; permet de concentrer les n uds
sur les structures fortement anisotropes et de fortes amplitudes, tandis que les normes plus
faibles epartissent les n uds plus unifornrement et permettent la capture et une meilleure
e nition des structures d'amplitude plus faible (par exemple, les structures Lagrangiennes
colerentes secondaires du champ de Lyapunov). Or il serait possible de capturer toutes ces
structures par l'intersection des netriques calcukes sur une méme variable dans dierentes
normes de calcul de netrique. Ainsi, pour les champs de Lyapunov un maillage cevoilant
parfaitement les SLC principales et secondaires pourrait &tre obtenu par l'intersection des
nmetriques calcukes en normel; et L;. Il s'agirait alors d'une vraie nmethode multiechelle.
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Il serait aussi ineressant de voir quel serait I'impact d'une telle intersection sur I'estimation
d'erreur des vitesses et de la pression d'unecoulement.

Eéments nis

Les esultats obtenus pour les dierentes simulations pareements nis nous ont monte
I'e cacie des maillages anisotropes facea celle des maillages isotropes. Il estevident qu'un
maillage anisotrope, méme pour unecoulement qui n'est pas fortement anisotrope, permet
d'obtenir un niveau de pecision sugerieura un maillage isotrope pour un nombre de n uds
equivalent. Plus lecoulement pesente un comportement anisotrope et plus la dierence de
nombre de n uds entre ces deux types de maillage sera grande.

Nous avons introduit I'adaptation de maillages anisotropes auxecoulements axisymnetri-
gues. Comme il aee mentionrea cette section, une hypothtese importante aee pose pour
la simulation pesenee dans ce travail. La composante aet omise dans la ce nition du
domaine eementaire pour les inegrales utilises lors du calcul duD; et lors de la recons-
truction des cerivees pour obtenir le Hessien. Il est di cile devaluer la \eritable in uence
de ce choix sur la gereration du maillage. Pour le calcul diD_, c'est le nombre de nuds
esultant du maillage qui est a ece. Ce nombre sera plus ou moinselee cependamment de
la geonetrie du domaine et de lecoulement. Par contre, pour la reconstruction des cerivees
il est moinsevident d'en pedire les conequences eelles, et il serait recessaire de lesevaluer.

Taux de convergence

L'adaptation de maillage se fait en deux volets. Le premier consistea adapter le maillage
pour un nombre de nuds xe. Ce type d'adaptation nous a permis detudier comment un
maillageevolue vers sa con guration optimale. Le deuxeme volet consistea augmenter suc-
cessivement le nombre de n uds du maillage apes chaque cycle d'adaptationa nombre de
nuds xe. Lesetapes sont ainsi epeees jusqua l'obtention du niveau d'erreur cesie. Le
taux de convergence global obsene nous indique que souvent s les premiers maillages, l'er-
reur estinee se situe pes de la courbe asymptotique treorique de convergence. Ceci s'explique
par le premier volet de l'adaptation qui visea obtenir un maillage optimal, peu importe le
nombre de n uds de ce dernier. Les maillages retenus pour illustrer le taux de convergence
sont donc tous quasi optimaux.

Identi cation des structures lagrangiennes colerentes

L'adaptation anisotrope des grilles d'interpolation s'awere un outil tes performant pour
aneliorer la pecision des champs de FTLE et la esolution des structures lagrangiennes
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colerentes. En aneliorant la e nition du champ FTLE, nous aneliorons du méme coup la
qualie des courbes SLC extraites. L'adaptation anisotrope des grilles d'interpolation permet
detirer lesekments le long des structures du champ FTLE et permet d'atteindre des niveaux
de pecision impressionnant en utilisant peu deements.

L'anelioration de la qualie de ces courbes s'accompagne d'une diminution de la taille des
grilles d'interpolation gracea l'adaptation anisotrope. Lesekments sonteties paralelement
aux structures du champ FTLE et permettent d'atteindre des niveaux de pecision impres-
sionnants en utilisant peu dekments. Les ratios detirement atteignent des valeurs extrémes
cepassant 1 : 10 dans les egions les plus anisotropes du champ FTLE. Les grilles conven-
tionnelles caresiennes requerent tellement dekments a n d'obtenir une pecision acceptable,
gu'elles s'awerent d'une utilie pratique limiee. Les structures extraites sur ces grilles sont
similairesa celles obtenues sur des grilles adapees, mais sont toutefois moins pecises.

Les grilles conventionnelles caresiennes permettent l'utilisation de methodes de dierences
nies pour levaluation des dierentes cerivees requises tout au long du processus. Ces
methodes sont simples et rapides et se traduisent par des temps de calcul relativement courts,
meéme pour des grilles comportant beaucoup de n uds. Nous ne disposons pas de technique
rapide devaluation des cerivees sur les grilles d'interpolation non structuees. Nous utilisons
alors les mémes techniques qu'en estimation d'erreur pour calculer les cerivees. Ces nethodes
sont lourdes, peu pecises aux parois du domaine et introduisent une certaine erreur. An
deliminer une etape dévaluation de cerivees, nous avons donc introduit une nouvelle ap-
proche pourevaluer les exposants de Lyapunov. Une modi cation du syseme déquations
aux cerivees ordinaires permet devaluer directement les cerivees recessaires au calcul du
tenseur de deformation de Cauchy-Green. La performance de cette nouvelle approche n'a pas
etetudee ici, mais tout nous laisse croirea son bon fonctionnement. Cette approche devrait
faire l'objet de travaux futurs.

La prochaineetape consistea tester la nethode sur desecoulements plus physiques qui
permettront de mieux cerner le compromis a faire dans le choix de la norme de calcul de
la nmetrique par rapport aux structures qui doivent etre extraites. Finalement, des essais
sur des ecoulements meres en laboratoire permettront de mettre la pesente nethode a
lepreuve, et de voir I'in uence du bruit inferent aux donrees exgerimentales sur la nmethode
d'identi cation des SLC.
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ANNEXES
A Erreur d'interpolation lireaire pour 1 dimension

Lequation 2.4 repesente une borne sugerieure de I'erreur d'interpolation.

(2
E1(X) D; (X X)X Xis1)

Le maximum du termeF = (Xx X;)(X Xj+1) Se trouve en prenant la cerivee par rapporta
X.

F
@:Zx (Xi + Xi+1) =0

@x

Xi + Xj+1

F est maximal lorsquex = . La borne superieure de I'erreur devient alors :

DY  xi+ X Xi + X
E1(x) ; : > AL Xi _— > AE Xi+1
@ (50)
E4(x) D; Xi+12 Xi Xi 2Xi+1

Et nalement, en prenant la valeur absolue et en e nissant la tailleh = Xj+;  X;

2
DEJ) Xi+1 Xi Xi Xi+1 _ Dy

Ei) = 2 2 - 8

h? (51)
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B Transformation de I'espace de eérence vers l'espace physique

Les cerivees secondes da dans I'espace de ekrence s'expriment en fonction des cerivees

dans l'espace physique.

2 3 2 3

@u 2 3 @u

2 2
@ hig@y 20
@ust- 1, 8@¢, 1 8 @u (52)
@? @ @y
@u @y @u
@ @ @x@y

h i hoj

Sile vecteur N cecrit une transformation lireaire, alors la matrice T; vaut 0. La matrice
[

T, s'exprime en fonction des coe cients de la matrice jacobienng.

2
hoi J121 3122 2J11J12
T, =332 I 23p1dyy b (53)

'Jll\]Zl J12J22 \]ll‘]22+'~]12\]21

La matrice jacobienne est ce nie comme suit :

2 3
hi g2 €@
] zg@ @
@x @
@ @
h i
La matrice T, prend la forme suivante :
2 3
@x’ @y® @@y
@ @ @@
h i 5 5
T2 = @X @y @)@y
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On peut eecrire lequation 52 comme suit :

2 3 2 3
@u "Gu, @y’@u,,@@ydu
@2 @) (@% @ @y @)@H@X@W
@u 7= x‘@u, @y @u, ,@@yGu (54)
@2 @> @X @ @y @@ @xQ@y

@u @@@u, @@ydu @@y, @@x @u

@ @ @@@X @@0) @@ @@ @x@y

D'autre part, on peut ce nir x ety en fonction de et par les relations suivantes :

h i
X(; )= N X

:311 i X1+ Xo+ X3
y(; )= N i

=1 Y1t Yot Vs

al X; ety; repesentent les coordonrees des sommets du triangle dans I'espace physique. On
peut en tirer les cerivees premeres par rapport et .

= X X = X
@ 2 1 a
X

% = X3 X1=Xc
Oy, yi=y

@ 2 1 a
@y_ _

@ y3 yl yC

En remplacant ces derniers esultats dans lequation 54, on obtient les trois expressions
suivantes :

@u _ 2@Bu ,@u @u

@  “a@x Y@y Y axey

@u _ ,@u y2@ 2%y @u

@ “@x’ ‘@y T T"@x@y

@u _ _ @u @u @u
@— Xaxc@)o( + ya)/c@g, + (XaYc + Xc)’a)@x@y
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L'Erreur d'interpolation, exprinee par lequation 2.24, peut alors étre exprinmee dans I'espace
physique en fonction dex, y et de leurs ceriees.

_ 1 ,@u ,@u @u
E(xy) 8 Xa@"' ya@_g,"'zxa)’a@—x@y

2 xaxc@u @ @

u
@3 * YaYe @3 +(XaYc + Xc)’a)my
@u @u @u
2 2
ear T Y@y T Y axay

E(X;y) X3+ X2 AaXe @u Vi + Ve Gu

— t aYe =5
@% 2o @y
+ 2 (Xaya + Xc¥Ye  XaYe cha) @u

@x@y

E(x;y) % (Xa Xc)2 % +(Yat YC)2 Gu

@y

(55)
+2(Xa Xo)(Ya Yo @@;):J@Dy

Apes simpli cation, on obtient lequation 55. Par inspection et en prenant la valeur absolue
des coe cients devant les termes de cerivees secondes comme suit :

Xa X = X2 X1 Xz+ X1) = [X2 X3 = Xp

Ya Y= Y2 Y1 Yat Vi = Y2 Yi=Wo

on obtient nalement l'expression de la borne superieure de l'erreur d'interpolation sur
leement dans l'espace physique.

2@U+ z@u @U

E(x;y) b@( Yb@_§,+2Xbemy

1x
8

2
9

hooigQu Guz #
E(Y) 5 % ybg@* @X@% . (56)
@ @b
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C Preuve de la borne superieure sur la valeur absolue de la matrice hessienne

Supposons une quantie ce nie par le produit scalaire suivant :
E=Hh ;HLIi (57)

al L repesente un vecteur etH repesente une matrice synetrique et qui peut etre diago-
nalise de la facon suivante :

La matrice R est la matrice des vecteurs propres dé¢ assoces aux valeurs propres; et ».
On peut cecomposer lequation 57 comme suit :

E=L'™R R'L =hm; mi

En consicerant maintenant les deux quanties suivantes, ajj j=
E=hn: mi E=hm: mi

on obtient les expressions suivantes :
E=mi 1+ mj, E=mi  +m3,

Si .= 1, on peut obtenir legalie suivante :

2 _ =

E:E'i‘m% 2 2

Si ,= ,, les 2 quanties sontegalesE = E.
Si ,= 5 alorsE>E.
Finalement, on peut conclure que

I HLI h L;jHjLi
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D Tailles esultantes lorsque les deux valeurs propres sont plus petites que

Reprenons lesequations 2.71 et 2.72 des tailles esultantbs et h, :

1
1 n2p+l A(p+1)
v S

TP T

1
L
| p A(p+D)

h, = D,

2
p "
S

et consicerons maintenant la condition aij j est aussi plus petite que la valeur seull.
En remplacant la valeur propre par sa nouvelle valeur on obtient le tailles esultantes qui
suivent :

1 1

.= D2 "2 ()
S |_p

[N

1
w2p 4(p+1)

— 2

g =D_

Elles ontevidemment les mémes valeurs. Si on prend le ratio entre les tailles esultantes et
les tailles originales, on obtient ce qui suit pour les tailles dans la directian:

1 2
hs T s

WS J Sj 2p+1 J Sj P

Ce ratio est toujours plus petit ouegala 1. Par contre, lorsqu'on observe le ratio de tailles
dans l'autre direction on a :

1 2
hy p sl T "P A

1 - j gt Sj P

Or ce ratio peut prendre dierentes valeurs. Par exemple, le ratio prend les valeurs suivantes
tependamment de la valeur proprg j :

alors & h;

2
(7]
he]

alors & h;

2
(7))
k=]

Ainsi, la taille esultante 1§ peut parfois etre plus grande que la taille originale dans la
direction critique, celle de plus grande courbure.
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E Matrice N nulle

Soit deux netriques M ; et M , dierentes de 2ro et ¢k nies par :

" #
ab
M, =
T b
" #
A B
Mzz
B C

Le produit de ces deux netriques donne la matrice suivante :

" #
(aA+ bB) (aB + bC)

(bA+ cB) (bB+ cC)

SiN estnulle, on a:

aA+ bB=0 (i)
aB+bC=0 (i)
bA+ cB =0 (iii )
bB+ cC=0 (iv)

De (i) et (iii ) on obtient :

QL olo
1
O oo

ac

et de () et (ii) on obtient :

I
o WO

N
]

w >

AC

Donc, la premere condition pour que la matriceN soit nulle est que les ceterminants des
metriques M ; et M , soient nuls. La deuxeme condition implique les relationsi}, (ii) et
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(iv) et xe un ratio entre les coe cients des deux netriques :
aA= bB=cC

Ces deux conditions sont recessaires pour que la matridé¢ soit nulle. Par contre, par
e nition les netriques ont un ceterminant dierent de 2ro et par construction elles sont
non nulles, ce qui assure une matridd toujours dierente de zro.
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