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R �ESUM �E

En simulation num�erique, l'adaptation de maillages se r�ev�ele être un outil essentiel �a l'ob-

tention de r�esultats cr�edibles. Un maillage mal adapt�e �a une solution entrâ�ne g�en�eralement

une mauvaise d�e�nition de cette derni�ere et donc une perte de pr�ecision. G�en�eralement, plus

le maillage est �n, meilleure sera la pr�ecision de la solution. Toutefois, cette �nesse a un prix

et les maillages r�esultants peuvent devenir tr�es gros en mati�ere de nombre de n�uds. Plus le

nombre de n�uds est important, plus le temps de calcul de la solution est long.

Les maillages anisotropes sont form�es d'�el�ements �etir�es et orient�es de mani�ere �a minimiser

l'erreur d'interpolation sur le domaine tout en respectant un certain nombre de n�uds. Ces

maillages particuliers permettent d'obtenir des solutions de pr�ecision �equivalentes �a celles

obtenues sur des maillages classiques isotropes, mais comptent souvent beaucoup moins de

n�uds. Ces �economies en termes de n�uds et d'�el�ements ne sont pas n�egligeables en ce qui

a trait aux temps de calcul de la solution et �a l'espace m�emoire requis.

La m�ethode sur laquelle est bas�ee l'adaptation de maillages anisotropes pr�esent�ee dans ce

travail fait appel aux m�etriques optimales multi-�echelle a�n de minimiser l'erreur d'interpo-

lation en normeLp pour un nombre donn�e de n�uds N . La m�etrique est un tenseur d'ordre

deux qui d�e�nit une transformation a�ne de l'espace physique vers un espace virtuel. Un

�el�ement anisotrope, qui est �etir�e dans l'espace physique, devient isotrope une fois transform�e

dans l'espace virtuel. L'�etirement et l'orientation de l'�el�ement dans l'espace physique assurent

l'�equir�epartition de l'erreur d'interpolation dans toutes les directions, et minimisent cette

derni�ere pour un �el�ement triangulaire lin�eaire ayant une certaine aire. La taille, l'�etirement

et l'orientation des �el�ements anisotropes sont d�etermin�es en chaque n�ud du maillage par la

m�etrique. Celle-ci est calcul�ee �a partir de la matrice hessienne, qui est la matrice des d�eriv�ees

secondes de la solution. Le ratio des racines carr�ees des valeurs propres de cette matrice d�e�nit

l'�etirement de l'�el�ement. Les tailles respectives aux deux directions principales sont d�e�nies

par l'inverse des racines carr�ees de ces valeurs propres. Tandis que le vecteur propre associ�e �a

la plus petite valeur propre en valeur absolue d�e�nit l'orientation principale d'�etirement. La

m�etrique est ainsi repr�esent�ee par la matrice hessienne qui est modi��ee de mani�ere �a ce qu'elle

soit sym�etrique d�e�nie positive et donc une m�etrique. La m�etrique optimale est �nalement

obtenue en moyennant les m�etriques nodales par rapport �a l'ensemble du domaine.

La normeLp de calcul de la m�etrique permet de concentrer ou non les n�uds du maillage

sur les zones les plus anisotropes. Ainsi, plus la norme se rapproche de 1, plus elle permet de

g�en�erer un maillage o�rant une meilleure d�e�nition des structures de plus faible amplitude

en r�epartissant plus uniform�ement les n�uds sur le domaine. Tandis que les normes plus
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grandes concentrent les n�uds au niveau des structures plus anisotropes, comme les ondes

de choc ou les couches limites.

Les r�esultats pr�esent�es dans ce travail pour des probl�emes de conduction avec terme source

en deux dimensions permettent d'appr�ecier les performances des maillages anisotropes face

�a celles des maillages isotropes. Pour un ph�enom�ene hautement directionnel tel, l'onde de

choc, les maillages anisotropes permettent d'obtenir des solutions aussi pr�ecises que celles

obtenues sur des maillages isotropes qui comptent au moins dix fois plus de n�uds. Dans

le cas d'une couche limite, le ratio du nombre de n�uds entre les maillages anisotrope et

isotrope est moins �elev�e, mais les maillages anisotropes o�rent tout de même une pr�ecision

nettement sup�erieure pour un nombre de n�uds �equivalent.

Les �ecoulements de Navier-Stokes en deux dimensions d�ependent de plusieurs variables

et il est n�ecessaire de tenir compte de ces di��erentes variables pour l'adaptation du maillage.

Elles n'�evoluent pas toutes de la même mani�ere sur le domaine et n�ecessitent donc une

adaptation di��erente du maillage. A�n d'impliquer chacune des variables de l'�ecoulement,

nous utilisons une m�ethode d'intersection de m�etriques. Cette m�ethode permet d'obtenir une

m�etrique de g�en�eration de maillage �a partir des m�etriques de bases �evalu�ees pour chacune

des variables. La m�etrique ainsi obtenue tient compte des n�ecessit�es des di��erentes variables

a�n de garantir une erreur minimale pour chacune des variables sur l'ensemble du domaine.

Nous avons d'abord compar�e cette m�ethode d'intersection de m�etriques �a d'autres m�ethodes

ou strat�egies de calcul de m�etrique multi variables. Il en ressort que seule l'intersection de

m�etrique permet d'obtenir une m�etrique qui g�en�ere un maillage re
�etant la solution des

di��erentes variables.

Finalement, nous introduisons les grilles d'interpolations non structur�ees anisotropes dans

le processus d'identi�cation des structures lagrangiennes coh�erentes appliqu�e aux �ecoulements

en deux dimensions instationnaires. Ces structures sont des caract�eristiques importantes de

l'�ecoulement et d�e�nissent son comportement. Or elles sont d�evoil�ees par les crêtes du champ

des exposants de Lyapunov, qui sont elles même des structures tr�es e�l�ees et direction-

nelles. En adaptant les grilles d'interpolation anisotropes �a ce champ, il est possible d'obtenir

un niveau de pr�ecision accru de d�e�nition et d'identi�cation des structures lagrangiennes

coh�erentes. Il est pratiquement impossible d'obtenir un tel niveau de pr�ecision �a partir des

grilles d'interpolation cart�esiennes classiques. De plus, en combinant l'adaptation des grilles

d'interpolation anisotropes et un algorithme d'identi�cation des arêtes du champ d'exposants

de Lyapunov, il est maintenant possible d'extraire avec une grande pr�ecision les structures

lagrangiennes coh�erentes d'un �ecoulement. Nous montrons �a l'aide d'un champ de vitesse

analytique tout le potentiel de cette technique.
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ABSTRACT

Mesh adaptation is essential in numerical simulation to obtain reliable results. A mesh

poorly adapted to a solution will generate a wrong de�nition of the solution, and consequently

it will lack precision. Generally, when the mesh is �ner, the precision of the solution will

be better. However, this increase of resolution has its price and the resulting meshes could

become very large in terms of number of nodes. The computation time necessary for a

solution will increase as the number of nodes on the mesh.

Anisotropic meshes are formed of stretched elements oriented such as to minimize the

interpolation error on the domain for a �xed number of nodes. These specials meshes can

produce solutions of equivalent precision as the ones obtained from isotropic classic meshes,

but with a lot less nodes. This reduction of nodes and elements is not negligible when

considering solution processing time and necessary memory space.

The method on which is based the following anisotropic mesh adaptation technique refers

to a multi-scale optimal metric minimizing the Lp norm of the interpolation error for a

�xed number of nodesN . The metric is an order 2 tensor de�ning an a�ne transformation

from a physical space to a virtual space. An anisotropic element, stretched in the physical

space, becomes isotropic when transformed in the virtual space. The element stretching and

orientation in the physical space guarantee equidistribution of the interpolation error in every

direction, and minimize it for a triangular element of �xed area. The size, the stretching and

the orientation of anisotropic elements are determined at every node of the mesh by the

metric. This metric is calculated from the hessian matrix, which is the second derivatives

matrix of the solution. The ratio of eigenvalue square root of this matrix de�nes the element

stretching. The sizes along the eigenvectors directions are de�ned by the inverse of the

corresponding eigenvalue square root. The eigenvector associated to the eigenvalue smallest

absolute value de�nes the stretching principal direction. The metric is then represented by

the hessian matrix modi�ed to be symmetrical positive de�ned such as a metric tensor. The

optimal metric is �nally obtained by averaging the nodal metrics over the domain.

The Lp norm used to calculate the metric controls the mesh nodes concentration. As the

norm is lower, the mesh generated o�ers a better de�nition for low amplitude structures of

the solution. Therefore the nodes are then more evenly distributed on the domain. When

higher norms are used, the nodes are concentrated on anisotropic structures, such as shock

waves or boundary layers.

The results presented in this document for conduction problems with heat source in 2

dimensions demonstrate the great performance of anisotropic meshes compared to isotropic
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meshes. For a highly anisotropic phenomenon, such as the shock wave, anisotropic meshes

generate solutions as precise as the ones obtained with isotropic meshes that have at least

ten times more nodes. In the case of a boundary layer, the number of nodes ratio between

isotropic and anisotropic meshes is not as large, but anisotropic meshes still clearly o�er a

better precision compared to isotropic meshes with the same number of nodes.

The 2D Navier-Stokes 
ows depend on several variables that must be considered during

the mesh adaptation process. They do not behave in the same way on the domain and they

necessitate a di�erent mesh adaptation. We use a metric intersection method to involve each

variable. With this method we obtain a single metric for mesh generation from the variables

basic metrics. The resulting metric take into account the needs of the di�erent variables to

ensure a minimal error for each variable over the domain. We �rst compared this metrics

intersection method to other strategies used to compute multi variables metrics. The results

are as follows; only the metric intersection method can produce a metric to generate a mesh

that re
ects the solution of every variable.

Finally, we introduce anisotropic non structured interpolation grids in the identi�cation

process of lagrangian coherent structures for 2 dimensional time dependent 
ows. These

structures are important characteristics of the 
ow and de�ne its behaviour. They are re-

vealed from the ridges of the Lyapunov exponent �eld, which are very thin and directional

structures. It is possible to obtain an increased level of precision for the de�nition and

identi�cation of lagrangian coherent structures from an anisotropic adaptation of the inter-

polation grids to the Lyapunov exponent �eld. It would almost be impossible to achieve

such a level of precision from Cartesian interpolation grids. Moreover, the addition of this

anisotropic interpolation grids adaptation to an identi�cation algorithm for the Lyapunov

exponent �eld ridges enables the extraction of the lagrangian coherent structures of a 
ow

with great precision. We show from an analytical 
ow �eld all the potential of this method.
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INTRODUCTION

Au cours des 30 derni�eres ann�ees, la recherche en m�ethodes num�eriques a connu des

perc�ees majeures. La puissance croissante des ordinateurs permet aujourd'hui des simula-

tions de complexit�e et de pr�ecision in�egal�ees. Toutefois, il est encore souvent impensable

d'e�ectuer des simulations sur des mod�eles dont la complexit�e approche celle de la r�ealit�e.

Les moyens informatiques sont encore insu�sants, et les m�ethodes num�eriques sont trop gour-

mandes pour ce qui est du temps de calcul et de l'espace m�emoire. L'industrie cherche donc

encore �a am�eliorer l'e�cacit�e de la dynamique des 
uides assist�ee par ordinateur. L'adap-

tation de maillage anisotrope et les m�ethodes utilisant des �el�ements d'ordre �elev�e sont deux

des principales avenues suscitant le plus d'int�erêt et qui font l'objet d'intenses travaux et

d�eveloppements.

L'adaptation de maillages non structur�es anisotropes a prouv�e ces derni�eres ann�ees son

e�cacit�e pour am�eliorer la pr�ecision des simulations num�eriques et pour capturer les compor-

tements et ph�enom�enes anisotropes (ondes de choc, couches limites, etc.). Cette technique

permet de r�eduire signi�cativement le nombre de n�uds du maillage tout en minimisant

l'erreur d'interpolation sur le domaine. L'espace m�emoire et les temps de calcul de la so-

lution sont ainsi diminu�es. De plus, le processus d'adaptation capture automatiquement les

ph�enom�enes anisotropes de l'�ecoulement �etudi�e. La base de cette technique d'adaptation re-

pose sur l'utilisation d'�el�ements triangulaires �etir�es et align�es selon la courbure de la solution

pour minimiser l'erreur d'interpolation.

Le but de ce m�emoire est de pr�esenter une �etude sur l'adaptation de maillages non struc-

tur�es anisotropes. Il existe di��erentes approches pour ce type d'adaptation. Nous explorons

ici les m�ethodes faisant appel au concept de m�etrique continue multi-�echelle introduit par

[3][14][16]. Plus sp�eci�quement, nous pr�esentons l'approche d�e�nissant une m�etrique continue

optimale minimisant l'erreur d'interpolation en normeL p pour la g�en�eration de maillages ani-

sotropes adapt�es. Cette m�etrique provient de la matrice hessienne, soit la matrice des d�eriv�ees

secondes de la solution. Cette approche est g�en�erale et peut donc s'utiliser autant avec la

m�ethode des volumes �nis qu'avec la m�ethode des �el�ements �nis. Dans ce travail, nous uti-

lisons un r�esoluteur �el�ements �nis. La g�en�eration de maillage est e�ectu�ee par le remailleur

surfaciqueMeshAdapt qui prend en entr�ee une m�etrique et un maillage initial pour g�en�erer

le maillage anisotrope.

Le premier chapitre pr�esente une revue bibliographique de l'ensemble des di��erents tra-

vaux r�ealis�es sur ce sujet, et permet de situer notre contribution. Nous d�ebutons par situer le

processus d'adaptation de maillages dans le contexte de la simulation num�erique par �el�ements
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�nis. Par la suite, nous exposons bri�evement les d�etails de la g�en�eration de maillages ani-

sotropes et du rôle jou�e par la m�etrique. Nous y pr�esentons aussi plus en d�etail les buts

et les objectifs de ce m�emoire. Le second chapitre est le c�ur de ce travail.�A partir du

d�eveloppement de l'erreur d'interpolation sur un �el�ement lin�eaire et d'un mod�ele d'erreur,

nous pr�esentons le calcul de la m�etrique continue optimale en 2 dimensions. Nous abordons

le calcul num�erique de la m�etrique et les m�ethodes de projections permettant de recons-

truire les d�eriv�es de la solution. Le chapitre 3 est divis�e en quatre sections. La premi�ere nous

permet de d�emontrer toute la puissance et les capacit�es de l'adaptation de maillages aniso-

tropes �a partir de quelques cas simples de simulations num�eriques de l'�equation de Poisson.

La deuxi�eme section pr�esente des simulations num�eriques des �equations de Navier-Stokes

pour un 
uide incompressible. Nous y introduisons l'intersection de m�etriques calcul�ees sur

di��erentes variables pour d�e�nir la m�etrique de g�en�eration de maillage. �A la troisi�eme sec-

tion, nous introduisons la m�ethode d'adaptation de maillage anisotrope pour les �ecoulements

axisym�etriques. La derni�ere section pr�esente une nouvelle application des maillages aniso-

tropes adapt�es utilis�es pour l'identi�cation des structures lagrangiennes coh�erentes dans un

�ecoulement instationnaire.
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CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1 Introduction

Les m�ethodes adaptatives en �el�ements �nis sont d�esormais tr�es r�epandues. Elles per-

mettent de calculer une solution dont la pr�ecision satisfait un niveau d'erreur pr�ed�e�ni, par

un processus presque automatique de discr�etisation et de g�en�eration de maillages adapt�es.

L'analyste n'a presque plus �a se soucier de g�en�erer un maillage qui conduira �a une solution

pr�ecise du probl�eme qu'il simule. On lib�ere ainsi l'analyste de la tâche lourde et compliqu�ee de

g�en�erer de bons maillages par intuition ou de mani�ere empirique, pour qu'il puisse concentrer

ses e�orts sur l'interpr�etation des r�esultats des simulations.

Les maillages g�en�er�es sont adapt�es �a la solution, c'est-�a-dire que l'erreur est minimis�ee,

pour un nombre d'�el�ements donn�e, en ajustant les param�etres du maillage, soit la densit�e de

n�uds, la taille et l'orientation des �el�ements dans le cas de maillages anisotropes. Cependant,

en �el�ements �nis, il importe de tenir compte du nombre et de la taille des �el�ements g�en�er�es

ainsi que de leur forme. En e�et, plus il y a d'�el�ements dans le domaine, plus ils sont petits et

meilleure est la pr�ecision de la solution. Par contre, la �nesse du maillage d�etermine le coût

de r�esolution du probl�eme, puisque la taille de la matrice de rigidit�e est proportionnelle au

nombre de degr�es de libert�e du maillage. De plus, l'�etape de g�en�eration de maillage fait partie

d'un processus it�eratif, et ne doit pas être coûteuse vis-�a-vis de la r�esolution du probl�eme. Il

y a donc un compromis �a faire entre le nombre de n�uds qui nous donne un certain niveau

de pr�ecision pour une solution, et le temps n�ecessaire �a la g�en�eration du maillage et au

calcul de la solution. De plus, le conditionnement du syst�eme d'�equations et la pr�ecision de

l'approximation d�ependent beaucoup de la taille des �el�ements du maillage, de leur forme et

plus pr�ecis�ement de leurs angles internes.

1.2 Adaptation de maillages en �el�ements �nis

L'adaptation de maillages vise �a r�eduire l'erreur d'interpolation sur le domaine, c'est-

�a-dire la di��erence entre la solution calcul�ee par �el�ements �nis et la solution exacte. Cette

derni�ere �etant inconnue en pratique, nous utilisons alors les estimateurs d'erreur pour contrôler

l'algorithme d'adaptation. L'algorithme g�en�eral d'une m�ethode adaptative en �el�ements �nis

est illustr�e �a la �gure 1.1 et se r�esume ainsi :
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1. La premi�ere �etape consiste en la discr�etisation du domaine de calcul, soit la g�en�eration

du maillage initial, qui g�en�eralement compte peu d'�el�ements.

2. La solution est calcul�ee par la m�ethode des �el�ements �nis sur le maillage, c'est l'�etape

de la r�esolution.

3. Nous estimons l'erreur de la solution calcul�ee et nous d�eterminons si la solution est

assez pr�ecise :

(a) Si l'erreur sur le domaine est satisfaisante (plus petite qu'un niveau de tol�erance

�etabli), la simulation est termin�ee.

(b) Sinon, nous continuons le processus.

4. Nous calculons un op�erateur de transition qui permettra de modi�er le maillage pour

obtenir une solution plus pr�ecise.

5. Nous g�en�erons un nouveau maillage �a partir de la fonction d'adaptation. La solution

du maillage pr�ec�edent est interpol�ee sur le nouveau maillage, et nous recommen�cons la

boucle �a l'�etape 2.

Les �etapes 2 �a 5 sont r�ep�et�ees tant que l'estimation de l'erreur de la solution ou un autre

crit�ere d'arrêt pr�e�etabli (nombre de n�uds, nombre d'it�erations, etc.) n'a pas atteint le niveau

demand�e.

Figure 1.1 Algorithme g�en�eral d'une m�ethode adaptative
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1.3 Op�erateur de transition

En adaptation classique, comme en adaptation anisotrope, nous cherchons �a �equir�epartir

l'erreur sur le domaine. Nous cherchons �a obtenir un maillage 
 dont la taille et l'orientation

des �el�ements k permettent d'obtenir une �equir�epartition de l'erreur sur tout le domaine :

kekk = Cte 8 k 2 
 (1.1)

Nous parlons alors d'un maillage optimal qui minimise l'erreur globale de la solution pour

un nombre donn�e de degr�es de libert�e. Ce principe est �a la base de l'adaptation de maillage

[6][36]. L'op�erateur de transition est calcul�e en estimant l'erreur de la solution approximative

obtenue, nous parlons alors de m�ethode d'adaptation de maillagea posteriori.

1.3.1 Maillage classique / isotrope

Dans la boucle d'adaptation1 de la �gure 1.1, l'estimateur d'erreur a posteriori est uti-

lis�e pour d�eterminer l'op�erateur de transition, qui est en fait une fonction de taille ou de

ra�nement pour les maillages isotropes. La fonction de taille d�e�nit en chaque n�ud une

taille � i d'�el�ement en fonction de sa position sur le domaine. Cette fonction est utilis�ee par la

suite par le mailleur/remailleur pour g�en�erer le nouveau maillage. Nous cherchons de cette

mani�ere la distribution de taille � i qui conduira �a un maillage optimal. Pour illustrer ce prin-

cipe simplement, r�ef�erons-nous au terme d'erreur du d�eveloppement en s�erie de Taylor. Pour

un �el�ement lin�eaire en 2 dimensions, nous avons :

eh =
1
2

h2 @2f
@x21

+
1
2

h2 @2f
@x22

+ 2h2 @2f
@x1@x2

(1.2)

Le terme d'erreur est proportionnel au carr�e de la tailleh de l'�el�ement. En variant la taille

de l'�el�ement, nous pouvons augmenter ou diminuer l'erreur. De fa�con g�en�erale, la norme de

l'erreur d'interpolation nous indique sensiblement le même lien entre l'erreur et la tailleh de

l'�el�ement :

kekk ' eC h�
k (1.3)

o�u � est le taux de convergence qui d�epend de la norme utilis�ee pour estimer l'erreur. Pour

d�eterminer la fonction de taille, il faut d'abord �evaluer le niveau d'erreur ciblee sur chaque

1. L'algorithme pr�esent�e ici est celui du mailleur adaptatif de la suite AMIRAL{CADYF{ADAPT et qui
est d�ecrit dans [27][38].
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�el�ement du maillage :

e =
e
p
N

(1.4)

o�u l'erreur globale e
 est le seuil d'erreur d�esir�ee sur le maillage entier pour un certain nombre

d'�el�ements N . La taille optimale � k de l'�el�ement, qui permet obtenir un maillage optimal, est

reli�ee �a l'erreur cible par la relation 1.3 :

e ' eC � �
k

� k =
�

e
kekk

� 1
�

hk

Cette taille est constante par �el�ement du maillage et nous utilisons une moyenne arithm�eti-

que pour obtenir les tailles nodales� i sur tout le maillage. L'erreur est �evalu�ee pour chacune

des variables de la solution et g�en�eralement la variable la plus contraignante est choisie pour

d�eterminer la taille optimale.

La fonction de taille conduit �a la construction d'�el�ements triangulaires �equilat�eraux, ou

du moins les plus �equilat�eraux possible. La forme �equilat�erale a longtemps �et�e consid�er�ee

comme la forme optimale pour un �el�ement. Le concept est bas�e sur l'�evaluationa priori de

la borne sup�erieure de l'erreur en normeH1, pr�esent�ee dans les travaux de [5][54][35] :

kek1 �
D (2) lmax

cos� max
2

(1.5)

o�u � max est l'angle interne maximal du triangle etlmax est une dimension caract�eristique, par

exemple la longueur de l'arête la plus grande.D (2) repr�esente la valeur maximale des termes

de d�eriv�ees secondes de la solution interpol�ee sur l'�el�ement. Ces travaux ont d�emontr�e que la

pr�ecision des solutions par �el�ements �nis sur des maillages triangulaires se d�egrade rapidement

lorsque les angles maximaux tendent vers� , puisque la borne de l'erreur tend alors vers

l'in�ni. L'�el�ement optimal est donc celui qui minimise le rapport entre la longueur et l'angle

maximal pour une surface �el�ementaire donn�ee, soit le triangle �equilat�eral. En consid�erant

ainsi l'angle maximal comme une constante, soit� �
3 , la seule variable qui nous permet de

r�eduire l'erreur est la longueur des segments du triangle, soit sa taille.

En nous limitant aux triangles �equilat�eraux, nous obtenons des maillages �el�ements �nis qui

sont relativement faciles �a construire. Les �el�ements d�eg�en�er�es (� max � � ) sont d'ailleurs facile-

ment �evit�es par l'emploi de mailleur de type Delaunay. De plus, tel que d�emontr�e dans [52] les

triangles �equilat�eraux minimisent le conditionnement de la matrice du syst�eme d'�equations.
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Ainsi, les triangles �equilat�eraux sont d'excellents �el�ements pour les calculs par la m�ethode

des �el�ements �nis.

1.3.2 Maillage anisotrope

Comme nous venons de le voir, plusieurs travaux concluent que les maillages de triangles

�equilat�eraux sont optimaux pour la m�ethode des �el�ements �nis. Les �el�ements �etir�es et plats

seraient donc �a �eviter puisqu'ils d�egradent la pr�ecision de la solution et le conditionnement

de la matrice globale. Cependant, le d�eveloppement des bornes d'erreur, qui sont �a la base

du choix des �el�ements �equilat�eraux, ne consid�ere qu'une partie de l'information donn�ee par

la solution.

Reprenons l'expression du terme d'erreur du d�eveloppement en s�erie de Taylor sur un

�el�ement lin�eaire �a 2 dimensions :

e(x1; x2) =
1
2

h2
1
@2f
@x21

+
1
2

h2
2
@2f
@x22

+ 2h1h2
@2f

@x1@x2
(1.6)

Cette fois nous consid�erons que le terme d'erreur est d�etermin�e par deux tailles di��erentes

(h1 et h2) dans les directions~x1 et ~x2. En fait, nous montrons que la borne sup�erieure de

l'erreur s'exprime comme suit :

kemax k0 � CteL jH jL (1.7)

o�u L est un vecteur qui caract�erise l'�el�ement. jH j est la matrice hessienne modi��ee2 de la

solution, et non pas seulement une borne sup�erieure des d�eriv�es secondes comme dans le cas

isotrope. En conservant la matrice hessienne, nous pr�eservons l'information sur le comporte-

ment directionnel de la solution. Nous noterons que la borne de l'erreur est anisotrope, donc

que la borne n'a pas la même valeur selon la direction du vecteurL .

Les travaux de [34][17][45] sont les premiers �a avoir d�emontr�e que pour minimiser l'erreur

d'interpolation lin�eaire en norme Lp, les �el�ements triangulaires doivent être �etir�es dans la

direction pour laquelle la d�eriv�ee seconde directionnelle est petite. Ce qui correspond �a aligner

et �a �etirer les triangles dans la direction du vecteur propre de la matrice hessienne associ�e �a

la valeur propre la plus petite en valeur absolue. [52][9] ont obtenu le même r�esultat pour la

norme L2 et H1. La borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation en normeH1 s'exprime :

kemax k1 � D (2) lmax

2 sin� max
(1.8)

2. jH j a les mêmes vecteurs propres que la matrice hessienneH , mais ses valeurs propres correspondent
�a la valeur absolue des valeurs propres deH .
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o�u D (2) repr�esente la valeur maximale des termes de d�eriv�ees secondes. L'angle maximal

intervient dans l'expression de la borne de l'erreur, et tout comme pour les bornes isotropes

nous devons imposer une condition sur l'angle maximal pour �eviter que l'erreur ne tende

vers l'in�ni. D'autre part, [53] montre que lorsque l'angle le plus petit tend vers 0 (et que les

deux autres angles sont entre�3 et 2�
3 ), la borne de l'erreur varie peu. D'ailleurs dans [5], les

auteurs sugg�eraient d�ej�a de ne consid�erer que la condition sur l'angle maximal.

Nous cherchons donc maintenant �a d�e�nir non seulement la taille des �el�ements, mais aussi

leur orientation et leur �etirement. Peraire, dans [40], a d�e�ni les param�etres du maillage tel

qu'illustr�es �a la �gure 1.2 o�u � est la taille de l'�el�ement, s le ratio d'anisotropie et � la

Figure 1.2 Param�etres d'un �el�ement

direction d'�etirement. La direction de l'�etirement est align�ee avec le vecteur propre associ�e

�a la plus petite valeur propre deH et le ratio d'anisotropie correspond au ratio des valeurs

propres deH :

s =

s
j� max j
j� min j

(1.9)

Ce ratio d'anisotropie assure une �equir�epartition de l'erreur dans les deux directions. Dans

[40][39][59], ce genre de fonction d'adaptation est utilis�e pour piloter l'adaptation et le re-

maillage de la simulation d'�ecoulements compressibles et d'�ecoulements visqueux. Les mailla-

ges anisotropes ainsi obtenus permettent, avec moins de n�uds, d'obtenir une solution dont

la pr�ecision est �equivalente �a celle obtenue �a l'aide de maillages isotropes.

1.3.3 M�etrique

Dans [17][55][33] les auteurs ont introduit le concept de m�etrique pour contrôler l'�etire-

ment et l'orientation du maillage. La m�etrique est alors utilis�ee comme fonction d'adaptation.

La m�etrique M est un tenseur3 d'ordre 2 d�e�ni sur un espace vectorielE de dimension �nie,

3. Les composantes d'un tenseur d'ordre 2 peuvent être repr�esent�es sous la forme d'une matrice.
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c'est-�a-dire une forme bilin�eaire telle que :

M : E � E ! <

(u; v) ! M (u; v)

et poss�ede les propri�et�es suivantes :

{ sym�etrique :

8 u; v 2 E M (u; v) = M (v; u) (1.10)

{ d�e�ni positif :

8x 2 E M (x; x) � 0 (1.11)

{ non d�eg�en�er�e :

[8u 2 E; M (u ; u ) = 0] ) u = 0 (1.12)

Le tenseur m�etrique est �etroitement li�e �a la d�e�nition du produit scalaire dans un espace

vectoriel et �a la notion de longueur dans un espace m�etrique. Le produit scalaire de deux

vecteurs dans< 2 est d�e�ni, par rapport �a une m�etrique M , par :

hu; vi M = hu; M vi = uT M v 2 < (1.13)

�A partir de ce r�esultat, la norme euclidienne se traduit alors par :

kukM =
p

hu; ui M =
p

uT M u (1.14)

et elle mesure la longueur du vecteuru par rapport �a la m�etrique M .

G�eom�etriquement, une m�etrique est repr�esent�ee par son cercle unit�e, soit une ellipse en 2D

(un ellipso•�de en 3D). Les axes principaux de l'ellipse sont align�es avec les vecteurs propres

du tenseur, et la longueur des rayons est l'inverse de la racine carr�ee des valeurs propres

respectives (r1 = 1p
� 1

et r2 = 1p
� 2

). Rappelons que par ses propri�et�es le tenseur m�etriqueM

admet toujours une diagonalisation propre, qui s'�ecrit comme suit :

M = R�

"
� 1 0

0 � 2

#

RT
� R� = [ R 1 R 2] (1.15)
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Figure 1.3 Cercle unit�e de la m�etrique M

o�u R� est la matrice de rotation compos�ee des vecteurs propresR 1 et R 2, et auxquels sont

associ�es les valeurs propres� 1 et � 2.

Comme nous le verrons dans les prochains chapitres, les composantes du tenseur m�etrique,

ou plus simplement la m�etrique, sont d�e�nies �a partir de la matrice hessienne. Cette matrice

n'est toutefois pas n�ecessairement d�e�nie positive et peut aussi être d�eg�en�er�ee. Ce cas par-

ticulier sera abord�e plus loin. L'expression ci-dessous permet d'�etablir une relation entre la

m�etrique et la matrice hessienne :

M = jH j = R�

"
j� 1j 0

0 j� 2j

#

RT
� o�u j� 1j � j � 2j > 0 (1.16)

Nous obtenons la matrice hessienne modi��eejH j en prenant la valeur absolue des valeurs

propres, � 1 et � 2, de la matrice hessienneH . La matrice hessienne prend alors la forme

d'un tenseur m�etrique. Les directions associ�ees aux valeurs propres sont les vecteurs propres,

repr�esent�es ici par la matrice de rotation R� . Rappelons que la borne d'erreur de l'�equation

1.7 d�e�nit une borne anisotrope, puisque l'erreur n'est pas la même dans toutes les directions.

La m�etrique est une transformation a�ne de l'espace physique anisotrope vers un espace

virtuel isotrope. Un �el�ement �etir�e et orient�e dans l'espace physique selon la m�etrique, devient

�equilat�eral et unitaire lorsqu'il est transform�e dans l'espace virtuel isotrope. L'�etirement et

l'orientation de l'�el�ement dans l'espace physique assurent l'�equir�epartition de l'erreur dans

toutes les directions. Ainsi, nous minimisons l'erreur d'interpolation pour un �el�ement triangu-

laire lin�eaire ayant une certaine aire, en �etirant cet �el�ement selon le ratio d'anisotropie d�e�ni

pr�ec�edemment et en l'orientant dans la direction de la courbure minimum. Cet �el�ement o�re

alors une meilleure pr�ecision qu'un �el�ement triangulaire �equilat�eral de même aire. Plusieurs

travaux qui portent sur l'utilisation de m�etrique continue bas�ee sur le Hessien ont �etudi�e ce

comportement pour di��erents �ecoulements, entre autres [17][8][13][4][24][2][22][47, 46]. Citons

en particulier [55] sur la g�en�eration de maillages anisotropes pour les �el�ements �nis.
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Les mailleurs anisotropes non structur�es, quel que soit leur type (Delaunay, avance de front

ou autre), utilisent le principe de calcul de distance par rapport �a une m�etrique continue dans

leur algorithme de g�en�eration d'�el�ement. Le calcul de longueur dans l'espace virtuel permet

de construire unmaillage unit�e par rapport �a une m�etrique continue d�e�nie sur le domaine


. Ce maillage unit�e est isotrope et ses �el�ements sont unitaires (ou presque). Pour un �el�ement

triangulaire non d�eg�en�er�e dans l'espace physique, il existe une seule et unique m�etrique dans

laquelle ce triangle est �equilat�eral et unitaire [55]. Il faut noter par contre qu'il existe une

in�nit�e de triangles non d�eg�en�er�es dans l'espace physique qui sont �equilat�eraux dans une

m�etrique donn�ee. Ils ont tous la même taille, la même aire et le même �etirement. Par contre,

leurs angles ne sont pas les mêmes. La m�etrique ne permet donc pas de contrôler les angles

d'un �el�ement. Il faut donc adopter un autre m�ecanisme pour contrôler l'angle maximal a�n

de minimiser l'erreur d'interpolation. Cette tâche revient aux mailleurs lors de la g�en�eration

des �el�ements.

La fonction de taille pour les maillages isotropes peut être vue comme un cas particulier de

la m�etrique qui s'�ecrit alors comme le produit de la matrice identit�e par un scalaire caract�eris�e

par la taille h de l'�el�ement :

M (x) =
1

h2(x)

"
1 0

0 1

#

(1.17)

La taille est la même dans toutes les directions, et nous obtenons �evidemment des �el�ements

�equilat�eraux.

Une approche un peu di��erente est trait�ee dans [20][21][41][42][43][7]. Au lieu de calculer

une m�etrique �a partir de la matrice hessienne n�ecessitant l'�evaluation des d�eriv�ees secondes de

la solution, les auteurs utilisent le champ des d�eriv�ees premi�eres pour le calcul d'un estimateur

d'erreur anisotropea posteriori. Il joue un rôle similaire �a celui jou�e par l'estimateur d'erreur

lors de l'adaptation isotrope. Cependant, nous cherchons �a obtenir deux tailles dans les

directions de courbures principales a�n d'�equir�epartir l'erreur dans ces mêmes directions.

Ceci permet de construire un maillage anisotrope dont l'erreur relative estim�ee est le plus

pr�es possible d'une tol�erance pr�ed�etermin�ee. C'est un processus it�eratif ; au fur et �a mesure

que nous avan�cons dans les it�erations, les �el�ements s'aligneront et s'�etireront de mani�ere �a

atteindre un �etat d'�equilibre. L'orientation des �el�ements est obtenue en �evaluant les vecteurs

propres d'une matrice sym�etrique positive, qui s'apparente �a la matrice hessienne, mais qui ne

fait intervenir que la norme des d�eriv�ees premi�eres sur un �el�ement. Le principal avantage de

cette m�ethode est qu'elle ne n�ecessite pas l'�evaluation des d�eriv�ees secondes, et qu'ainsi nous

n'avons pas �a nous soucier des erreurs d'approximation commises lors de l'�evaluation de ces

derni�eres. Par contre, la richesse de l'information dimensionnelle qu'elle d�evoile est inf�erieure
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�a celle obtenue de la matrice hessienne. De plus, puisque l'estimateur d'erreur est d�evelopp�e

pour un type bien sp�eci�que d'�equation aux d�eriv�ees partielles, l'algorithme d'adaptation

doit tenir compte des �equations devant être r�esolues, ce qui limite sa g�en�eralit�e.

1.3.4 M�etrique optimale

Nous expliquons au chapitre 2 que la m�etrique, telle qu'elle est d�e�nie �a l'�equation 1.16,

repr�esente un niveau d'erreur d'interpolation locale. Nous cherchons ici �a minimiser l'erreur

d'interpolation globale a�n d'obtenir un maillage optimal ayant un nombre de n�uds arbi-

traire. Puisque le maillage est d�e�ni par une m�etrique, nous recherchons donc la m�etrique

optimale, d�e�nissant en chaque n�ud un niveau d'erreur d'interpolation locale, qui permet-

tra d'obtenir globalement le meilleur maillage. Ainsi, il est possible de d�e�nir une m�etrique

optimale multi-�echelle qui minimise l'erreur d'interpolation en normeLp de fa�con �a obtenir

un maillage anisotrope optimal pour un nombre de n�udsN arbitrairement �x�e. Ce prin-

cipe a �et�e introduit dans [14][16], et a �et�e g�en�eralis�e en 2 et 3 dimensions dans [3][32][31].

Nous expliquerons en d�etail le d�eveloppement de l'expression de la m�etrique optimale en 2

dimensions. En dimensionn pour un nombre de n�uds N l'expression �nale de la m�etrique

optimale est la suivante :

M L p = DL p (detjH j)
� 1

2p+ n R� j� jRT
�

o�u DL p = N
2
n

0

@
Z




�
�
�
�
�

nY

i =1

@2u
@x2i

�
�
�
�
�

p
2p+ n

1

A

� 2
n

et j� j =

"
j� i j 0

0
. . .

#

(1.18)

1.4 Le Conditionnement de la matrice globale

La r�esolution du syst�eme d'�equations en �el�ements �nis est a�ect�ee par le conditionnement

de la matrice globale du syst�eme d'�equations. Le nombre de condition de cette matrice

d�epend entre autres de la mise �a l'�echelle du syst�eme d'�equations, du choix de l'interpolant,

et aussi des �el�ements du maillage, relativement �a leur forme et �a leur distribution. Nous nous

int�eressons ici un peu plus �a l'impact des �el�ements sur le conditionnement. La distribution

des �el�ements d�etermine leur taille et leur densit�e. Plus la densit�e des �el�ements est �elev�ee,

plus les �el�ements sont petits. Le conditionnement de la matrice �el�ementaire est inversement

proportionnel �a l'aire de l'�el�ement. Donc plus un �el�ement est petit, plus le conditionnement de

la matrice �el�ementaire risque d'être grand. La forme de l'�el�ement, reli�ee aux angles de celui-

ci, in
uence aussi le conditionnement de la matrice �el�ementaire. Lorsque l'angle minimal

� min tend vers 0, le conditionnement peut devenir tr�es grand, puisqu'il est proportionnel �a
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cot(� min ), qui tend alors vers l'in�ni. L'e�et combin�e des di��erentes matrices �el�ementaires

a�ecte le conditionnement de la matrice globale du syst�eme d'�equations.

Or le conditionnement de la matrice globale a un impact non n�egligeable sur la r�esolution

du syst�eme d'�equations. Par exemple, le taux de convergence et la stabilit�e des m�ethodes

de r�esolution it�eratives sont grandement a�ect�es par le nombre de condition de la matrice

globale ; plus le nombre de condition est grand, plus l'e�cacit�e des m�ethodes it�eratives �a

r�eduire le r�esidu du syst�eme d'�equations est r�eduite. Le mauvais conditionnement peut aussi

a�ecter la pr�ecision de la solution, et ce, autant pour les solveurs it�eratifs que pour les solveurs

directs. L'importance des erreurs d'arrondis et d'arithm�etique 
ottante est proportionnelle

au conditionnement de la matrice et �a la norme du r�esidu obtenue lors de la r�esolution du

syst�eme d'�equations. Par exemple, si nous consid�erons le syst�eme lin�eaire suivant :

A~x = ~b (1.19)

o�u ~x est la solution exacte. Si~xh est la solution approximative, la norme de l'erreur peut

s'exprimer ainsi :

k~ek = k~x � ~xhk (1.20)

et le r�esidu par :

~r = ~b� A~xh (1.21)

Il est alors possible d'�ecrire l'in�egalit�e suivante :

1
condA

k~rk

k~bk
�

k~ek
k~xk

� condA
k~rk

k~bk
(1.22)

Le terme du centre repr�esente l'erreur relative de la solution. Si le conditionnement de la

matrice A est grand, alors la valeur de l'erreur relative est comprise entre z�ero et un nombre

qui peut lui aussi être grand. Une grande erreur relative implique une solution approximative

de faible pr�ecision. Si le nombre de condition est tr�es grand, la solution peut même être

compl�etement fausse. Par contre, si la norme du r�esidu est assez petite, il est possible de

contrer l'e�et d'un mauvais conditionnement. La borne sup�erieure de l'erreur relative est alors

diminu�ee et nous pouvons obtenir une solution relativement pr�ecise. Pour la simulation des

�ecoulements dans ce travail, nous avons utilis�e des solveurs directs bas�es sur une factorisation

approximative de la matrice stock�ee en format creux [48][49]. Ils se basent sur des algorithmes

permettant d'obtenir une norme tr�es faible sur le r�esidu de la solution. Ainsi, nous r�eduisons
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l'impact d'un mauvais conditionnement sur la pr�ecision de la solution.

1.5 Reconstruction du Hessien

Une des �etapes les plus cruciales dans l'adaptation de maillages anisotropes est sûrement

la reconstruction des d�eriv�ees secondes. La m�etrique est directement li�ee aux d�eriv�ees se-

condes, et puisque ces derni�eres ne sont pas connuesa priori , il est important d'avoir un bon

algorithme de reconstruction. Une mauvaise m�etrique donnera un maillage qui est souvent

mal adapt�e �a la solution, donc un maillage non optimal. �A partir de la solution discr�ete, il est

possible par di��erentes techniques de reconstruire une approximation des d�eriv�ees secondes.

Nous r�ef�erons le lecteur aux articles suivants, [56] et [30], qui pr�esentent une bonne compa-

raison entre di��erentes techniques de reconstruction des d�eriv�ees secondes dans le cadre de

l'adaptation anisotrope. Dans le pr�esent travail, nous avons opt�e pour une technique dite de

double projection de type Zhu{Zienkiewicz sur des �el�ements triangulaires lin�eaires [29][60][61].

1.6 �El�ements d'ordre �elev�e

En introduction, nous avons abord�e les m�ethodes num�eriques d'ordre �elev�e. En �el�ements

�nis, il y a �enorm�ement de recherche e�ectu�ee �a ce niveau, et les �el�ements isotropes d'ordre

�elev�e sont maintenant relativement communs et r�epandus. Par contre, il y a encore peu

d'exemples de maillages anisotropes d'ordre �elev�e.�A ce jour, seulement quelques publica-

tions [10][11][12][37][31] ont abord�e le sujet. La raison est fort simple. La m�etrique est un

tenseur d'ordre 2 d�e�nissant une forme bilin�eaire qui est reli�ee �a l'erreur d'interpolation sur

un �el�ement lin�eaire par les d�eriv�ees secondes de la solution. Lorsque nous augmentons le degr�e

du polynôme d'interpolation, nous changeons l'expression de l'erreur et ainsi le polynôme ho-

mog�ene la d�e�nissant. Par exemple, pour un �el�ement quadratique l'expression de l'erreur est

d�e�nie par les d�eriv�ees troisi�emes repr�esent�ees par un tenseur d'ordre trois. Les techniques de

diagonalisation qui permettent de trouver les valeurs propres et vecteurs propres d'un ten-

seur d'ordre deux ne peuvent pas être g�en�eralis�ees aux tenseurs d'ordre sup�erieur. Il existe

quelques techniques de diagonalisation pour les tenseurs sym�etriques d'ordre �elev�e [44][18][15].

Par ces techniques, nous obtenons une approximation d'une certaine forme de diagonalisa-

tion, puisque les tenseurs d'ordre �elev�e, contrairement aux tenseurs d'ordre 2, ne peuvent être

compl�etement diagonalis�es. Actuellement, ces techniques sont surtout utilis�ees dans l'analyse

de signaux. Des travaux futurs pourraient envisager l'utilisation de techniques, telles que

d�evelopp�ees dans [15], pour le calcul de m�etriques �equivalentes utilis�ees pour la g�en�eration

de maillages anisotropes d'ordre �elev�e.

Dans [37], une approche di��erente utilisant une approximation du polynôme homog�ene
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de l'erreur en s�erie de Fourrier pour obtenir un tenseur d'ordre 2 �equivalent est pr�esent�ee. Ce

dernier induit une m�etrique pour la g�en�eration d'un maillage d'�el�ements lin�eaires, que nous

enrichissons ensuite pour obtenir un maillage d'�el�ements quadratiques. Dans [12] et [31], un

changement de coordonn�ees est e�ectu�e a�n d'exprimer le polynôme homog�ene de l'erreur

d'interpolation en coordonn�ees polaires. L'erreur s'exprime alors en fonction d'un rayon et

d'un angle. La direction d'�etirement correspond �a l'angle qui co•�ncide avec l'erreur maximale.

Le ratio d'anisotropie est ensuite obtenu par le biais de di��erentes propri�et�es g�eom�etriques

de l'erreur. Une fois les param�etres obtenus, nous calculons une m�etrique pour la g�en�eration

du maillage lin�eaire, qui est ensuite enrichi pour �nalement aboutir �a un maillage anisotrope

quadratique. Cette derni�ere technique est relativement complexe et n�ecessite beaucoup de

calcul. L'automatisme du processus est aussi incertain, surtout au niveau de l'�evaluation de

l'angle maximal.
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1.7 Buts et objectifs

Le but de ce m�emoire est premi�erement d'expliquer, pr�eciser et enrichir les concepts sur

lesquels repose l'adaptation de maillages anisotropes non structur�es par l'utilisation d'une

m�etrique optimale. Deuxi�emement, nous voulons �etablir l'utilit�e d'une telle m�ethode dans

di��erentes situations en m�ecanique des 
uides. Les objectifs sont les suivants :

{ D�evelopper un mod�ele d'erreur d'interpolation sur un �el�ement lin�eaire ;

{ D�evelopper l'expression de la m�etrique optimale �a partir du mod�ele d'erreur ;

{ �Elaborer un algorithme e�cace pour le calcul de la m�etrique ;

{ Impl�ementer l'algorithme dans un code existant ;

{ Interfacer le remailleur surfaciqueMeshAdapt;

{ �Evaluer la m�ethode d'adaptation par di��erentes applications.

Applications aux �ecoulements classiques

Nous pr�esentons di��erentes simulations en 2 dimensions pour les �equations de Poisson

et de Navier-Stokes pour illustrer les avantages de cette technique d'adaptation de maillage.

Nous introduisons par la suite la m�ethode d'adaptation de maillage anisotrope par m�etrique

optimale pour les �ecoulements axisym�etriques.

Applications aux �ecoulements instationnaires

Nous introduisons une nouvelle approche pour l'identi�cation des structures lagrangiennes

coh�erentes d'�ecoulements instationnaires en 2 dimensions. Cette nouvelle approche facilite

l'identi�cation des structures pr�esentes et permet d'am�eliorer leur d�e�nition. De plus, les

exemples �etudi�es nous permettront de repousser les limites de la m�ethode d'adaptation de

maillage anisotrope.
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CHAPITRE 2

D �EVELOPPEMENT MATH �EMATIQUE

Ce chapitre met en place les bases math�ematiques n�ecessaires �a la compr�ehension de

l'expression de la m�etrique optimale. Nous d�ebutons par un rappel de l'erreur d'interpolation

sur un �el�ement lin�eaire. De cette expression, nous d�eveloppons un mod�ele d'erreur qui conduit

�a l'expression de la m�etrique optimale. Nous pr�esentons �nalement les m�ethodes de calcul

discret de cette m�etrique optimale.

2.1 Erreur d'interpolation

�A partir d'une collection de points sur un espace 
 donn�e, o�u nous connaissons la valeur

d'une fonction ui en chacun des points, il est possible de construire une approximation de la

fonction u(x0; : : : ; xn ) en tous points (x0; : : : ; xn ) du domaine. Toutefois, nous introduisons

de cette mani�ere une erreur d'interpolation sur la fonction.

2.1.1 �El�ement lin�eaire en dimension 1

Prenons une s�erie de points de collocationx0; x1; : : : ; xn pour lesquels nous connaissons

la valeur de la fonctionu(x i ) = ui . Il existe un polynômepn (x) de degr�e n qui nous permet

d'obtenir une approximation deu(x) dont l'erreur d'interpolation est not�ee par En (x).

u(x) = pn (x) + En (x) (2.1)

L'erreur est nulle aux points de collocation puisque le polynôme passe par ces points, donc

Figure 2.1 Interpolation lin�eaire de u(x)

u(x i ) = uexact . Si nous supposons que la fonctionu(x) est d�e�nie dans l'intervalle [ x0; xn ] et
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qu'elle estn + 1 fois d�erivable dans l'intervalle ]x0; xn [. Il existe alors une fonction� (x) dans

l'intervalle ]x0; xn [ telle que :

En (x) =
1

(n + 1)!
@n+1 u(� (x))

@xn+1
(x � x0)(x � x1) : : : (x � xn ) (2.2)

Sur un �el�ement lin�eaire, d�e�ni par les points x i et x i +1 , n vaut 1 et l'expression de l'erreur

d'interpolation sur un �el�ement s'�ecrit :

E1(x) =
1

(2)!
@2u(� (x))

@x2
(x � x i )(x � x i +1 ) (2.3)

La fonction � (x) est inconnue, nous ne pouvons donc pas �evaluer le terme d'erreur exacte.

En prenant la valeur maximale du terme de d�eriv�ee seconde sur l'intervalle ]x i ; x i +1 [,

�
�
�
�
@2u(� (x))

@x2

�
�
�
� � max

x2 ]x i ;x i +1 [

�
�
�
�
@2u(x)

@x2

�
�
�
� = D (2)

u

il est possible d'obtenir un majorant de l'erreur d'interpolation :

E1(x) �
D (2)

u

2
(x � x i )(x � x i +1 ) (2.4)

La valeur maximale1 du terme de droite est :

maxj(x � x i )(x � x i +1 )j =
h2

4

de sorte que la borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation sur un �el�ement lin�eaire s'�ecrit :

jE1(x)j �
D (2)

u

8
h2 (2.5)

o�u h repr�esente la taille de l'�el�ement.

2.1.2 �El�ement lin�eaire en dimension 2

Un �el�ement lin�eaire en dimension 2 peut être repr�esent�e par un triangle form�e par trois

n�uds, tel qu'illustr�e �a la �gure 2.2. L'erreur d'interpolation mesure la di��erence entre la

solution exacteu et la solution approxim�ee uh obtenue par le calcul �el�ements �nis. Comme

pour le cas 1D, nous supposons ici que la valeur aux sommets des �el�ements est connue et

correspond �a la valeur exacte de la solution. Le triangle form�e des sommetsu1, u2 et u3

1. Le d�eveloppement complet se trouve �a l'annexe A.
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Figure 2.2 Interpolation lin�eaire de u(x; y)

repr�esente la solution interpol�ee entre ces trois points. Nous pouvons facilement voir qu'il

y a une di��erence entre la solution exacte et la solution interpol�ee. C'est pr�ecis�ement cette

di��erence que nous voulons mesurer. Nous d�eveloppons dans ce qui suit une estimation de

l'erreur d'interpolation pour une approximation de la solution par �el�ements �nis en dimension

2 sur un �el�ement triangulaire lin�eaire. L'expression de l'erreur est d'abord d�evelopp�ee sur

un �el�ement de r�ef�erence, et sera par la suite transform�ee dans l'espace physique pour faire

intervenir la g�eom�etrie de l'�el�ement, soit sa forme et ses dimensions.

En �el�ements �nis, nous utilisons le concept d'�el�ement de r�ef�erence pour simpli�er les

calculs. L'�el�ement de r�ef�erence Vr , tel que montr�e �a la �gure 2.3, est un �el�ement de forme

simple d�e�ni dans un espace de r�ef�erence 
r , et qui est associ�e par une transformation a�ne

� �a un �el�ement Ve du domaine r�eel 
 e. Dans l'espace de r�ef�erence les coordonn�ees sont

Figure 2.3 �El�ement de r�ef�erence et �el�ement r�eel

repr�esent�ees par le vecteur� , tandis que dans l'espace physique elles sont repr�esent�ees par le
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vecteur x . Nous d�e�nissons alors la transformation� telle que :

� : � ! x (� ) =
h
N (� )

i
x n o�u � =

h
� �

i
et x =

h
x y

i
(2.6)

Le vecteurN (�; � ) s'�ecrit �a l'aide des fonctions de transformation de l'�el�ement et qui, pour un

�el�ement lin�eaire, sont les mêmes que les fonctions d'interpolation sur l'�el�ement de r�ef�erence.

N =
h
1 � � � � ; � ; �

i
(2.7)

Ces fonctions sont ind�ependantes de la g�eom�etrie de l'�el�ement r�eel. Ce qui nous permet

de d�evelopper une expression g�en�erale de l'erreur d'interpolation sur l'�el�ement de r�ef�erence,

ind�ependante de la g�eom�etrie des �el�ements r�eels. De plus, la transformation� �etant lin�eaire

les conclusions relatives �a l'approximationuh(� ) sur l'�el�ement de r�ef�erence se transposent

directement sur l'approximation uh(x ) de l'�el�ement r�eel. Ainsi, nous pouvons �etendre les

conclusions sur l'erreur d'interpolation de l'�el�ement de r�ef�erence �a tout �el�ement r�eel du do-

maine physique, tant que ce dernier peut être caract�eris�e par cet �el�ement de r�ef�erence.

Solution exacte

La solution exacteu(�; � ) sur l'�el�ement de r�ef�erence peut être d�evelopp�ee en s�erie de

Taylor autour du point � = 0, � = 0.

u(�; � ) = uj0 + �
@u
@�

�
�
�
�
0

+ �
@u
@�

�
�
�
�
0

+

� 2

2
@2u
@�2

�
�
�
�

��

+
� 2

2
@2u
@�2

�
�
�
�

��

+ ��
@2u

@�@�

�
�
�
�

��

+ : : :
(2.8)

o�u �� d�enote le point o�u sont �evalu�ees les d�eriv�ees secondes :

�� = ( ��; �� ) 2 Vr

En notation vectorielle l'expression devient :

u(�; � ) = hP ; �u i + TSup

o�u P =
h
1 � �

i
est la base polynomiale

�u =
�

uj0
@u
@�

�
�
�
�
0

@u
@�

�
�
�
�
0

�

TSup =
� 2

2
@2u
@�2

�
�
�
�

��

+
� 2

2
@2u
@�2

�
�
�
�

��

+ ��
@2u

@�@�

�
�
�
�

��

(2.9)
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Nous limitons les termes d'ordre sup�erieur �a l'ordre 2. La notationh ; i d�esigne le produit

scalaire de deux vecteurs.

Solution num�erique

La solution num�erique est exprim�ee sous la forme d'une combinaison lin�eaire des fonctions

de la base polynomialeP .

uh(�; � ) = a0 + a1� + a2� = hP ; ai (2.10)

Aux n n�uds de l'�el�ement, l'expression de la solution prend la forme :

u n =
h
Pn

i
a

o�u
h
Pn

i
=

2

6
4

1 � 1 � 1

1 � 2 � 2

1 � 3 � 3

3

7
5 =

2

6
4

1 0 0

1 1 0

1 0 1

3

7
5

(2.11)

et puisqu'aux n�uds la valeur de l'approximation co•�ncide avec la solution exacte, nous

avons :

u n =
h
Pn

i
a =

h
Pn

i
�u +

h
TSup

i

o�u
h
TSup

i
=

"
TSupjn

...

#

TSupjn =
� 2

n

2
@2u
@�2

�
�
�
�

��

+
� 2

n

2
@2u
@�2

�
�
�
�

��

+ � n � n
@2u

@�@�

�
�
�
�

��

(2.12)

Nous pouvons �nalement isoler le vecteur�u :

�u = a �
h
Pn

i � 1 h
TSup

i
(2.13)

En rempla�cant le terme�u dans l'�equation 2.9 par l'expression de 2.13, nous pouvons r�e�ecrire

la solution exacte de la fa�con suivante :

u(�; � ) = hP ; ai � P
h
Pn

i � 1 h
TSup

i
+ TSup (2.14)
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Le vecteurN peut exprimer le produit suivant :

P
h
Pn

i � 1
=

h
1 � �

i
2

6
4

1 0 0

� 1 1 0

� 1 0 1

3

7
5

=
h
1 � � � � � �

i
= N

Ce qui r�eduit la solution exacte �a l'expression suivante :

u(�; � ) = hP ; ai � h N ;
h
TSup

i
i + TSup (2.15)

Borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation

L'erreur d'interpolation est la di��erence entre la solution num�erique et la solution exacte.
�A partir des �equations 2.10 et 2.15, nous obtenons l'expression suivante :

E(�; � ) = juh(�; � ) � u(�; � )j

=
�
�
�hP ; ai � h P ; ai + hN ;

h
TSup

i
i � TSup

�
�
�

=
�
�
�hN ;

h
TSup

i
i � TSup

�
�
�

(2.16)

Les termes du vecteur
h
TSup

i
prennent les valeurs suivantes :

TSupj1 = TSup(� 1; � 1) = 0

TSupj2 = TSup(� 2; � 2) =
1
2

@2u
@�2

�
�
�
�

��

TSupj3 = TSup(� 3; � 3) =
1
2

@2u
@�2

�
�
�
�

��

(2.17)

Nous obtenons ainsi l'erreur d'interpolation sur l'�el�ement de r�ef�erence.

E(�; � ) =

�
�
�
�
�
�
2

(1 � � )
@2u
@�2

�
�
�
�

��

+
�
2

(1 � � )
@2u
@�2

�
�
�
�

��

� ��
@2u

@�@�

�
�
�
�

��

�
�
�
�
�

(2.18)

Les termes
�
2

(1 � � ),
�
2

(1 � � ) et �� s'annulent tous aux sommets de l'�el�ement, ce qui res-

pecte l'hypoth�ese que l'approximationuh(�; � ) co•�ncide avec la solution exacteu(�; � ) aux

noeuds. Cette expression repr�esente l'erreur d'interpolation sur l'�el�ement de r�ef�erence. Nous

ne connaissons pas les valeurs des d�eriv�ees secondes, et il est donc impossible d'�evaluer
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l'�equation 2.18. De plus, il est di�cile de borner cette �equation puisque la position et la va-

leur maximale de l'erreur sont inconnues. Toutefois, nous pouvons consid�erer l'erreur�E(�; � )

sur les arêtes de l'�el�ement qui s'�ecrit comme suit :

�E i (�; � ) = ki eT
i

2

6
6
6
6
4

@2u
@�2

@2u
@�@�

@2u
@�@�

@2u
@�2

3

7
7
7
7
5

��

ei = ki hei ; H u( �� ) ei i (2.19)

o�u e correspond �a un des vecteurs d�e�nissant les arêtes du triangle,ki un scalaire qui tient

compte de la position (�; � ) sur l'arête, et H u( �� ) est la matrice hessienne dans la base de

r�ef�erence � � � . Ainsi pour les trois arêtes de l'�el�ement nous avons :

�Ea(�; � ) = ka

"
1

0

#T

H u( �� )

"
1

0

#

�Eb(�; � ) = kb

"
1

� 1

#T

H u( �� )

"
1

� 1

#

�Ec(�; � ) = kc

"
0

1

#T

H u( �� )

"
0

1

#

(2.20)

o�u les scalaireski sont d�e�nis comme suit :

ka =
�
2

(1 � � )

kb =
�
2

(1 � � ) =
�
2

(1 � � ) = ��

kc =
�
2

(1 � � )

(2.21)

Ils atteignent tous leur valeur maximale au milieu de l'arête, soit lorsque� = 1
2 et/ou � = 1

2 ,

et valent alors :

ka = kb = kc =
1
8

L'erreur d'interpolation sur l'arête atteint aussi son maximum au milieu de celle-ci. Nous

pouvons donc d�e�nir la borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation sur les arêtes comme
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suit :

�Emax = max
�
j �Ea(

1
2

;
1
2

)j; j �Eb(
1
2

;
1
2

)j; j �Ec(
1
2

;
1
2

)j
�

=
1
8

�
�hemax ; H u( �� ) emax i

�
�

(2.22)

o�u emax repr�esente le vecteur d�e�nissant l'arête o�u se trouve l'erreur �Emax . Si nous posons

que l'erreur maximale �Emax sur les arêtes est repr�esentative de l'erreur maximaleEmax sur

l'�el�ement, nous avons :

Emax � �Emax =
1
8

�
�hemax ; H u( �� ) emax i

�
� (2.23)

Cette derni�ere expression est vraie si la valeur maximale de l'erreur de l'�el�ement se trouve sur

une des arêtes. Ce qui n'est pas toujours le cas. Toutefois, nous consid�erons que cette borne

sup�erieure de l'erreur sur les arêtes est une bonne approximation de l'erreur d'interpolation

maximale de l'�el�ement de r�ef�erence. Nous pouvons alors consid�erer cette expression a�n de

borner l'erreur d'interpolation sur l'�el�ement :

E(�; � ) �
1
8

�
�hemax ; H u( �� ) emax i

�
� (2.24)

Si nous consid�erons que l'erreur maximale se trouve sur l'arête d�e�nie par le vecteuremax =

Figure 2.4 Disposition des arêtes sur l'�el�ement de r�ef�erence et l'�el�ement physique.

[1 � 1], soit sur l'arêtebde l'�el�ement de r�ef�erence sur la �gure 2.4, nous obtenons l'expression

suivante2 :

E(�; � ) �
1
8

�
�
�
�
�

�
@2u
@�2

� 2
@2u

@�@�
+

@2u
@�2

�

��

�
�
�
�
�

(2.25)

2. Nous obtenons le même r�esultat �nal en consid�erant les arêtesa ou c.
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Cette �equation repr�esente une approximation de la borne sup�erieure de l'erreur d'interpola-

tion sur l'�el�ement de r�ef�erence. En transformant 3 cette borne dans l'espace physique nous

obtenons une approximation de la borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation suivante :

E(x; y) �
1
8

�
�
�
�

�
x2

b
@2u
@x2

+ y2
b
@2u
@y2

+ 2xbyb
@2u

@x@y

�

�x

�
�
�
�

�
1
8

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

h
xb yb

i

2

6
6
6
6
4

@2u
@x2

@2u
@x@y

@2u
@x@y

@2u
@y2

3

7
7
7
7
5

�x

"
xb

yb

#

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

(2.26)

o�u le vecteur
�
xb yb

�
correspond �a l'arête b du triangle de l'espace physique de la �gure

2.4. Si nous d�e�nissons le vecteurL comme �etant cette arête du triangle, nous obtenons

�nalement le terme d'erreur suivant :

E(x; y) �
1
8

jhL ; Hu( �x ) L ij (2.27)

La matrice Hu est la matrice hessienne de la solutionu �evalu�ee au point �x de l'espace physique

correspondant au point�� de l'espace de r�ef�erence et d�e�ni comme suit :

�x = (�x; �y) 2 Ve

Ces points permettent d'�evaluer l'erreur telle qu'exprim�ee par les �equations 2.24 et 2.26, mais

leur position est g�en�eralement inconnue. Lors du d�eveloppement de la borne sup�erieure de

l'erreur en 1D, nous avons obtenu une expression similaire et avons born�e l'erreur par la

valeur maximale de la d�eriv�ee seconde sur l'�el�ement. De la même fa�con ici, nous majorons

l'erreur en consid�erant le point �a l'int�erieur du triangle pour lequel le Hessien est maximum.

E(x; y) �
1
8

jhL ; Hu( �x ) L ij �

�
�
�
�
1
8

max
x � Ve

hL ; Hu(x ) L i

�
�
�
�

De plus, il est possible de d�emontrer4 que :

jhL ; Hu L ij � h L ; jHu j L i (2.28)

3. Pour les d�etails de la transformation voir l'annexe B.
4. Voir l'annexe C pour la d�emonstration.
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o�u selon la d�ecomposition propre du Hessien

jHu j = R� j� jRT
�

R� �etant la matrice des vecteurs propres deHu

j� j =
�
j� 1j 0
0 j� 2j

�

� 1 et � 2 �etant les valeurs propres deHu

Ce qui entrâ�ne que l'erreur d'interpolation sur un �el�ement k est born�ee par :

Ek �
1
8

max
x 2 k

hL ; jHu(x )j L i (2.29)

Cette approximation de la borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation est similaire �a celles

d�evelopp�ees dans plusieurs travaux cit�es pr�ec�edemment. Elles sont toutes similaires �a une

constante pr�es. Par exemple dans [40] nous avons consid�er�e une valeur moyenne de l'erreur

sur l'�el�ement, ce qui donne une constante plus petite. Dans [3]et[16], les auteurs ont d�evelopp�e

plusieurs bornes selon la dimension spatiale de l'�el�ement en jeu. En prenant une moyenne de

l'erreur �a partir des di��erents sommets de l'�el�ement et en prenant l'extremum du vecteur L

par rapport au centre de gravit�e de l'�el�ement, les auteurs obtiennent des bornes �egales ou

l�eg�erement sup�erieures �a celles que nous obtenons. Cependant, la valeur de cette constante ne

change rien aux d�eveloppements qui suivent, et n'a aucune in
uence sur l'expression �nale de

la m�etrique optimale. C'est pour cette raison que nous consid�erons que cette constante vaut

1. L'expression de l'approximation de la borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation prend

ainsi la forme ci-dessous :

Ek � max
x 2 k

hL ; jHu(x )j L i (2.30)

D'autre part, si nous consid�erons seulement la valeur maximale des trois composantes de la

matrice hessienne comme une constante sur l'�el�ement, alors l'�equation 2.30 prend la forme de

l'�equation 1.3. La borne sup�erieure de l'erreur d�epend ainsi seulement de la taille de l'�el�ement

et ne tient pas compte du caract�ere anisotrope de la solution.



27

2.2 Mod�ele d'erreur en 2 dimensions

Consid�erons un point a appartenant au domaine 
e. Nous visons �a contrôler l'erreur �a

proximit�e de ce point, de fa�con �a obtenir :

Ea � max
x 2 � (a)

ju(x ) � uh(x )j

o�u � (a) repr�esente l'ensemble des �el�ements qui ont le pointa comme sommet.

Figure 2.5 Ensemble� (a) des triangles autour du pointa

L'approximation de la borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation sur un �el�ementk est donn�ee

par l'�equation 2.30. La borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation au pointa par rapport �a

l'ensemble des �el�ements de� (a) est alors donn�ee par :

Ea � max
k2 � (a)

max
x 2 k

hL ; jHu(x )j L i (2.31)

Cette majoration de l'erreur d'interpolation nous indique que cette erreur est proportionnelle

au produit hL ; jHu(x )j L i o�u le vecteur L et la matrice Hu sont d�e�nis sur l'ensemble � (a).

Nous cherchons �a repr�esenter cette majoration, donc l'erreur d'interpolation au pointa,

�a l'aide d'une expression qui poss�ede des propri�et�es analogues �a cette majoration. Nous

proposons ainsi le mod�ele d'erreur d'interpolation locale ci-dessous :

Ea = hL ; jHu(a)j L i (2.32)

o�u L est un vecteur de� (a) d�e�ni par L = f ~ab j b 2 � (a)g. Ce mod�ele respecte la forme de

l'expression 2.31, et nous permet de repr�esenter l'erreur d'interpolation sous une forme un

peu plus simple.
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2.2.1 Orientation optimale du vecteur L

Nous cherchons l'orientation du vecteurL qui permet d'obtenir les extrema du mod�ele

d'erreur locale pr�ec�edent. Ce vecteur peut être �ecrit dans la base orthonormale des vecteurs

propres,s et t , de la matrice hessienne.

L = � ss + � t t

o�u � s et � t sont des scalaires d�e�nis parkL k =
p

� 2
s + � 2

t . La matrice hessienne peut être

d�ecompos�ee en terme de ses vecteurs propres et de ses valeurs propres, o�u nous d�e�nissons

les vecteurs propres,s et t , associ�es respectivement aux valeurs propres� s et � t .

jHu(a)j =
� n

s
o n

t
o � "

j� sj

j� t j

# � n
s
o n

t
o � T

(2.33)

Par cons�equent, nous pouvons d�evelopper le produit scalaire de l'�equation 2.32 comme suit :

Ea =
h
hL ; si hL ; t i

i
"

j� sj

j� t j

#
h
hL ; si hL ; t i

i T

Ea = hL ; si 2j� sj + hL ; t i 2j� t j

Ea = � 2
s j� sj + � 2

t j� t j (2.34)

De cette mani�ere, en exprimant le vecteurL dans la base orthonormale (s � t ), il est possible

de faire pivoter le vecteurL autour du point a. La contrainte impos�ee sur� s et � t pr�eserve

la norme du vecteur.

Extremum de l'erreur locale

Nous d�esirons optimiser l'erreur localeEa selon les coe�cients� s et � t pour en d�eduire

l'orientation optimale du vecteur L . Nous cherchons donc :

min
� s ;� t

Ea = � 2
s j� sj + � 2

t j� t j (2.35)

sous la contrainte :

� 2
s + � 2

t = kL k2 (2.36)



29

Ce probl�eme d'optimisation nous am�ene �a consid�erer la fonctionnelleF ci-dessous :

F (� s; � t ; C) = � 2
s j� sj + � 2

t j� t j + C
�
� 2

s + � 2
t � k L k2

�
(2.37)

o�u C est le multiplicateur de Lagrange. Les variations deF par rapport aux trois variables

sont les suivantes :

@F
@�s

= 2� sj� sj + 2C� s = � s(j� sj + C) = 0 ( i )

@F
@�t

= 2� t j� t j + 2C� t = � t (j� t j + C) = 0 ( ii )

@F
@C

= � 2
s + � 2

t � k L k2 = 0 ( iii )

Du r�esultat ( i ), nous pouvons dans un premier temps consid�erer que le coe�cient� s vaut

z�ero. Ce qui implique par la relation (iii ) que le coe�cient � t = kL k, et que l'erreur prend

la forme suivante :

E t = � 2
t j� t j = kL k2j� t j

�A partir du r�esultat ( ii ), nous trouvons une relation similaire �a la premi�ere soit que si le

coe�cient � t vaut z�ero, alors � s = kL k et l'erreur prend la forme ci-dessous :

Es = � 2
s j� sj = kL k2j� sj

Ces r�esultats nous montrent premi�erement qu'il existe un maximum et un minimum pour

le mod�ele d'erreur. Deuxi�emement, ces extrema sont align�es avec les vecteurs propres de la

matrice hessienne. Les deux �equations d'erreur obtenues repr�esentent les valeurs extrêmes de

l'erreur localeEa, et nous obtenons le r�esultat important suivant :

Si j� sj < j� t j : Emin = kL k2j� sj

Emax = kL k2j� t j

Si j� sj > j� t j : Emin = kL k2j� t j

Emax = kL k2j� sj

(2.38)
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et �nalement,

Si j� sj < j� t j : Emin est align�e avec le vecteurs

Emax est align�e avec le vecteurt

Si j� sj > j� t j : Emin est align�e avec le vecteurt

Emax est align�e avec le vecteurs

(2.39)

D'autre part, si nous reprenons le r�esultat (i ) et que nous consid�erons maintenant que

C + j� sj = 0, soit que C = �j � sj. En rempla�cant le multiplicateur de Lagrange dans le

r�esultat ( ii ) par cette valeur, nous obtenons alors la relation suivante :

j� t j � j � sj = 0

Soit que j� sj et j� t j sont de mêmes valeurs. L'erreur prend alors la forme qui suit :

E = � 2
s j� j + � 2

t j� j = ( � 2
s + � 2

t )j� j = kL k2j� j

Cette condition impose une erreur locale constante et ind�ependante de l'orientation du vec-

teur L , donc �equir�epartie dans les directionss et t , soit celles des vecteurs propres deHu(a).

2.2.2 Erreur locale optimale

Reprenons l'�equation 2.34 exprimant le mod�ele d'erreur locale au pointa,

Ea = � 2
s j� sj + � 2

t j� t j

et consid�erons le cas o�uj� sj < j� t j. Pour mieux illustrer le comportement de l'erreur autour du

point a, nous transformons l'�equation en coordonn�ees cylindriques. Les coe�cients deviennent

alors :

� s = r cos� et � t = r sin�

o�u � est l'angle entre le vecteurL et le vecteur propres et r est �egale �a la longueur du vecteur

L . L'�equation 2.34 prend alors la forme suivante :

Ea(r; � ) = r 2 cos2 � j� sj + r 2 sin2 � j� t j

= kL k2 cos2 � j� sj + kL k2 sin2 � j� t j

= Emin (r ) cos2 � + Emax (r ) sin2 �
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D'une part, nous voyons clairement apparâ�tre les valeurs extrêmes d�e�nies pr�ec�edemment

par 2.38. Ces extrema sont ind�ependants de l'orientation du vecteurL . D'autre part, nous

distinguons mieux la forme du mod�ele d'erreur qui peut être repr�esent�e par un parabolo•�de

elliptique dont l'�equation est donn�ee par :

z(r; � ) =
�

r cos�
a

� 2

+
�

r sin�
b

� 2

o�u a =
1

p
j� sj

b=
1

p
j� t j

et qui est illustr�e �a la �gure 2.6. Si nous consid�erons le mod�ele d'erreur pour un vecteurL de

Figure 2.6 Forme de l'erreur locale : a) l'erreur est repr�esent�ee par la courbe sur le para-
bolo•�de elliptique b) vue plan de l'erreur qui est fonction der et �

longueur �xe, alors nous obtenons l'�equation d'une courbe, qui peut être illustr�ee �a la �gure

2.6 par la courbe noire. Elle repr�esente le mod�ele d'erreur locale pour un vecteur de longueur

�xe et correspond �a l'expression ci-dessous :

Ea(� ) = Emin cos2 � + Emax sin2 �

Notre but est d'�equir�epartir l'erreur dans toutes les directions, et du même coup de minimiser

le mod�ele d'erreur locale. Nous voulons de mani�ere g�en�erale que les deux valeurs extrêmes

qui composent l'erreur locale soient de mêmes amplitudes.

Emax = Emin
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Nous voulons r�eduire l'in
uence deEmax pour obtenir un niveau d'erreur constant corres-

pondant �a Emin . Ce qui m�ene au ratio ci-dessous, qui est le même ratio d'anisotropie que

celui d�e�ni par l'�equation 1.9.

Emax = Emin

r 2
max j� max j = r 2

min j� min j

s =
rmin

rmax
=

s
j� max j
j� min j

Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, en ayant des valeurs propres identiques l'erreur

est automatiquement �equir�epartie. Cependant, nous ne contrôlons pas les valeurs propres,

puisqu'elles font partie des donn�ees du probl�eme. En revanche, il n'y a aucune contrainte

sur les rayonsrmin et rmax autre que celle impos�ee pour la longueur du vecteur, soit que

rmin = rmax = kL k. Dans les d�eveloppements pr�ec�edents, cette contrainte nous a permis

de trouver les valeurs extrêmes du mod�ele d'erreur pour un vecteur de longueur donn�ee.

Maintenant, en laissant tomber cette contrainte, il est possible de d�e�nir une transformation

de l'espace qui conduit �a une �equir�epartition de l'erreur dans toutes les directions. Nous

cherchons �a modi�er la taille rmax pour diminuer l'importance de Emax . �A partir du ratio

d'anisotropie, nous d�egageons la relation suivante :

r̂max = rmin

s
j� min j
j� max j

Puisquermin et rmax sont par d�e�nition de même valeur, nous pouvons �ecrire cette relation

comme suit :

r̂max = rmax

s
j� min j
j� max j

(2.40)

Le rayon modi��e r̂max est donc plus petit que le rayonrmax . L'expression du mod�ele d'erreur

devient alors :

Ea(� ) = r 2
min cos2 � j� min j + r̂ 2

max sin2 � j� max j = Emin (2.41)

La �gure 2.7 illustre cette transformation, et nous y voyons l'�equir�epartition de l'erreur

locale. La transformation contracte l'espace dans la direction du vecteur propre associ�e �a

la plus grande des valeurs propres selon un ratio d�e�ni par la relation 2.40. L'espace est

contract�e dans une direction puisque nous avons �x�e la taille dans l'autre direction, soit celle
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Figure 2.7 �Equir�epartition de l'erreur locale : a) l'erreur forme une ellipse et est repr�esent�ee
par la courbe de niveau sur le parabolo•�de elliptique b) vue plan de l'erreur qui est fonction
de rmin et rmin

de la valeur propre la plus petite, dans le but d'obtenir une erreur locale constante �egale �a

la valeur extrême minimale de l'erreurEmin .

2.2.3 Mod�ele d'erreur

Une fois la transformation appliqu�ee au domaine, l'erreur locale est �equir�epartie dans

toutes les directions. L'�equation 2.41 nous montre que l'erreur est alors ind�ependante de

l'orientation du vecteur L . Nous pouvons donc simpli�er l'�equation 2.41 comme suit :

Ea = r 2
min j� min j + r̂ 2

max j� max j (2.42)

o�u rmin et r̂max sont li�es par la relation 2.40. Les r�esultats pr�ec�edents indiquent que la taille

not�ee rmin est en fait plus grande que la taille ^rmax . Nous noterons dor�enavant ces tailles de

la fa�con suivante :

hmax = rmin et hmin = r̂max
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Ce qui nous donne le mod�ele d'erreur locale au n�uda :

Ea = h2
max j� min j + h2

min j� max j

o�u
hmin

hmax
=

s
j� max j
j� min j

(2.43)

D'autre part, il y a un parall�ele �evident �a faire entre les expressions 2.43 et 2.34. Elles ont

Figure 2.8 Tailleshmin et hmax selon le niveau de l'erreur locale

exactement la même forme, mais il y a tout de même une di��erence importante. L'�equation

2.34 fait intervenir les composantes d'un vecteurL quelconque de longueur �xe. Ses coef-

�cients sont reli�es par la relation 2.36. L'erreur locale prend alors la forme pr�esent�ee �a la

�gure 2.6, et n'est donc pas l'erreur �equir�epartie que nous cherchons. Tandis que l'�equation

2.43 exprime une erreur locale constante et ind�ependante de l'orientation du vecteurL . Elle

exprime l'�equir�epartition de l'erreur locale dans toutes les directions. Nous pourrions même

a�rmer que l'erreur est alors ind�ependante de la longueur du vecteur, puisque les tailleshmin

et hmax ne sont a priori pas �x�ees. Par contre, elles sont reli�ees par le ratio d'anisotropies

de la relation 1.9.

Dans le d�eveloppement du mod�ele d'erreur, nous avons voulu minimiser l'erreur locale

pour obtenir Ea = Emin . Par contre, l'�equation 2.43 n'impose pas cette relation. Elle ne fait
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qu'exprimer un niveau d'erreur locale constante dans toutes les directions, et qui d�epend de

la taille qui est �x�ee. La �gure 2.8 illustre ce principe de niveau d'erreur. Lorsque le niveau

d'erreur correspond �a la valeur minimum de l'erreurEmin , l'espace est contract�e dans la

direction du vecteur propre associ�e �a la plus grande valeur proprej� max j. Tandis que, lorsque

le niveau d'erreur est la valeur maximaleEmax , l'espace est �etir�e dans la direction du vecteur

propre associ�e �a la plus petite valeur proprej� min j. Il existe une in�nit�e de niveaux d'erreur,

il y a donc une in�nit�e de possibilit�es de couples de tailleshmin et hmax . Cependant,hmin

et hmax seront toujours reli�es par le ratio d'anisotropies pour r�ealiser l'�equir�epartition de

l'erreur locale dans toutes les directions.

2.3 M�etrique

La transformation qui nous a permis de d�evelopper le mod�ele d'erreur locale 2.43 est en

fait une m�etrique que nous notonsTa. L'espace local physique est caract�eris�ea priori par

une base vectorielle orthonormale et est donc un espace physique isotrope. Nous d�eformons

cet espace en un espace physique anisotrope par l'imposition de la m�etriqueTa. La base

vectorielle qui caract�erise alors l'espace physique anisotrope est toujours orthogonale, mais

elle est anisotrope. C'est cette d�eformation locale qui permet d'obtenir une �equir�epartition

de l'erreur locale dans toutes les directions et qui minimise l'erreur locale pour les tailles,hs

et ht , prescrites par la m�etriqueTa. Cette m�etrique prend la forme suivante :

Ta = jHu(a)j � 1 = R�

"
1

j� s j 0

0 1
j� t j

#

RT
� o�u 0 < j� sj � j � t j (2.44)

Il est possible par inspection de v�eri�er que la matricejHu j � 1 poss�ede toutes les propri�et�es

d'un tenseur m�etrique d�e�nies par les relations 1.10, 1.11 et 1.12. Les tailleshs et ht sont

reli�ees �a la m�etrique par les relations suivantes :

hs =
1

p
j� sj

ht =
1

p
j� t j

(2.45)

et sont orient�ees selon leur vecteur propre respectif. Ces tailles correspondent aux rayons

d'une ellipse repr�esent�ee par une des courbes de niveau de la �gure 2.8.

Par ailleurs, l'inverse de cette m�etrique d�e�nit une autre m�etrique, T � 1
a . Elle est la trans-

formation inverse qui permet le passage de l'espace physique anisotrope vers l'espace virtuel
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isotrope, et elle est d�e�nie par l'�equation 1.16 qui prend la forme suivante :

T � 1
a = M a = jHu(a)j = R�

"
j� sj 0

0 j� t j

#

RT
� o�u 0 < j� sj � j � t j (2.46)

La �gure 2.9 illustre la relation entre ces deux m�etriques, o�u une ellipse dans l'espace phy-

sique anisotrope, devient un cercle unitaire dans l'espace virtuel isotrope, et o�u les m�etriques

correspondent aux expressions suivantes :

M = T � 1 = jHu j

M � 1 = T = jHu j � 1

La m�etrique M a d�e�nit localement une d�eformation qui permettra la g�en�eration d'un

Figure 2.9 Transformation du cercle unit�e par la m�etrique M et son inverse

�el�ement dont la taille, l'�etirement et l'orientation correspondent aux caract�eristiques im-

pos�ees par la m�etriqueM � 1
a . L'ensemble des m�etriquesM a associ�ees aux n�uds du domaine

d�e�nit une fonction continue que nous nommons m�etrique continue. Cette fonction continue

permet la g�en�eration d'un maillage correspondant aux caract�eristiques locales n�ecessaires �a

l'�equir�epartition de l'erreur d'interpolation locale.

2.4 M�etrique optimale

La m�etrique optimale est une m�etrique continue, qui correspond �a une fonction continue

d�e�nissant un champ de m�etriques minimisant l'erreur d'interpolation en normeL p de fa�con

�a g�en�erer le meilleur maillage anisotrope adapt�e �a la solution calcul�ee. Plus simplement,

nous cherchons �a d�e�nir en chaque n�ud le niveau d'erreur d'interpolation locale en norme

L p qui permettra d'obtenir globalement le meilleur maillage ayant un nombre de n�udsN
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sp�eci�que. La norme L p permet une certaine latitude dans la fa�con d'adapter le maillage et

permet de distribuer di��eremment les n�uds sur le domaine et de les concentrer ou non dans

les zones les plus anisotropes.

2.4.1 Probl�eme d'optimisation

Si nous consid�erons le mod�ele d'erreur de l'�equation 2.43 pour un n�ud arbitraire du

domaine 
 :

EM (x; y) = h2
s j� sj + h2

t j� t j

o�u
hs

ht
=

s
j� t j
j� sj

et 0 < j� sj � j � t j
(2.47)

alors le probl�eme d'optimisation se pose de la fa�con suivante :

min
M

Z



(EM (x; y))p d
 = min

hs ;h t

Z




�
h2

s j� sj + h2
t j� t j

� p
d
 (2.48)

sous la contrainte :
Z



d(x; y)d
 = N (2.49)

La fonction d(x; y) est une fonction de densit�e de maillage d�e�nie de la fa�con suivante :

d(x; y) =
1

hsht
(2.50)

Nous introduisons un ratio de taillesr similaire au ratio d'anisotropie et qui s'�ecrit de la

fa�con suivante :

r =

r
hs

ht
(2.51)

Il permet de r�e�ecrire les deux tailles sous une forme nous permettant par la suite d'exprimer

le mod�ele d'erreur en fonction de la densit�e de maillaged(x; y) et du ratio de taille r :

hs = ( hsht )
1
2 r = d(x; y)

� 1
2 r h t =

(hsht )
1
2

r
=

d(x; y)
� 1
2

r
(2.52)



38

EM (x; y) = hsht
�
r 2j� sj + r � 2j� t j

�

= d� 1
�
r 2j� sj + r � 2j� t j

� (2.53)

Ce qui nous am�ene �a la fonctionnelle � suivante :

�( r; d; C) =
Z



d� p

�
r 2j� sj + r � 2j� t j

� p
d
 � C

� Z



d(x; y)d
 � N

�
(2.54)

o�u C est le multiplicateur de Lagrange associ�e �a la contrainte 2.49. Nous cherchons les

fonctions r et d(x; y) qui permettent d'obtenir le minimum de cette fonctionnelle. Elles sont

d�etermin�ees en annulant la premi�ere variation de � par rapport �a r et d(x; y) :

� � =
@�
@r

�r +
@�
@d

�d = 0 (2.55)

Dans un premier temps en consid�erant la variation�r , nous avons :

�( r + !�r; d; C ) =
Z



d� p

�
(r + !�r )2j� sj + ( r + !�r )� 2j� t j

� p
d


� C
� Z



d(x; y)d
 � N

�

Nous d�erivons par la suite la fonctionnelle par rapport �a! :

@�
@!

=
Z



d� pp

�
(r + !�r )2j� sj + ( r + !�r )� 2j� t j

� p� 1

�
2(r + !�r )�r j� sj � 2(r + !�r )� 3�r j� t j

�
d
 = 0

Et en prenant la limite de cette �equation lorsque! tend vers 0, nous obtenons :

lim
! ! 0

@�
@!

=
Z



d� pp

�
r 2j� sj + r � 2j� t j

� p� 1
2�r

�
(r j� sj � r � 3j� t j

�
d
 = 0

Or puisque les deux premiers termes sous l'int�egrale sont toujours positifs pour toutes varia-

tions �r :

8�r d � pp
�
r 2j� sj + r � 2j� t j

� p� 1
> 0
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nous avons �nalement que :

8�r r j� sj � r � 3j� t j = 0

r 4 =
j� t j
j� sj

Nous obtenons ainsi le ratio de taille optimaleropt :

ropt =
�

j� t j
j� sj

� 1
4

(2.56)

Dans un deuxi�eme temps, nous e�ectuons un exercice similaire, mais pour la densit�e de

maillaged(x; y). Nous annulons la variation de densit�e�d de la fonctionnelle �, ce qui donne :

�( r; d + !�d; C ) =
Z



(d + !�d )� p

�
r 2j� sj + r � 2j� t j

� p
d
 � C

� Z



(d + !�d )d
 � N

�

En d�erivant cette �equation par rapport �a ! et en prenant la limite lorsque! tend vers 0,

nous obtenons :

lim
! ! 0

@�
@!

=
Z




�
� p d� (p+1)

�
r 2j� sj + r � 2j� t j

� p
� C

�
�d d
 = 0

Pour toutes variations �d , il existe un multiplicateur de LagrangeC tel que :

8�d d � (p+1)
�
r 2j� sj + r � 2j� t j

� p
� C = 0

d� (p+1) =
C

(r 2j� sj + r � 2j� t j)
p

d =
�

C
(r 2j� sj + r � 2j� t j)

p

� � 1
p+1

En utilisant le r�esultat 2.56, nous obtenons la fonction de densit�e optimaledopt(x; y) :

dopt(x; y) =

"
C

�
r 2

opt j� sj + r � 2
opt j� t j

� p

# � 1
p+1

dopt(x; y) =
�

C

2p(j� sjj � t j)
p
2

� � 1
p+1

=

"
eC

(j� sjj � t j)
p
2

# � 1
p+1
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En introduisant ce r�esultat dans l'expression 2.49, nous obtenons la relation suivante :

Z



dopt(x; y)d
 = N

Z




"
eC

(j� sjj � t j)
p
2

# � 1
p+1

d
 = N

Nous pouvons sortir la constanteeC de l'int�egrale et l'isoler pour obtenir :

eC
1

p+1 =
1
N

Z



(j� sjj � t j)

p
2( p+1) d


Ce qui conduit �nalement �a l'expression de la fonction de densit�e de maillage optimale

dopt(x; y) :

dopt(x; y) =
N (j� sjj � t j)

p
2( p+1)

R

 (j� sjj � t j)

p
2( p+1) d


dopt(x; y) = N det(jHu(x; y)j)
p

2( p+1)

� Z



det(jHu(x; y)j)

p
2( p+1) d


� � 1

(2.57)

2.4.2 Expression de la m�etrique optimale

Nous cherchons l'expression d'une nouvelle m�etrique, la m�etrique optimaleM opt, de la

forme :

M opt(x; y) = R�

"

 s 0

0 
 t

#

RT
� o�u 0 < 
 s � 
 t

Tout d'abord, si nous reprenons la relation 2.45 qui relie les tailleshs et ht aux valeurs

propres de la m�etrique, et que nous exprimons les valeurs propres en fonction des tailles,

nous obtenons la relation suivante :


 s = h� 2
s 
 t = h� 2

t

o�u 
 s et 
 t repr�esentent les valeurs propres de la nouvelle m�etrique.�A partir des �equations

2.52, 2.53 et 2.56, nous obtenons alors les valeurs propres suivantes :


 s =
dopt

r 2
opt


 t = dopt r 2
opt
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Si nous d�eveloppons l'�equation pour
 s, nous avons :


 s =
dopt

r 2
opt

=
N

R

 det(jHu(x; y)j)

p
2( p+1) d


(j� sjj � t j)
p

2( p+1)

�
j� t j
j� sj

� 1
2

Le premier quotient du terme de droite est un scalaire que nous identi�ons selon la même

nomenclature que [3], soitDLp . La valeur propre
 s devient alors :


 s = DLp

"

j� sj
p

p+1 j� sj
j� t j

p
p+1

j� t j

# 1
2

= DLp

"
j� sj2

(j� sjj � t j)
1

p+1

# 1
2


 s = DLp det(jHu(x; y)j)
� 1

2( p+1) j� sj (2.58)

Le même d�eveloppement est fait sur
 t .


 t = dopt r 2
opt =

N
R


 det(jHu(x; y)j)
p

2( p+1) d

(j� sjj � t j)

p
2( p+1)

�
j� t j
j� sj

� 1
2


 t = DLp

"
j� sj

p
p+1

j� sj
j� t j

p
p+1 j� t j

# 1
2

= DLp

"
j� t j2

(j� sjj � t j)
1

p+1

# 1
2


 t = DLp det(jHu(x; y)j)
� 1

2( p+1) j� t j (2.59)

L'expression �nale de la m�etrique optimale est donc :

M opt(x; y) = R�

"

 s 0

0 
 t

#

RT
� o�u 0 < 
 s � 
 t (2.60)

M opt(x; y) = DLp det(jHu(x; y)j)
� 1

2( p+1) jHu(x; y)j (2.61)
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Rappelons que la matrice de rotationR� est form�ee des vecteurs propres deHu(x; y). La

m�etrique optimale M opt est proportionnelle �a la matrice jHu j, et est donc le r�esultat de la

multiplication de cette derni�ere par un scalaire local. Ce scalaire est fonction du nombre de

n�uds N d�esir�es sur le maillage et du poids du d�eterminant de la matricejHu(x; y)j locale

par rapport �a l'ensemble des d�eterminants du domaine. D'autre part, nous observons que les

tailles optimaleshs et ht , qui sont d�e�nies par :

hs =
1

p

 s

ht =
1

p

 t

pr�eservent le ratio d'anisotropie et assurent l'�equir�epartition de l'erreur locale dans toutes les

directions.

s =
hs

ht
=

p

 t

p

 s

=

p
j� t jp
j� sj

(2.62)

M�etrique optimale vs erreur d'interpolation locale

En d�e�nissant la m�etrique optimale de cette fa�con, nous pouvons r�e�ecrire l'expression

2.47 de l'erreur d'interpolation locale comme suit :

EM (x; y) = h2
sj� sj + h2

t j� t j

o�u la taille hs est obtenue de l'expression suivante :

h2
s =

1

 s

=
det(jHu(x; y)j)

1
2( p+1)

DLp j� sj

=
det(jHu(x; y)j)

1
2( p+1)

N j� sj

Z



det(jHu(x; y)j)

p
2( p+1) d


et o�u, de fa�con similaire, la taille ht est obtenue de :

h2
t =

det(jHu(x; y)j)
1

2( p+1)

N j� t j

Z



det(jHu(x; y)j)

p
2( p+1) d


L'�equation de l'erreur locale sous la m�etrique optimaleM opt est alors :

EM opt (x; y) =
2
N

det(jHu(x; y)j)
1

2( p+1)

Z



det(jHu(x; y)j)

p
2( p+1) d
 (2.63)

L'erreur est �equir�epartie dans toutes les directions, puisque pour un point donn�e, elle est

constante et ind�ependante de la direction. L'erreur est de cette fa�con minimis�ee pour le
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nombre de n�uds d�esir�es. D'ailleurs, il est �evident que plus le nombre de n�uds est �elev�e,

plus le niveau d'erreur locale est bas. Nous remarquons aussi que le niveau d'erreur locale

est proportionnel au d�eterminant de jHu(x; y)j local �a une certaine puissance enp. C'est

ce terme qui di��erencie le niveau d'erreur locale d'un n�ud �a l'autre. Plus ce terme est

grand, plus l'erreur locale est �elev�ee. Il y a plusieurs possibilit�es au niveau de la valeur du

d�eterminant. Une zone o�u la solution est relativement constante d�emontre un d�eterminant qui

est petit, ce qui se traduit par une erreur locale faible. Une zone caract�eris�ee par une solution

hautement anisotrope, donc tr�es directionnelle, d�emontre aussi un d�eterminant relativement

petit, puisqu'une des valeurs propres est tr�es petite et presque nulle. Un d�eterminant �elev�e

correspond donc �a une zone de la solution o�u il y a de forts gradients dans les deux directions

de courbures principales, ce qui se traduit par une erreur locale plus importante. Cette

situation ne privil�egie pas n�ecessairement une direction en particulier, ce qui s'exprime par

la g�en�eration d'�el�ements de petite taille et g�en�eralement �equilat�eraux.

M�etrique optimale vs erreur d'interpolation globale

�A partir de l'�equation 2.48, nous obtenons l'expression de l'erreur d'interpolation �evalu�ee

sur l'ensemble du domaine 
 par rapport �a la m�etrique optimale M opt.

kEM opt kL p =
� Z




�
EM opt (x; y)

� p
d


� 1
p

En introduisant l'expression de l'erreur localeEM opt (x; y) dans cette �equation, nous obtenons :

kEM opt kL p =
� Z




�
2
N

det(jHu(x; y)j)
1

2( p+1)

Z



det(jHu(x; y)j)

p
2( p+1) d


� p

d

� 1

p

kEM opt kL p =
2
N

Z



det(jHu(x; y)j)

p
2( p+1) d


� Z



det(jHu(x; y)j)

p
2( p+1) d


� 1
p

kEM opt kL p =
2
N

� Z



det(jHu(x; y)j)

p
2( p+1) d


� p+1
p

(2.64)

Encore une fois, comme pour l'�equation 2.63, il est �evident que plus le nombre de n�uds est

�elev�e pour un maillage, plus l'erreur d'interpolation globale diminue.
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2.5 �Evaluation discr�ete de la m�etrique

R�ef�erons-nous �a l'algorithme g�en�eral d'adaptation de la �gure 1.1. Dans le processus

d'adaptation, nous sommes �a l'�etape 4, soit la construction de l'op�erateur de transition.

Nous avons un maillage sur lequel a �et�e calcul�ee une solution et nous voulons �a partir de cette

solution construire une fonction qui permet la construction d'un maillage adapt�e. L'expression

de la m�etrique optimale nous permet de construire cette fonction d'adaptation, soit un champ

de m�etriques optimales. Cette expression est fonction de trois �el�ements : le nombre de n�uds

N demand�es, le niveau de la normep et les d�eriv�ees secondes de la solution �evalu�ees en

chaque n�ud du maillage de d�epart. Les d�eriv�ees secondes sont n�ecessaires �a l'�evaluation du

d�eterminant de jHu(x; y)j, et sont donc la base de la construction des m�etriques.

2.5.1 Reconstruction des d�eriv�ees secondes

La premi�ere �etape consiste donc �a �evaluer les d�eriv�ees secondes. Nous avons d�ej�a fait

mention au chapitre 1 des articles [56] et [30] qui comparent les m�ethodes de reconstruction

de d�eriv�ees, et nous ne reprendrons pas ici cet exercice. Par contre, nous trouvons important,

pour la compr�ehension et la suite des choses, de d�ecrire l'algorithme et les m�ethodes utilis�ees

dans ce travail.

La m�ethode de reconstruction est enti�erement d�ecrite dans [29], et elle se base sur la

m�ethode de Zhu-Zienkiewicz (superconvergent patch recovery method)[60][61]. Au lieu d'uti-

liser les points de superconvergence sur les triangles, comme il est pr�ecis�e dans la m�ethode

de Zhu-Zienkiewicz, nous utilisons les points d'int�egration de Gauss. Il y a deux raisons �a ce

choix. D'une part, la position des points de superconvergence n'est pas n�ecessairement facile

�a d�eterminer, et d'autre part, certaines situations font en sorte qu'il n'y a pas assez de points

pour r�esoudre le syst�eme d'�equations. Nous sacri�ons le comportement superconvergent au

pro�t d'un algorithme plus simple et robuste, et qui fonctionne même pour les n�uds sur la

fronti�ere.

Les d�eriv�ees de la solution sont obtenues par reconstruction locale au sens des moindres

carr�es. Nous devons projeter les d�eriv�ees discontinues obtenues de la solution �el�ements �nis

(ou autre) sur une base continue. Supposons un ensemble� a de m �el�ements qui partagent le

point a comme sommet. Cet ensemble d�esigne le sous domaine de projection. Les d�eriv�ees

exactes de la solution sont continues et di��erentiables d'un �el�ement �a l'autre, contraire-

ment aux d�eriv�ees du champ discret qui sont discontinues. Nous utilisons donc une projec-

tion locale au sens des moindres carr�es des d�eriv�ees discontinuesduh, �evalu�ees aux points

d'�echantillonnage de � a, pour obtenir une meilleure approximationdu�
h au point a.

Soit Q = du
d� , la quantit�e que nous cherchons et qui doit être projet�ee. Nous d�esignons par
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Figure 2.10 Ensemble� a des triangles autour du pointa aveck = 4 points de Gauss par
�el�ement

Qh les d�eriv�ees discontinues obtenues de la solution etQ� l'approximation am�elior�ee qui doit

être obtenue par projection locale, et qui s'exprime comme suit :

Q� = hP ,ci (2.65)

o�u P est une base polynomiale du premier degr�e etc le vecteur des coe�cients inconnus qui

doivent être d�etermin�es :

P =
h
1 x y

i T
c =

h
c1 c2 c3

i T

Les coe�cients ci sont obtenus par projection au sens des moindres carr�es sur le sous

domaine. Nous cherchons ainsi �a minimiser la fonctionnelle qui suit :

F (c1; c2; c3) =
1
2

Z

� a

(Q� � Qh)2d� a (2.66)

Ce qui entrâ�ne les �equations suivantes pour les coe�cientsci :

@
@c

�
1
2

Z

� a

(hP ,ci � Qh)2d� a

�
= 0

c1 :
Z

� a

(hP ,ci � Qh)d� a = 0

c2 :
Z

� a

x(hP ,ci � Qh)d� a = 0

c3 :
Z

� a

y(hP ,ci � Qh)d� a = 0
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Nous pouvons r�eorganiser ces �equations selon le syst�eme qui suit :

Z

� a

P (hP ,ci � Qh)d� a = 0

et �nalement, nous obtenons le syst�eme suivant :

� Z

� a

P P T d� a

�
c =

Z

� a

P Qhd� a (2.67)

L'�equation 2.67 est un syst�eme de 3 �equations �a 3 inconnues, soit lesci . Seul le côt�e droit de

l'�equation d�epend de la quantit�e �a projet�ee Q.

La base polynomialeP est d�e�nie dans le syst�eme de coordonn�ees global (x; y). Pour �eviter

un mauvais conditionnement de la matrice de projectionP P T , nous transposons toutefois

les coordonn�ees dans un syst�eme de coordonn�ees local (�x; �y) dont l'origine est le centre du

sous domaine (xa; ya).

�x = x � xa �y = y � ya

La base polynomiale devient donc :

P =
h
1 �x �y

i T

Le syst�eme 2.67 repr�esente la formulation int�egrale de projection. Nous pouvons aussi

exprimer la fonctionnelle 2.66 sous sa forme discr�ete :

F (c1; c2; c3) =
1
2

mkX

j =1

(Q� � Qh)2 (2.68)

Nous obtenons alors le syst�eme d'�equations suivant :

"
mkX

j =1

P P T

#

c =
mkX

j =1

P Qh (2.69)

Ce dernier syst�eme repr�esente la formulation discr�ete de la projection.

L'�evaluation de ces syst�emes m�ene �a l'obtention du vecteurc, et la quantit�e que nous

cherchons s'obtient de la relation suivante :

du�
h

d�

�
�
�
�
a

=
h
1 x � xa y � ya

i

a
c
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Cette proc�edure d�e�nit des op�erateurs de projection � � (q), int�egrale ou discret, qui agissent

sur un champ scalaire pour en d�eterminer les d�eriv�ees premi�eres. Ainsi, nous obtenons les

d�eriv�ees premi�eres au point a du champ scalaireq = uh(xa; ya) :

du�
h

dx

�
�
�
�
a

= � x (uh(xa; ya))

du�
h

dy

�
�
�
�
a

= � y(uh(xa; ya))

De cette fa�con, en projetant deux fois nous obtenons les d�eriv�ees secondes.

d2u�
h

dx2

�
�
�
�
a

= � x

�
du�

h

dx

�
�
�
�
a

�

d2u�
h

dxdy

�
�
�
�
a

= � y

�
du�

h

dx

�
�
�
�
a

�

d2u�
h

dy2

�
�
�
�
a

= � y

�
du�

h

dy

�
�
�
�
a

�

d2u�
h

dydx

�
�
�
�
a

= � x

�
du�

h

dy

�
�
�
�
a

�

L'approximation de la matrice hessienne est alors calcul�ee de la mani�ere suivante :

H �
u =

2

6
6
4

d2u�
h

dx2
1
2

�
d2u�

h

dxdy
+

d2u�
h

dydx

�

1
2

�
d2u�

h

dxdy
+

d2u�
h

dydx

�
d2u�

h

dx2

3

7
7
5

2.5.2 Diagonalisation de la matrice hessienne

La matrice hessienne est sym�etrique par construction, et une matriceA est sym�etrique si

elle accepte la factorisation suivante :

A = QDQT

o�u Q est une matrice orthonormale etD une matrice diagonale. Cette �equation est �equivalente

�a la suivante :

AQ = QD
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qui est �a son tour �equivalente �a :

AQ i = � i Qi o�u 1 � i � n

o�u � i est la i�eme valeur sur la diagonale deD. Ainsi, les valeurs de la diagonale deD sont

les valeurs propres deA, et les colonnes deQ correspondent aux vecteurs propres deA. Une

matrice sym�etrique est donc toujours diagonalisable.

Situations particuli�eres

Jusqu'�a maintenant nous avons toujours consid�er�e que les valeurs propres de la matrice

hessienneHu sont di��erentes de z�ero. Par contre, en pratique ce n'est pas toujours le cas, et

il peut arriver qu'une ou les deux valeurs propres soient nulles. Le d�eterminant est alors nul

et nous nous retrouvons devant un probl�eme pour le calcul de la m�etrique. En pratique, des

valeurs propres tr�es pr�es de z�ero peuvent conduire au même probl�eme. Il faut alors �etablir

une proc�edure pour assurer un calcul sain de la m�etrique en limitant �a un certain seuil" les

valeurs propres nulles ou presque nulles. Ce seuil est choisi en fonction des dimensions de

l'�ecoulement qui est simul�e et sa valeur est g�en�eralement de l'ordre de 1:0� 10� 10 �a 1:0� 10� 16.

Les valeurs propres prennent di��erentes valeurs sur le domaine et les trois situations suivantes

peuvent se produire :

1. j� 1j � " et j� 2j � "

2. j� 1j < " et j� 2j � "

3. j� 1j < " et j� 2j < "

Situation 1 : La premi�ere situation implique que le d�eterminant de la matrice hessienne

est di��erent de z�ero et sa valeur n'est pas trop petite. Le calcul de la m�etrique ne pr�esente

aucune probl�ematique.

Situation 2 : La deuxi�eme situation est plus complexe. Avec seulement une valeur propre

plus grande qu'un certain" , la m�etrique ne peut pas être calcul�ee dans bien des cas, la valeur

du d�eterminant �etant trop petite. Reprenons l'expression de la m�etrique optimale, mais avec
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une �ecriture un peu di��erente :

M opt(x; y) = R�

"

 s 0

0 
 t

#

RT
�

o�u 
 s =
�

j� sj2p+1

j� t j

� 1
2( p+1)

DL p


 t =
�

j� t j2p+1

j� sj

� 1
2( p+1)

DL p avec j� sj � j � t j

(2.70)

Cette �ecriture est �equivalente �a celle de 2.61, mais sans faire apparâ�tre le d�eterminant, ce

qui nous permet de mieux expliquer la probl�ematique. Si nous supposons que� s est nulle

(ou presque nulle), alors la m�etrique, selon les relations ci-dessus, s'exprime par les valeurs

propres et tailles suivantes :


 s = 0 
 t = 1

hs =
1

p

 s

= 1 ht =
1

p

 t

= 0

La m�etrique est donc ind�etermin�ee. Pour rem�edier �a ce probl�eme, nous pouvons utiliser un

crit�ere sur les valeurs propres. Si la valeur propre est sous un certain seuil" , elle prend alors

la valeur du ".

j� i j = max( j� i j; " )

C'est le crit�ere qui est habituellement utilis�e dans beaucoup d'algorithmes de calcul de la

m�etrique. Par contre, il est important de comprendre l'e�et que cette modi�cation a sur

la m�etrique, le maillage et l'erreur d'interpolation. Pour mieux comprendre, reprenons les

termes de la matrice diagonale de l'�equation 2.70, o�u dans un premier temps nous consid�erons

j� sj < " et j� t j � " :


 s =
�

j� sj2p+1

j� t j

� 1
2( p+1)

DL p

hs =
1

p

 s

= D
� 1
2

L p

�
j� sj2p+1

j� t j

� � 1
4( p+1)

En substituant j� sj par " nous obtenons la taille r�esultante suivante :

h�
s = D

� 1
2

L p

�
"2p+1

s

j� t j

� � 1
4( p+1)

(2.71)
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En prenant le ratio des tailles, nous voyons bien que la taille r�esultanteh�
s est plus petite que

la taille originale hs.

hs

h�
s

=
�

" s

j� sj

� (2 p+1)
4( p+1)

� 1

Nous supposons ici que la modi�cation locale apport�ee �a la valeur propre a peu d'in
uence

sur la valeur du DL p , ce qui nous permet d'�eliminer cette valeur du ratio de tailles. Cette

hypoth�ese est r�ealiste puisque leDL p est une mesure globale des d�eterminants et est pro-

portionnel aux plus grands d�eterminants sur domaine. Le cas local qui est examin�e ici fait

intervenir un d�eterminant presque nul, et qui n'a pratiquement aucune in
uence sur la valeur

du DL p . Donc, en augmentant ainsi la valeur propre minimale jusqu'au" nous obtenons une

taille hs plus petite ou �egale �a la taille impos�ee par lej� sj original. Dans cette direction, l'er-

reur d'interpolation locale est donc plus petite ou �egale �a l'erreur d'interpolation originale.

Par contre, la taille ht subit la transformation inverse :


 t =
�

j� t j2p+1

j� sj

� 1
2( p+1)

DL p

ht =
1

p

 t

= D
� 1
2

L p

�
j� t j2p+1

j� sj

� � 1
4( p+1)

En substituant j� sj par " nous obtenons la taille r�esultante suivante :

h�
t = D

� 1
2

L p

�
j� t j2p+1

" s

� � 1
4( p+1)

(2.72)

et le ratio de tailles ci-dessous :

ht

h�
t

=
�

j� sj
" s

� (2 p+1)
4( p+1)

� 1

La taille r�esultante h�
t est augment�ee, ce qui a pour e�et d'augmenter l'erreur d'interpo-

lation locale dans cette direction. Le ratio d'anisotropie n'est �evidemment pas pr�eserv�e et

nous perdons du coup l'�equir�epartition de l'erreur dans toutes les directions. Ce r�esultat est

important, puisque de cette fa�con la taille prescrite dans la direction de courbure maximale

(dans la direction t dans le d�eveloppement) est augment�ee, et nous perdons de la pr�ecision

dans la direction la plus critique. Cette situation o�u une des valeurs propres est presque nulle

correspond �a une zone du domaine o�u l'�ecoulement est hautement directionnel et anisotrope.

Les maillages anisotropes devraient am�eliorer la pr�ecision dans de telles circonstances, et
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cette m�ethode n'est peut-être pas tout �a fait ad�equate, ou du moins elle n'est pas optimale

pour ce genre de situation.

Une fa�con tr�es simple de rem�edier �a cette perte de pr�ecision dans une des directions est

de pr�eserver le ratio d'anisotropie. Pour la valeur propre minimale, nous proc�edons avec le

même crit�ere pour un seuil" donn�e. Cependant, nous nous assurons de conserver le même

ratio d'anisotropie en modi�ant la valeur propre dans l'autre direction.

s =

s
j� t j
j� sj

j� sj � = max( j� sj; " )

j� t j � = j� sj � s2

(2.73)

Les tailles r�esultantesh�
s et h�

t prennent alors la forme suivante.

h�
s = D

� 1
2

L p

�
"2p+1

j� t j �

� � 1
4( p+1)

= D
� 1
2

L p

�
"p

s

� � 1
2( p+1)

(2.74)

h�
t = D

� 1
2

L p

�
(j� t j � )2p+1

j" j

� � 1
4( p+1)

= D
� 1
2

L p
(s "p)

� 1
2( p+1) (2.75)

En examinant les ratios de tailles, nous observons que les tailles r�esultantes sont plus petites

dans les deux directions.

hs

h�
s

=
�

"
j� sj

� ( p)
2( p+1)

� 1

ht

h�
t

=
�

"
j� sj

� ( p)
2( p+1)

� 1

Il s'agit du même ratio puisque les valeurs propres originales ont �et�e multipli�ees par le même

facteur. Les tailles r�esultantes �etant plus petites ou �egales aux tailles originales respectives,

l'erreur d'interpolation est aussi plus petite ou �egale dans chacune des directions. Ainsi,

nous nous assurons d'avoir un niveau de pr�ecision au moins �egale au niveau de pr�ecision

original. L'hypoth�ese qui nous a permis d'exprimer les ratios de tailles et qui suppose une

in
uence n�egligeable sur la valeur duDL p par la modi�cation des valeurs propres doit être

nuanc�ee. Dans certaines situations o�u le ratio d'anisotropie est tr�es grand et qu'une des

valeurs est tr�es petite, la modi�cation de cette valeur propre comme nous le proposons peut

induire un d�eterminant tr�es grand. La valeur du DL p peut alors être sensiblement a�ect�ee.
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La cons�equence est que les tailles prescrites originalement �a tous les n�uds du domaine

deviennent plus petites, et nous devrions alors obtenir un maillage ayant un nombre de

n�uds beaucoup plus grand que ce qui est demand�e. Pour diminuer cet impact n�egatif sur

le nombre de n�uds du maillage, nous proposons de calculer la valeur duDL p �a partir des

valeurs propres originales. Par la suite, les valeurs propres sont modi��ees pour le reste du

calcul des m�etriques. Ainsi, la modi�cation de valeurs propres garantit un impact local sur

les m�etriques.

Cette m�ethode exige le calcul du ratio d'anisotropie pour pouvoir modi�er, s'il y a lieu,

la valeur propre maximale. Par contre, dans la situation pr�esente la valeur propre minimale

est nulle ou presque nulle, ce qui implique que ce ratio pourrait être in�ni ou tr�es grand si

� min � 0. Nous introduisons donc un ratio d'anisotropie maximalsmax qui permet de limiter

le ratio des valeurs propres �a un certain nombre. Pour ce faire, nous utilisons le test suivant

lors du calcul de la m�etrique :

Si smax � min � � max alors s = smax

Nous limitons ainsi le ratio d'anisotropie �a une valeur �nie sans faire intervenir une potentielle

division par z�ero. Un ratio maximal de smax = 1 � 1014 permet d'�eviter ce genre de situation

sans trop alt�erer le maillage r�esultant.

Situation 3 : Cette situation est tr�es particuli�ere et correspond �a une matrice hessienne

dont toutes les entr�ees sont nulles ou presque nulles. Nous retrouvons cette condition dans une

zone de l'�ecoulement o�u la solution est constante dans toutes les directions ou lorsqu'elle varie

lin�eairement dans toutes les directions. Un �ecoulement plan de ce type est r�esolu exactement

par l'emploi d'�el�ements lin�eaires, et l'erreur d'interpolation dans cette zone est par cons�equent

pratiquement nulle. Par contre, nous ne pouvons pas n�egliger cette situation puisqu'elle peut

conduire, comme nous venons de le voir, �a une ind�etermination de la m�etrique aux n�uds

o�u le Hessien est nul, puisque le d�eterminant est aussi nul. Bien qu'elles correspondent �a

deux types d'�ecoulement compl�etement di��erents, nous appliquons la même m�ethode �a la

situation 3 qu'�a la situation 2. Cette m�ethode vise �a limiter la plus petite des valeurs propres

�a une valeur minimale " tout en conservant le ratio d'anisotropie. Il est vrai que pour un

�ecoulement plan (ou presque plan) de ce type, un �el�ement �etir�e aura peu, voir aucun impact,

sur la pr�ecision de la solution. Toutefois, il est important de conserver une certaine r�egularit�e

dans la transition des �el�ements du maillage entre les zones o�u l'�ecoulement se comporte

di��eremment.

D'autre part, nous avons fait mention plus tôt du crit�ere habituellement utilis�e dans les

algorithmes de calcul de m�etrique qui vise �a limiter les valeurs propres �a un certain seuil
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minimal. Lorsque les deux valeurs propres sont modi��ees de cette fa�con, il est possible de

d�emontrer 5 qu'il existe une condition pour laquelle une des tailles r�esultantes est plus grande

que la taille originale, ce qui se traduit par une perte de pr�ecision.�Evidemment, l'erreur

d'interpolation dans ces conditions est n�egligeable, tout comme la perte de pr�ecision sur

la solution globale. Par contre, dans l'optique de la g�en�eration de maillage, l'algorithme de

calcul de la m�etrique devrait nous permettre d'obtenir un maillage optimal.

2.5.3 Algorithme de calcul de la m�etrique

Nous pr�esentons bri�evement l'algorithme de calcul de la m�etrique. La section pr�ec�edente a

permis d'expliquer et de justi�er les di��erentes �etapes de l'algorithme. La �gure 2.11 permet

de mieux comprendre les liens et les interactions entre les di��erentes �etapes.

1. �A partir d'une solution et du maillage sur lequel elle a �et�e calcul�ee, on reconstruit les

d�eriv�ees secondes pour former la matrice hessienneHu �a chacun des n�uds du domaine.

2. On diagonalise la matrice hessienne

a) On obtient la matrice des vecteurs propresR� qui servira au calcul de la m�etrique

locale

b) On obtient les valeurs propres� min et � max

3. �A partir des valeurs propres� min et � max on calcule le ratio d'anisotropies.

4. On calcule la valeur propre minimalej� min j � = max( j� min j; " )

5. On calcule ensuite la valeur propre maximalej� max j � = j� min j � s2

6. La valeur du DL p est calcul�ee �a partir des valeurs propres originales� min et � max . Ce

calcul est global, il somme la contribution du d�eterminant de chacun des n�uds du

domaine.

7. On calcule la m�etrique localeM i

5. Le d�eveloppement se trouve �a l'annexe D.
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Figure 2.11 Algorithme de calcul de la m�etriqueM
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2.6 Intersection de m�etriques

L'expression de la m�etrique a �et�e d�evelopp�ee par rapport �a une seule variable correspon-

dant �a un champ scalaire d�e�ni en chaque n�ud d'un maillage. Toutefois pour un �ecoulement

en plusieurs dimensions, lors de la construction de la m�etrique il y a souvent plusieurs va-

riables �a consid�erer et pour lesquelles nous d�esirons contrôler l'erreur d'interpolation. De

cette mani�ere, nous g�en�erons plusieurs m�etriques correspondant aux di��erentes variables qui

seront utilis�ees pour contrôler le maillage. Pour obtenir la m�etrique qui est utilis�ee lors de la

g�en�eration du maillage, nous faisons appel �a une m�ethode d'intersection de m�etriques utili-

sant la r�eduction simultan�ee des formes quadratiques associ�ees �a deux m�etriques. La m�etrique

obtenue de l'intersection pr�eserve les bornes de l'erreur d'interpolation pour chaque variable.

2.6.1 R�eduction simultan�ee de deux m�etriques

Soit deux m�etriques M 1 et M 2 sym�etriques d�e�nies positives et de dimension 2� 2. Il

existe une base (e1; e2) dans laquelle ces deux m�etriques sont diagonales. Notons que cette

base n'est g�en�eralement pas orthogonale. En exprimant les deux m�etriques dans cette base,

nous pouvons en d�eduire une m�etriqueM qui pr�eserve les contraintes de tailles impos�ees par

les deux m�etriques initiales. Il est possible d'obtenir cette base par r�eduction simultan�ee si

au moins une des deux m�etriques initiales admet son inverse. Par construction les m�etriques

ont toutes un d�eterminant non nul et elles sont donc inversibles. Nous introduisons ainsi la

matrice N :

N = M � 1
1 M 2

Cette matrice peut être d�ecompos�ee de mani�ere usuelle :

N = PN � P � 1
N

o�u la matrice de rotation PN est compos�ee des vecteurs proprese1 et e2 de N . Puisque cette

derni�ere n'est pas sym�etrique, ses vecteurs propres ne sont pas orthogonaux. Ils d�e�nissent la

base commune aux deux m�etriques de d�epart qui nous permet de calculer leur intersection.

Les valeurs propres des m�etriquesM 1 et M 2 associ�ees aux vecteurs propres deN sont

calcul�ees de la mani�ere suivante.�A partir de l'�egalit�e suivante, o�u M j est une des m�etriques
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de d�epart, nous avons :

M j ei = ei (� i ) j

eT
i M j ei = eT

i ei (� i ) j = ( � i ) j

hei ; M j ei i = ( � i ) j

PT
N M j PN =

"
(� 1) j 0

0 (� 2) j

#

Nous obtenons de cette fa�con la diagonalisation deM 1 et M 2 dans la basePN .

M 1 =
�
PT

N

� � 1

"
� 1 0

0 � 2

#

P � 1
N (2.76)

M 2 =
�
PT

N

� � 1

"
� 1 0

0 � 2

#

P � 1
N (2.77)

2.6.2 Intersection

La r�eduction simultan�ee des m�etriques M 1 et M 2 nous permet d'exprimer ces deux

m�etriques dans une base commune. Nous cherchons �a obtenir une m�etrique dans cette même

base qui pr�eserve les bornes de l'erreur d'interpolation pour les di��erentes variables dans cha-

cune des directions proprese1 et e2. Par l'intersection des deux m�etriques, nous choisissons

donc la valeur propre la plus contraignante, soit celle se traduisant par la plus petite taille

de maillage. Si nous nous rappelons la relation entre la tailleh et la valeur propre� qui est

donn�ee par :

h =
1

p
�

Nous choisissons ainsi la valeur propre maximale dans les directionse1 et e2 pour d�e�nir

l'intersection.

M 1 \ M 2 =
�
PT

N

� � 1

"
max(� 1; � 1) 0

0 max(� 2; � 2)

#

P � 1
N (2.78)

De cette fa�con, nous nous assurons que l'erreur d'interpolation dans la m�etriqueM est

plus petite ou �egale �a celles dans les m�etriquesM 1 et M 2. Par construction, il est �evident

que la nouvelle m�etrique a les mêmes propri�et�es que les deux m�etriques de d�epart ; elle est

sym�etrique d�e�nie positive et repr�esente bel et bien une m�etrique. La m�etrique M correspond

�a l'ellipse la plus grande inscrite �a l'int�erieure de M 1 et M 2.
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Figure 2.12 Intersection des m�etriquesM 1 et M 2

Figure 2.13 Intersection des m�etriquesM 1 et M 2 : lorsqu'une des m�etriques est enti�erement
incluse dans l'autre, la m�etrique r�esultante de l'intersection est la plus petite des deux.

2.6.3 Cas particuliers

Nous exposons ici deux cas particuliers pour le calcul de l'intersection de deux m�etriques.

Le premier fait intervenir deux m�etriques semblables soit lorsque :

M 1 = kM 2

o�u k est un scalaire di��erent de z�ero. La matrice N prend alors la forme suivante :

N =

"
k 0

0 k

#

Cette matrice est la matrice identit�e multipli�ee par le scalaire k, et sa matrice des vecteurs

propres est aussi la matrice identit�e. La m�etrique r�esultante devrait correspondre exactement

�a l'une des deux m�etriques M 1 et M 2. Par contre, l'algorithme pr�ec�edant conduira �a une

m�etrique dont les vecteurs propres sont ceux de la matrice identit�e. En pratique, il est plutôt

rare, voire impossible, que les deux m�etriques �a intersecter aient exactement la même valeur.
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Cependant, par pr�ecautions nous rajoutons un test dans la boucle de calcul juste apr�es le

calcul de la matriceN , soit :

Si N (1; 1) = N (2; 2) et que N (1; 2) = 0

alors M = max( M 1; M 2)

Le deuxi�eme cas particulier est celui o�uN = 0. Les vecteurs propres sont alors ind�eter-

min�es et nous ne pouvons pas calculer l'intersection des deux m�etriques. Ce cas se pr�esente

dans deux situations bien pr�ecises qui ne sont pas rencontr�ees en pratique puisqu'elles corres-

pondent �a une situation ou au moins une des deux m�etriques ne v�eri�e pas la d�e�nition même

d'une m�etrique. La premi�ere situation est �evidemment lorsque l'une des deux m�etriques est

nulle. Cette situation est �evit�ee par l'algorithme mis en place pour le calcul de la m�etrique,

puisque la m�etrique aura toujours des valeurs propres di��erentes de z�ero. La deuxi�eme situa-

tion o�u N est nulle survient lorsque les deux m�etriques ont un d�eterminant nul et que les

composantes des m�etriques respectent un certain ratio6. Puisque par d�e�nition une m�etrique

a un d�eterminant di��erent de z�ero, cette situation n'est jamais rencontr�ee lors du calcul de

l'intersection de deux m�etriques.

6. Pour les d�etails de la preuve voir l'annexe E.
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS NUM �ERIQUES

Ce chapitre pr�esente di��erents exemples d'applications de la m�ethode d'adaptation de

maillages anisotropes introduite au chapitre pr�ec�edent. Il est divis�e en quatre sections. La

premi�ere nous permet de pr�esenter le fonctionnement de l'adaptation de maillages aniso-

tropes �a partir de deux cas simples de l'�equation de Poisson. La deuxi�eme section pr�esente

des simulations num�eriques des �equations de Navier-Stokes pour un 
uide incompressible.

Nous y pr�esentons dans un premier temps un �ecoulement de Poiseuille qui nous am�ene �a

nous questionner sur la strat�egie �a adopter pour le calcul de la m�etrique d'adaptation pour

un �ecoulement �a plusieurs variables. La simulation classique de la cavit�e carr�ee entrâ�n�ee nous

permet de choisir la meilleure strat�egie de calcul de m�etrique pour un �ecoulement �a plusieurs

variables. �A la troisi�eme section, nous introduisons la m�ethode d'adaptation de maillages

anisotropes pour les �ecoulements axisym�etriques. La derni�ere section pr�esente une nouvelle

application des maillages anisotropes adapt�es utilis�es pour l'identi�cation des structures la-

grangiennes coh�erentes dans un �ecoulement instationnaire de dimension 2.

3.1 Conduction avec terme source

L'�equation de Poisson en 2 dimensions mod�elise des probl�emes de conduction avec terme

source. Nous nous en servons ici pour g�en�erer des solutions pour simuler des ph�enom�enes qui

s'apparentent �a ceux d'une couche limite ou d'une onde de choc dans un �ecoulement en 2

dimensions. L'adaptation de maillage anisotrope cible de tels probl�emes, et nous pr�esentons

ici les possibilit�es qui sont o�ertes par cette m�ethode pour am�eliorer la qualit�e des maillages

et la pr�ecision des solutions. Cette section nous permet aussi de pr�esenter le fonctionnement

de l'adaptation de maillage anisotrope et de comparer les maillages obtenus aux maillages

isotropes.

L'�equation de Poisson a la forme suivante :

r 2F = � U (3.1)

Le terme sourceU nous permet de sp�eci�er la solutionf (x; y) pr�esentant les caract�eristiques

souhait�ees pour mod�eliser les ph�enom�enes telles une onde de choc ou une couche limite. Cette

approche dite des solutions manufactur�ees o�re la 
exibilit�e requise.
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3.1.1 Mod�ele continu d'une onde de choc

Une onde de choc est caract�eris�ee par un changement abrupt, quasi discontinu, des va-

riables de l'�ecoulement. Par exemple, �a travers un choc il y a une augmentation rapide et

presque instantan�ee de la pression, de la temp�erature et de la masse volumique du 
uide.

L'�epaisseur d'une onde de choc dans les conditions atmosph�eriques est de l'ordre de quelques

microm�etres (1:0 � 10� 6m).

Figure 3.1 a) Photographie Schlieren d'ondes de choc sur un pro�l d'aide dans un �ecoulement
transsonique. b)Onde de choc sur un avion de chasse.

Le probl�eme qui suit permet de reproduire un changement abrupt contrôl�e grâce �a la

fonction f 1 suivante :

f 1(x; y) = tanh(" (y �
x
2

)) d�e�nie sur 
 : x 2 [� 1; 1]; y 2 [� 1; 1] (3.2)

Cette fonction est continue et deux fois di��erentiable. Le param�etre" contrôle l'�epaisseur du

choc :

� choc =
1
"

En augmentant le coe�cient " le gradient mod�elis�e par f 1(x; y) devient de plus en plus raide.

Le terme source dans l'�equation 3.1 est d�etermin�e a�n d'obtenir une solution qui correspond

�a f 1(x; y).

Adaptation de maillage

Dans un premier temps, nous d�emontrons le fonctionnement de l'adaptation de maillage

anisotrope. R�ef�erons-nous �a l'algorithme d'adaptation d�e�ni au chapitre 1. Il d�ebute par un
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maillage initial relativement grossier et facile �a obtenir sur lequel nous obtenons une premi�ere

solution. Le calcul d'un op�erateur de transition, �a l'aide de la m�etrique, permet de g�en�erer un

nouveau maillage qui devrait être meilleur. Nous reprenons le cycle jusqu'au crit�ere d'arrêt.

En adaptation classique, nous augmentons le nombre de n�uds �a chaque it�eration pour

am�eliorer la pr�ecision de la solution. Dans l'exemple qui suit, nous sp�eci�ons le nombre de

n�uds de sorte que les di��erents maillages obtenus ont tous approximativement le même

nombre de n�uds et d'�el�ements. Par contre, la distribution, l'orientation et l'�etirement des

�el�ements �evoluent au fur et �a mesure que nous progressons dans les boucles d'adaptation

pour am�eliorer la pr�ecision de la solution.

Figure 3.2 Fonction f 1(x; y) avec " = 100

R�esultats

Dans notre exemple, nous utilisons une valeur" de 100. Cette valeur est loin de cor-

respondre �a l'�epaisseur r�eelle d'un choc, mais elle nous permet de mesurer la di�cult�e du

probl�eme et de comparer l'adaptation de maillage anisotrope et isotrope. La �gure 3.2 illustre

la forme de la solution de la fonctionf 1(x; y).

Pour la premi�ere s�erie d'adaptation de maillages anisotropes, nous �xons le nombre de

n�uds �a 600 et nous utilisons la norme L1 pour le calcul de la m�etrique, telle que d�e�nie �a

la section 2.4. Cette norme conduit �a une meilleure capture des ph�enom�enes anisotropes. La

�gure 3.3 montre quelques-uns des maillages obtenus. Nous voyons tr�es bien l'�evolution du

maillage et la capture du choc par le maillage.�A chaque boucle d'adaptation de maillage, les

�el�ements s'�etirent et s'alignent sur le choc. Les maillages obtenus comptent plus de n�uds

que le nombre demand�e. Ce surnombre de n�uds est la cons�equence de deux facteurs. Le

premier de ces facteurs s'observe lors du calcul de la m�etrique. Les restrictions1 impos�ees

1. Voir la section 2.5.2
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a) maillage initial 49 noeuds b) 750 noeuds c) 737 noeuds

d) 642 noeuds e) 648 noeuds f) maillage final 701 noeuds

Figure 3.3 Maillages anisotropes issus de l'adaptation en normeL1

sur les valeurs propres ont comme cons�equence d'augmenter le nombre r�eel de n�uds de la

m�etrique par rapport au nombre de n�uds demand�e N . Le deuxi�eme facteur est l'algorithme

de mesh gradationdu mailleur. Cet algorithme est utilis�e a�n de g�en�erer un maillage dont

les transitions sont douces entre les �el�ements de tailles et/ou d'orientations di��erentes. Le

mailleur que nous avons utilis�e permet th�eoriquement d'�eliminer cette option degradation

du maillage, mais en pratique les maillages obtenus ont g�en�eralement un nombre de n�uds

10% �a 30% sup�erieur au nombre de n�uds demand�e, selon l'�ecoulement �etudi�e.

Pour la deuxi�eme s�erie d'adaptation, les m�etriques sont calcul�ees en normeL1. Le maillage

�nal montre une distribution de n�uds un peu di��erente, comme nous pouvons le constater

sur la �gure 3.4a). Il y a beaucoup plus d'�el�ements dans les zones planes, mais la majorit�e

des �el�ements est toujours concentr�ee dans la zone de choc.

Une derni�ere s�erie d'adaptation, isotrope cette fois-ci, permet de comparer les deux

m�ethodes d'adaptation. Cette derni�ere adaptation ne se fait pas avec un nombre �xe de

n�uds. Nous tentons plutôt de r�eduire l'erreur globale par un certain facteur, ce qui g�en�era-

lement entrâ�ne une augmentation du nombre de n�uds �a chaque it�eration. La �gure 3.4b)

montre le dernier maillage obtenu, qui compte un peu plus de 65000 n�uds. Il fut n�ecessaire
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a) Maillage anisotrope final
    adapté en norme L1

b) Maillage isotrope final
    66544 noeuds

Figure 3.4 Maillages anisotrope et isotrope

a) Maillage anisotrope final
    adapté en norme Linf

b) Maillage isotrope final

Figure 3.5 Gros plan sur la zone de choc

d'amorcer les calculs sur un maillage de d�epart plus �n de 625 n�uds comparativement �a

49 n�uds pour les maillages anisotropes. Un maillage de d�epart trop grossier peut engen-

drer un lot de di�cult�es, car la solution est alors mal repr�esent�ee, la physique mal captur�ee

et l'adaptation peut ainsi s'�egarer. Ce qui entrâ�ne un nombre important d'it�erations avant

d'obtenir une s�erie de maillages permettant la capture du choc.

La �gure 3.5 pr�esente un gros plan des maillages anisotropeL1 et isotrope �a l'endroit du

choc. Les maillages d�evoilent la forme de la fonctionf 1(x; y). La densit�e de n�uds augmente

dans les zones o�u la courbure est �elev�ee, et ces zones correspondent, sur la solution, �a la

transition entre les plateaux. La di��erence entre les deux types de maillages est �enorme.

Dans l'image 3.5a) il n'y a qu'une trentaine de n�uds comparativement �a plusieurs centaines

de n�uds pour le maillage isotrope.

Finalement, nous pouvons vraiment appr�ecier la performance des maillages anisotropes

par le graphique de l'erreur absolue en fonction du nombre de n�uds du maillage. Il ne s'agit

pas ici d'une �etude du taux de convergence des maillages anisotropes. Nous d�esirons plutôt
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mettre en �evidence la fa�con dont l'�evolution des maillages anisotropes am�eliore la pr�ecision

de la solution �a chaque �etape, et ce, même si le nombre de n�uds varie peu. Cette �evolution

du maillage est en quelque sorte la convergence du maillage vers une forme optimale. Nous
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Figure 3.6 Erreur absolue en fonction du nombre de n�uds

noterons aussi la grande di��erence entre les nombres de n�uds requis pour chaque approche

pour atteindre un même niveau d'erreur. Dans le cas pr�esent, l'anisotropie du maillage r�eduit

par un facteur de 100 le nombre de n�uds.�Evidemment, il s'agit ici d'un probl�eme purement

anisotrope, donc il n'est pas surprenant que la m�ethode d'adaptation de maillage anisotrope

soit si performante. La di��erence entre les maillages est impressionnante, et nous montre que

la capture d'une onde de choc, dont l'�epaisseur� choc serait de l'ordre de 1:0�10� 6, n�ecessiterait

un maillage isotrope extrêmement �n.

3.1.2 Couche limite

Un des �el�ements les plus importants et complexes de la m�ecanique des 
uides est sans

aucun doute la couche limite. Le concept de couche limite, introduit par Prandtl en 1905,

identi�e la r�egion du 
uide pr�es d'un corps o�u les e�ets visqueux sont importants. La vitesse

du 
uide est nulle �a la paroi et augmente progressivement �a l'int�erieur de la couche limite

pour atteindre la vitesseU de l'�ecoulement non perturb�e. Par exemple, le comportement et

les performances d'une aile d'avion sont tr�es in
uenc�es par la couche limite. Elle a�ecte entre

autres la portance, la trâ�n�ee ainsi que l'angle de d�ecrochage (stall angle) de l'aile. Pour bien

�evaluer les caract�eristiques a�erodynamiques d'une aile, il est donc n�ecessaire de bien connâ�tre

la couche limite.

L'exemple qui suit illustre l'utilit�e des maillages anisotropes dans l'�etude des couches

limites. Blasius a d�evelopp�e une solution analytique pour une couche limite analytique bidi-

mensionnelle sur une plaque plane. Il a montr�e que l'�epaisseur de la couche limite varie de la
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fa�con suivante :

� CL (x) �
� � x

U

� 1
2

= x R
� 1

2
e (3.3)

o�u � repr�esente la viscosit�e cin�ematique du 
uide, U la vitesse de l'�ecoulement non perturb�e,

x la position le long de la plaque plane etRe le nombre de Reynolds. En �ecrivant cette rela-

tion en fonction du nombre de Reynolds, nous pouvons introduire le ratioSCL caract�erisant

l'�epaisseur de la couche limite par rapport �a sa longueur :

SCL =
� CL (x)

x
= R

� 1
2

e (3.4)

L'�etude num�erique des couches limites n�ecessite des maillages ayant un grand nombre de

n�uds N � dans la direction de l'�epaisseur de la couche limite, puisque c'est dans cette direction

que la vitesse varie le plus. Si nous utilisons un maillage isotrope (de mêmes densit�es de

n�uds dans toutes les directions), nous pouvons estimer le nombre de n�udsNL requis dans

la direction longitudinale :

NL �
N �

SCL
= N � R

1
2
e (3.5)

�A titre d'exemple, pour un nombre de Reynolds de l'ordre de 1:0 � 104, en supposant que

seulement 10 n�uds sont requis dans l'�epaisseur� CL pour bien �evaluer la couche limite, le

nombre total de n�uds dans la couche limite est alors :

NCL � N � � NL � 10000 (3.6)

Pour les maillages anisotropes, les �el�ements �etant �etir�es dans la direction de l'�ecoulement,

nous pouvons diminuer le nombre de n�uds dans cette direction, sans r�eduire la densit�e de

n�uds sur l'�epaisseur de la couche limite. Si nous supposons un ratio d'�etirement moyen de

s � 10, le nombre total de n�uds dans la couche limite est divis�e par ce facteur et est alors

de 1000 n�uds.

Mod�ele de couche limite

Nous pouvons obtenir une solution manufactur�ee pr�esentant des caract�eristiques de couche

limite par la fonction f 2(x; y) qui est continue et 2 fois di��erentiable :

f 2(x; y) = 4 y(1 � y)(1 � exp(� 100x) � (1 � exp(� 100))x)

d�e�nie sur 
 : x 2 [0; 1]; y 2 [0; 1]
(3.7)
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Le terme source de l'�equation 3.1 est d�etermin�e a�n d'obtenir une solution qui correspond

�a f 2(x; y). La solution exacte est pr�esent�ee �a la �gure 3.7, qui montre une solution de type

couche limite sur la fronti�ere x = 0. Nous adoptons une variante de strat�egie d'adaptation

x

y

Figure 3.7 Fonction f 3(x; y)

des maillages anisotropes. Nous augmentons le nombre de n�uds �a toutes les 2 it�erations,

pour r�ealiser une �etude du taux de convergence pour comparer les maillages anisotropes et

isotropes. Nous utilisons les deux mêmes normes pour le calcul de la m�etrique, soit les normes

L1 et L1 .

R�esultats

Le graphique 3.8 pr�esente les courbes de convergence des trois maillages. Nous noterons

que la pente de 2 de l'erreur indique que nous avons atteint la zone asymptotique. Il y a

une di��erence marqu�ee entre les trois maillages. Pour une erreur absolue du même ordre
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Figure 3.8 Erreur absolue en fonction du nombre de n�uds

que celle d'un maillage isotrope, le maillage anisotrope en normeL1 comporte environ 5 fois

moins de n�uds, tandis que celui en normeL1 comporte 14 fois moins de n�uds. Cette
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di��erence entre les maillages se comprend mieux en observant la �gure 3.9, qui pr�esente trois

des maillages ayant un nombre de n�uds �equivalent. Le maillage isotrope concentre beaucoup

a) Maillage isotrope
    N = 4231

b) Maillage anisotrope L•
    N = 3259

c) Maillage anisotrope Linf

    N = 3170

Figure 3.9 Maillages adapt�es selon trois m�ethodes di��erentes

plus les n�uds au niveau de la couche limite que les deux autres maillages. Par contre, même

s'il comporte plus de n�uds l'erreur obtenue est beaucoup plus grande que pour les deux

autres. La �gure 3.10 montre un gros plan du maillage isotrope et du maillage anisotrope

a) Maillage isotrope
    

b) Maillage anisotrope Linf

   

Figure 3.10 Gros plan sur les maillages adapt�es

L1 . Ce dernier permet d'avoir une plus grande concentration de n�uds dans la direction

de l'�epaisseur de la couche limite comparativement au maillage isotrope. La concentration

dans la direction transverse est toutefois beaucoup moins �elev�ee. Il est di�cile de le constater

sur l'image tellement les �el�ements sont �etir�es, mais il y a seulement 3 n�uds sur la fronti�ere

gauche (x = 0) pour le maillage anisotrope de la �gure 3.10b), comparativement �a environ 90

n�uds pour le maillage isotrope. Une coupe de la solution �ay = 0:5 permet de mieux cibler

la di��erence majeure entre les solutions obtenues sur les di��erents maillages. Le graphe 3.11

montre les solutions des maillagesa) et c) de la �gure 3.9 dans la zone de courbure maximale.
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a) Maillage isotrope de 4231 noeuds
    Maillage anisotrope de 3170 noeuds

b) Maillage isotrope de 156 327 noeuds

Figure 3.11 Coupe de la solution def 2 �a y = 0:5

Le maillage isotrope ne permet pas d'avoir une bonne d�e�nition de la solution dans cette zone

comparativement au maillage anisotrope. Il faut augmenter le nombre de n�uds �a plus de

150000 pour obtenir une solution qui se rapproche de celle du maillage anisotrope et de la

solution exacte. L'�economie de n�uds au niveau de la couche limite permet aussi d'augmenter

le nombre de n�uds sur le reste du domaine, ce qui contribue aussi �a r�eduire l'erreur globale.

Les maillages anisotropes permettent non seulement une �economie en termes de n�uds,

mais am�eliorent aussi la pr�ecision de la solution. Le ratio du nombre de n�uds entre les

maillages isotropes et anisotropes d�epend �evidemment du probl�eme en jeu. L'onde de choc

par exemple est un ph�enom�ene tr�es directionnel et les maillages anisotropes r�eduisent con-

sid�erablement le nombre de n�uds et d'�el�ements n�ecessaires pour atteindre un niveau de

pr�ecision donn�e. La couche limite est aussi un ph�enom�ene directionnel, mais moins raide

que celui de l'onde de choc. Les maillages anisotropes permettent non seulement de r�eduire

signi�cativement le nombre n�uds, mais surtout de concentrer les n�uds dans la direction

la plus critique, soit celle de l'�epaisseur de la couche limite.
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3.2 �Ecoulements 2D

Cette section nous permet de pr�esenter l'adaptation de maillage anisotrope en 2 dimen-

sions pour des �equations �a plusieurs variables d�ependantes. La section pr�ec�edente nous a per-

mis de d�emontrer le potentiel des maillages anisotropes pour la simulation de ph�enom�enes di-

rectionnels. Ici, nous mettons en applications l'adaptation de maillage anisotrope sur quelques

�ecoulements visqueux typiques. Le but principal est de pr�esenter l'intersection de m�etriques,

qui semble être la meilleure strat�egie de calcul de la m�etrique d'adaptation pour un �ecoulement

�a plusieurs variables. Le premier exemple nous permet d'exposer notre point vue �a partir d'un

�ecoulement tr�es simple, soit l'�ecoulement de Poiseuille. Par la suite, nous validons la technique

d'intersection de m�etrique dans le processus d'adaptation de maillages anisotropes pour des

�ecoulements de Navier-Stokes.

3.2.1 �Ecoulement de Poiseuille

Cette section �eclaircit le choix �a faire pour le calcul de la m�etrique d'adaptation pour un

�ecoulement �a plusieurs variables d�ependantes. Nous y pr�esentons di��erents choix de strat�egie

de calcul de m�etrique ainsi que les restrictions et d�esavantages qui s'y rattachent. Nous

consid�erons ici l'�ecoulement de Poiseuille en 2 dimensions d'un 
uide newtonien entre deux

plaques parall�eles o�u nous n�egligeons les e�ets tridimensionnels. L'�ecoulement est laminaire,

visqueux et incompressible. Ces conditions ont comme cons�equences :

1. L'�ecoulement est toujours parall�ele aux parois.

2. La vitesse du 
uide est nulle aux parois.

3. La pression est constante sur la section et diminue lin�eairement de l'entr�ee �a la sortie.

Pour la g�eom�etrie de la �gure 3.12, le champ de vitesse r�esultant est parabolique et son

expression est la suivante :

u (x; y) = u(y) = umax

�
1 �

4y2

h2

�
(3.8)

Les conditions aux limites imposent une vitesse nulle aux parois inf�erieure et sup�erieure

(u = v = 0). �A l'entr�ee et �a la sortie, la vitesse u concorde avec le pro�l de vitesse d�ecrit par

l'�equation 3.8. La vitesse verticalev est aussi nulle sur tout le domaine. Dans l'exemple qui

suit, la vitesse maximale est �x�ee �a une valeur de 1:5, tandis que la hauteurh est �x�ee �a 1.

La longueur du conduit est de 10.
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Figure 3.12 �Ecoulement de Poiseuille : g�eom�etrie est conditions aux limites

Calcul de la m�etrique

Cet �ecoulement ne fait intervenir qu'une seule variable, la vitesse horizontaleu. Donc le

calcul de la m�etrique devrait seulement faire intervenir la variableu, puisque la vitessev est

nulle sur tout le domaine. �A partir de l'�equation 3.8 du champ de vitesse, nous obtenons la

m�etrique th�eorique dont la forme est la suivante :

M theo =

2

4
0 0

0

�
�
�
�
@2u
@y2

�
�
�
�

3

5 =

"
0 0

0 12

#

(3.9)

Cette m�etrique est constante sur tout le domaine, même aux parois, et correspond �a la si-

tuation d'un �ecoulement unidirectionnel. Les �el�ements du maillage anisotrope adapt�e doivent

tous être �etir�es selon le même ratio d'anisotropie et orient�es dans la même direction, soit la

direction x.

Cependant, si nous nous pla�cons dans le contexte d'un �ecoulement g�en�eral, dont le compor-

tement des composantes de vitesses n'est pas connua priori , nous ne pouvons pas consid�erer

une seule des variables de l'�ecoulement pour le calcul de la m�etrique. Plusieurs moyens

peuvent être envisag�es pour tenir compte du caract�ere multi-variable d'un �ecoulement. La

premi�ere approche est de calculer la m�etrique �a partir d'une fonction qui englobe les variables

de l'�ecoulement. Par exemple, nous pouvons consid�erer la norme du vecteur vitessekuk, ou

l'�energie interne du 
uide E = p+ 1
2kuk2. Dans ce qui suit, nous montrons les e�ets de l'uti-

lisation de ces fonctions sur le calcul de la m�etrique et sur le maillage r�esultant. La deuxi�eme

approche est d'obtenir une m�etrique d'adaptation r�esultante de l'intersection de m�etriques

calcul�ees pour chacune des variables d�ependantes de l'�ecoulement.
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Norme du vecteur vitesse : La fonction d'adaptation F est donn�ee par la norme du

vecteur vitesse et s'exprime comme suit :

F (x; y) = kuk =
p

u2 + v2 (3.10)

Le calcul de la m�etrique implique les d�eriv�ees secondes de cette fonction :

@2F
@x2

= ( u2 + v2)� 3
2

�
u

@u
@x

+ v
@v
@x

� 2

+ ( u2 + v2)� 1
2

�
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@x
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@x

+ u
@2u
@x2

+
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Dans chacune de ces expressions, nous voyons apparâ�tre une division par la norme de la vi-

tesse �a une certaine puissance. Lorsque la vitesse est nulle, il en r�esulte une division par z�ero,

et les d�eriv�ees secondes ne sont alors pas d�e�nies. Les conditions aux limites du probl�eme

imposent une vitesse nulle aux parois sup�erieure et inf�erieure. Il y a par cons�equent une divi-

sion par z�ero pour chacun des termes de d�eriv�ees secondes aux parois. La matrice hessienne

est alors ind�etermin�ee, tout comme la m�etrique. Ainsi, cette fonction d'adaptation engendre

math�ematiquement une ind�etermination de la m�etrique l�a o�u la vitesse est nulle. Si nous

examinons le comportement de la plus grande valeur propreF 00de cette m�etrique, qui pour

ce probl�eme sp�eci�que a la forme suivante :

M F =

"
0 0

0 F 00

#

o�u F 00=
2
u

�
@u
@y

� 2

+
@2u
@y2

(3.11)

nous obtenons la courbeM F sur la �gure 3.13. La valeur propre maximaleF 00 tend vers

l'in�ni lorsque nous nous rapprochons des parois. La courbe solide correspond �a la valeur

propre de la m�etrique th�eorique, et nous voyons tr�es bien les di��erences des deux m�etriques.

Les �el�ements du maillage r�esultant seraient orient�es dans la même direction, mais leur ratio

d'anisotropie varieraient selon la position eny. Pr�es des parois les �el�ements seraient tr�es �etir�es,

tandis que vers la positiony = � 0:22 les �el�ements seraient pratiquement �equilat�eraux, puisque
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les deux valeurs propres auraient la même valeur. Un tel maillage est bien loin du maillage

optimal engendr�e par la m�etrique th�eorique. Puisque cette fonction d'adaptation cause une

division par z�ero lors du calcul de la m�etrique l�a o�u les vitesses sont nulles, elle se prête

mal �a l'adaptation de maillage. Toutefois, il est possible de consid�erer seulement le champ
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Figure 3.13 Valeur propre maximale des m�etriquesM F et M G

scalaire de la fonctionF et de prendre seulement les d�eriv�ees secondes de ce champ. Nous

�evitons ainsi de faire intervenir des divisions par z�ero tout en consid�erant les deux vitesses.

Par contre, les comportements deu et de v ne co•�ncident pas toujours en terme de direction

et/ou d'intensit�e. Le maillage r�esultant est bien adapt�e pour une des deux variables, mais

peut engendrer des erreurs �elev�ees pour l'autre variable. L'�ecoulement �etudi�e de la prochaine

section nous permet d'exposer ce genre de situation.

�Energie interne du 
uide E : L'�equation de l'�energie interne nous permet de d�evelopper

une autre fonction d'adaptationG qui s'�ecrit comme suit :

G(x; y) = p(x; y) +
�
2

kuk2 (3.12)
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o�u p(x; y) repr�esente la pression. Cette fonction ne fait apparâ�tre aucune division par z�ero

dans les termes de d�eriv�ees secondes, qui sont les suivants :
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Si nous consid�erons l'�ecoulement de Poiseuille �etudi�e dans cette section, plusieurs termes

disparaissent ce qui donne la m�etrique suivante :

M G =

"
0 0

0 G00

#

o�u G00=
@u
@y

@u
@y

+ u
@2u
@y2

(3.13)

La pression pour ce type d'�ecoulement varie lin�eairement de l'entr�ee �a la sortie et est constante

dans la direction perpendiculaire �a l'�ecoulement. Les d�eriv�ees secondes de la pression sont

donc nulles. La �gure 3.13 pr�esente la variation de la valeur propre maximaleG00en fonction

de la position y entre les deux plaques. Elle pr�esente un comportement similaire �a celui

observ�e pourF 00, mais est toutefois d�e�nie aux parois et moins grande que dans le cas deF 00.

La �gure 3.14 a) montre une partie du maillage r�esultant, et nous voyons bien la variation de

l'�etirement dans la direction verticale. Les zones de maillage moins denses correspondent aux

valeurs de la m�etrique qui sont presque nulles. Le maillage aux parois est beaucoup plus �etir�e

que partout ailleurs. Ce type de maillage ne correspond pas �a la solution de l'�ecoulement de

Poiseuille. Il est adapt�e �a une fonction qui ne traduit absolument pas le comportement des

variables de l'�ecoulement �etudi�e. Pour cet �ecoulement, il est facile de voir et de comprendre

l'interaction entre la fonction d'adaptation G00ou F 00, la m�etrique et le maillage. Par contre,

pour un �ecoulement arbitraire il serait di�cile de faire la part des choses. Pour ces raisons,

nous pr�ef�erons adopter une autre approche, soit l'intersection de m�etrique.

Intersection de m�etriques : La section 2:6 explique les d�etails du calcul de l'intersection

de deux m�etriques. Ici, nous utilisons l'intersection des troisM u, M v et M p correspon-

dantes aux trois variables d�ependantes de l'�ecoulement. L'intersection se fait alors en deux

�etapes. La premi�ere consiste en l'intersection des m�etriques de vitesses. Ensuite, nous cal-

culons l'intersection de la m�etrique r�esultante et de la m�etrique de pression. Il faut porter

une attention particuli�ere au fait que l'algorithme d'intersection implique l'inversion d'une

des deux m�etriques lors du calcul. Par exemple, dans l'�ecoulement qui nous int�eresse, les
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a) b)

Figure 3.14 Maillages adapt�es selon a) la m�etriqueM G et b) la m�etrique obtenue de l'in-
tersection des m�etriquesM u, M v et M p

m�etriques M v et M p sont th�eoriquement nulles, et en pratique ont des valeurs tr�es petites.

Leur inversion peut s'av�erer hasardeuse si l'algorithme de calcul de la m�etrique ne garantit

pas un d�eterminant di��erent de z�ero de la m�etrique.

L'intersection des m�etriques th�eoriques de vitesses m�ene �a une matriceN nulle, dont les

vecteurs propres restent ind�etermin�es. En pratique, la matriceN ne sera jamais nulle puisque

les m�etriques ont toujours un d�eterminant di��erent de z�ero. Par cons�equent, leur produit est

toujours di��erent de z�ero. Par contre, les coe�cients de la matrice N peuvent être tr�es petits,

mais les vecteurs propres de la matrice seront toujours d�e�nis. La m�etrique �nale de cette

intersection pour cet �ecoulement correspond �a la m�etriqueM u, puisque les valeurs propres

maximales sont celles deM u :

M = ( M u \ M v) \ M p = M u

La �gure 3.14 b) montre une partie du maillage anisotrope obtenu. Les �el�ements sont tous

�etir�es et orient�es de la même mani�ere, comme nous devons nous y attendre pour un �ecoulement

de Poiseuille.

Pour cet �ecoulement, il est �evident que l'intersection de m�etriques conduit �a une m�etrique

produisant un maillage qui respecte le comportement r�eel de l'�ecoulement. Les m�etriques

de fonctions d'adaptation se basant sur la norme de la vitesse et sur l'�energie interne ne

repr�esentent pas de bonnes strat�egies de calcul de m�etrique selon ce que nous venons d'expo-

ser. Il s'agissait ici d'un �ecoulement tr�es simple. Le prochain exemple nous permet de mettre

�a l'�epreuve notre choix de strat�egie de calcul de m�etrique sur un �ecoulement beaucoup plus

complexe.
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3.2.2 Cavit�e carr�ee entrâ�n�ee

La cavit�e carr�ee entrâ�n�ee est un probl�eme classique dans la comparaison de m�ethodes

num�eriques. C'est un �ecoulement relativement complexe lorsque le nombre de Reynolds aug-

mente. Il apparâ�t alors des zones de recirculation qui interagissent avec les zones de couche

limite. Il y aussi des changements importants de direction de l'�ecoulement, et aucune des

composantes de vitesse ne peut être n�eglig�ee.

La �gure 3.15 pr�esente le domaine qui est simul�e. Le nombre de Reynolds est �x�e �a

1600. Il s'agit d'un domaine carr�e de dimension unitaire, dont la fronti�ere sup�erieure est

entrâ�n�ee par une vitesse horizontaleu unitaire vers la droite. Les conditions aux limites sur

les autres fronti�eres imposent une vitesse nulle pour le 
uide. Nous imposons une condition

de vitesse horizontale libre sur une petite section dans la partie sup�erieure des fronti�eres

verticales gauche et droite. Cela permet premi�erement d'�eviter une singularit�e au niveau de

la vitesseu, mais aussi de �xer naturellement le niveau de pression, puisqu'il s'agit alors d'un

�ecoulement de type ouvert. Un autre aspect int�eressant de cet �ecoulement est justement la

pression, qui pr�esente deux singularit�es dans les coins sup�erieurs. Le choix de la strat�egie de

calcul de la m�etrique est important dans ce genre situation o�u une des variables pr�esente une

singularit�e, comme il est pr�esent�e dans ce qui suit.

Figure 3.15 Cavit�e carr�ee entrâ�n�ee : g�eom�etrie et conditions aux limites

Calcul de la m�etrique

Contrairement �a l'�ecoulement de Poiseuille, les deux composantes de vitesse ont des contri-

butions du même ordre. Il est alors impossible de n�egliger une de ces composantes lors de
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l'adaptation de maillage. La pression aussi ne peut être compl�etement n�eglig�ee. Les sin-

gularit�es de pression aux coins sup�erieurs sont un facteur important dans la r�esolution du

probl�eme. �A titre d'exemple et de base de comparaison, nous pouvons observer un maillage

isotrope obtenu pour ce probl�eme �a la �gure 3.16. C'est la zone de la fronti�ere sup�erieure

o�u sont majoritairement concentr�es les n�uds. Nous y observons une sorte de couche limite

le long de la partie centrale de la fronti�ere, et les deux singularit�es qui agissent comme des

points d'attraction sur les n�uds du maillage. Les lignes de courant permettent de com-

prendre et de voir le mouvement g�en�eral du 
uide, les couches limites aux parois et les zones

de recirculation dans les coins inf�erieurs de la cavit�e.

Figure 3.16 Cavit�e carr�ee entrâ�n�ee : Re = 1600

Nous voulons comparer dans cette section les maillages obtenus de trois strat�egies de

calcul de m�etrique. La premi�ere strat�egie consiste �a �evaluer le champ scalaire de la norme

de la vitesse a�n d'obtenir la m�etrique modi��ee de la norme des vitessesM F � . La deuxi�eme

passe par l'intersection des m�etriques de vitesse pour obtenir la m�etriqueM A . La derni�ere

m�etrique M B s'obtient de l'intersection de la m�etrique M A et de la m�etrique de pression.

M�etrique M F � : Les commentaires faits pour l'�ecoulement de Poiseuille sur cette strat�egie

de calcul de la m�etrique sont toujours aussi pertinents ici. Les conditions aux limites im-

posent une vitesse nulle aux parois et engendrent donc certains probl�emes lors du calcul de la

m�etrique. De plus, la vitesse est presque nulle au centre du tourbillon principal et des deux

zones de recirculation secondaires. Le calcul de la m�etrique, comme expos�e dans la section

pr�ec�edente, est donc impossible. Par contre, nous pouvons �evaluer les d�eriv�ees secondes du

champ scalaire de la fonctionF (x; y). C'est cette technique qui est utilis�ee dans beaucoup de
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travaux en adaptation de maillages anisotropes pour les �ecoulements de Navier-Stokes. Nous

noterons cette strat�egie de calcul de m�etrique parM F � pour ne pas le confondre avec celle

expos�ee �a la section pr�ec�edente.

M�etrique M A : Cette strat�egie ne fait intervenir que les m�etriques de vitesse, ce qui nous

permettra d'�evaluer l'impact de la m�etrique pression et des singularit�es sur la g�en�eration du

maillage. La m�etrique se calcule donc comme suit :

M = M u \ M v

Le choix de la norme de calcul de la m�etrique joue aussi un rôle important. Elle permet de

concentrer plus ou moins les n�uds dans les zones de fort gradient. Nous cherchons la norme

qui permettra d'atteindre le plus bas niveau d'erreur pour un certain nombre de n�uds. Le

tableau 3.1 montre la variation de l'estimation de l'erreur en norme �energie en fonction de la

norme de calcul de la m�etrique. Les maillages pour ces di��erentes normes ont �et�e construits

Norme Lp Erreur
L1 1.06708
L2 0.631293
L1 0,331406

Tableau 3.1 Erreur �energie selon la normeLp de calcul de la m�etrique

par le biais de m�etriques calcul�ees par l'intersection des m�etriquesM u et M v, et chacun

des maillages obtenus compte environ 6000 n�uds. La meilleure norme pour ce probl�eme, et

selon l'estimation d'erreur en norme �energie, est la normeL1 . Cette norme concentre un peu

plus les n�uds sur les singularit�es et permet donc d'obtenir une meilleure pr�ecision pour les

vitesses et en pression dans ces r�egions.

M�etrique M B : Cette derni�ere m�etrique s'obtient de l'intersection de la m�etrique M A et

de la m�etrique pression. Il s'agit en fait du même calcul de m�etrique utilis�e par l'�ecoulement

de Poiseuille. Nous nous basons sur les r�esultats pr�eliminaires de la m�etrique pour choisir

la norme de calcul de la m�etrique, soit la normeL1 . Cette m�etrique devrait encore plus

concentrer les n�uds sur les singularit�es en pression.

Adaptations et r�esultats

Les quatre s�eries d'adaptation commencent toutes par le même maillage isotrope qui

compte environ 3000 n�uds. La �gure 3.18 pr�esente les quatre maillages obtenus apr�es
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quelques boucles d'adaptation. Nous pouvons premi�erement voir que les quatre maillages se

distinguent les uns des autres par la distribution des n�uds sur le domaine. Les trois premiers

maillages concentrent beaucoup moins les n�uds au centre du tourbillon principal compa-

rativement au dernier maillage. Les vitesses sont relativement petites �a cet endroit, mais

surtout leur variation est constante. Nous pouvons d'ailleurs l'observer sur les graphiques

3.17a), b) qui pr�esentent les coupes des vitesses horizontale et verticale. Entre les zones de

couches limites pr�es des parois, les vitesses varient presque lin�eairement. Les �el�ements n'ont

donc pas besoin d'être si concentr�es comme ils le sont pour le maillageM F � . Pour ce der-

nier, les �el�ements sont même �etir�es et orient�es vers le centre du tourbillon. Cette m�etrique

concentre les n�uds au mauvais endroit et le maillage obtenu ne semble pas correspondre �a

l'�ecoulement.

Figure 3.17 Coupes de vitesses horizontales et verticales

Les maillages des m�etriquesM A et M B semblent identiques, par contre le maillage de la

m�etrique M B compte presque 3000 n�uds de plus que l'autre maillage. Pourtant le nombre

de n�uds N demand�e est le même lors du calcul des deux ou trois m�etriques de base, soit

les m�etriques M u, M v et M p, qui interviennent dans le calcul des m�etriquesM A et M B .

Cette di��erence importante du nombre de n�uds s'explique par l'intersection des m�e-

triques. Premi�erement, les m�etriques de base distribuent les n�uds de trois mani�eres bien

di��erentes, puisqu'elles tiennent compte respectivement d'une seule variable de l'�ecoulement.

Les nombres n�uds r�esultants, Nu, Nv et Np, de chacune de ces m�etriques de bases sont

donc tous un peu di��erents. Deuxi�emement, l'intersection des m�etriques favorise les valeurs

propres maximales2, soit les plus petites tailles. Ainsi, le nombre de n�uds de la m�etrique

obtenue de l'intersection est donc plus grand ou �egal au nombre de n�uds de la m�etrique de

base comptant le plus de n�uds, et plus petit ou �egal au total des nombres de n�uds des

2. Voir la section 2.6 pour plus de d�etails
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Figure 3.18 Maillages obtenus de di��erentes strat�egies de calcul de m�etrique

trois m�etriques.

max� (Nu; Nv; Np) � Nobtenu � Nu + Nv + Np

De plus, puisque les m�etriques d�e�nissent des surfaces di��erentes, les zones de concentration

de n�uds sont di��erentes selon les m�etriques. L'intersection tient compte de toutes ces zones

et le nombre de n�uds r�esultant est donc g�en�eralement plus �elev�e que le nombre de n�uds

demand�e. Plus il y a de m�etriques de base, plus le nombre de n�uds r�esultant risque d'être

�elev�e. Ce nombre de n�uds r�esultant d�epend aussi beaucoup de l'�ecoulement �etudi�e. Pour

un �ecoulement tr�es directionnel, comme l'�ecoulement de Poiseuille, les m�etriques de base de

la vitesse verticaleM v et de pressionM p n'ont pratiquement aucune incidence sur l'inter-

section des m�etriques, et la m�etrique r�esultante n'est ni plus ni moins la m�etrique de vitesse
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horizontale M u. Par cons�equent, le nombre de n�uds r�esultant est approximativement celui

de la m�etrique M u. Par contre, pour un �ecoulement comme celui de la cavit�e carr�ee en-

trâ�n�ee tel que d�e�ni dans cette section, les trois m�etriques de bases semblent avoir chacune

une incidence marqu�ee sur la m�etrique r�esultante. Si nous nous �ons au nombre de n�uds

des maillages obtenus des m�etriquesM A et M B , les trois m�etriques apportent sensiblement

le même nombre de n�uds au maillage r�esultant, tel que r�esum�e dans le tableau qui suit.

Nombre de n�uds demand�e N = 3000
Nombre de n�uds maillage M A NA � 6000+

Nombre de n�uds maillage M B NB � 9000�

Estimation du nombre de n�uds de M u Nu � 3000+

Estimation du nombre de n�uds de M v Nv � 3000
Estimation du nombre de n�uds de M p Np � 3000�

Tableau 3.2 Estimation de la contribution des m�etriques au nombre total de n�uds du
maillage

Nous basons ces estimations sur l'analyse de l'�ecoulement et des maillages. Si nous ob-

servons attentivement les maillagesb) et c) de la �gure 3.18 en omettant les zones des deux

singularit�es, ils sont pratiquement identiques en terme de distribution et de concentration

de n�uds, ainsi qu'en termes d'�etirement et d'orientation des �el�ements. De plus, la pression

est relativement constante et r�eguli�ere sur le domaine, sauf au niveau des deux singularit�es,

comme nous pouvons l'observer �a la �gure 3.19c). Les vitesses varient beaucoup plus et

pr�esentent plusieurs zones de couches limites. Donc, la m�etrique pression concentre la ma-

jorit�e des n�uds sur les deux singularit�es, et le reste du domaine est pris en charge par les

m�etriques de vitesses. C'est pour cette raison que les deux maillages semblent identiques.

Figure 3.19 Cavit�e carr�ee : vitesse U, vitesse V et pression P

Par contre si nous observons le gros plan fait sur une des singularit�es nous pouvons y
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voir une di��erence, comme le montre la �gure 3.20 qui pr�esente les deux maillages agrandis

environ 4000 fois. Sans surprise, le maillage obtenu de la m�etriqueM B concentre beaucoup

plus les n�uds au niveau des singularit�es de pression. Sur ce dernier maillage, nous observons

une densit�e de n�uds beaucoup plus �elev�ee au niveau du noyau de la singularit�e.

Figure 3.20 Gros plan des maillages sur la singularit�e de pression �a droite du domaine

D'autre part, la �gure 3.21 pr�esente l'�evolution des valeurs limites de la solution de pres-

sion par rapport au nombre de n�uds du maillage. Les valeurs limites des maillages de la

m�etrique M B sont constantes d'un maillage �a l'autre. Pourtant, nous devrions nous attendre

�a ce que ces valeurs limites ne cessent d'augmenter (diminuer) vers une valeur in�nie, comme

c'est le cas pour les maillages de la m�etriqueM A . Or la m�etrique pression impose une taille

d'�el�ement autour des singularit�es sous la limite de pr�ecision du mailleur. Le mailleur �etant

en simple pr�ecision, il limite ainsi la taille minimale des �el�ements pouvant être g�en�er�es.

Finalement, si nous examinons l'�evolution de l'erreur en fonction du nombre de n�uds

sur le graphique 3.22, nous voyons �a quel point le maillage obtenu de la m�etriqueM F � ne

performe pas aussi bien que les autres. L'erreur sur ce maillage est même sup�erieure �a celle

du maillage isotrope. Cette strat�egie de calcul de la m�etrique s'av�ere donc un tr�es mauvais

choix, et ne devrait pas être utilis�ee. Les maillages des deux m�etriques intersection o�rent des

performances similaires. Toutefois, la m�etriqueM A est l�eg�erement meilleure et o�re l'erreur

la plus basse des quatre types de maillages. En comparaison avec le maillage isotrope, le

maillage anisotropeM A permet d'obtenir le même niveau d'erreur avec environ 4 fois moins

de n�uds. C'est un tr�es bon ratio compte tenu du caract�ere de l'�ecoulement qui n'est pas

particuli�erement anisotrope.

Les deux strat�egies sont pour ainsi dire �equivalentes ; la premi�ere permet d'obtenir une

meilleure pr�ecision sur les vitesses tout en exhibant une tr�es bonne d�e�nition de la pression

en g�en�eral, tandis que la deuxi�eme permet d'obtenir une meilleure pr�ecision en pression,
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Figure 3.21 Valeurs limites de pression

surtout pour les variations extrêmes de pression, tout en garantissant une bonne d�e�nition

du champ de vitesse. Si le crit�ere principal de s�election est l'estimation d'erreur en norme

�energie, le meilleur choix de strat�egie de calcul de m�etrique pour ce type d'�ecoulement s'av�ere

donc la m�etrique M A . La m�etrique M B n'est pas un mauvais choix pour autant, puisqu'elle

performe presque aussi bien que la m�etriqueM A . Nous recommandons son utilisation pour

des �ecoulements ayant de fortes variations de pression et exigeant une tr�es bonne pr�ecision

en pression.
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Figure 3.22 Cavit�e carr�ee entrâ�n�ee : erreur en fonction du nombre de n�uds
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3.3 �Ecoulement axisym�etrique

Dans cette section nous introduisons l'adaptation de maillages anisotropes pour les �ecou-

lements axisym�etriques en r�egime stationnaire mod�elis�es par les �equations de Navier-Stokes.

Nous exposons dans un premier temps les quelques di��erences entre l'adaptation de maillages

pour les �ecoulements 2D et les �ecoulements axisym�etriques. Nous pr�esentons par la suite une

s�erie de simulations qui �etudie l'�ecoulement du sang dans un tube ayant les caract�eristiques

typiques de di��erents �equipements m�edicaux. Ces simulations permettent d'�evaluer et de

pr�edire les dommages caus�es aux globules rouges du sang par ces �equipements.

3.3.1 Rappels

Rappelons dans un premier temps quelques notions sur les �ecoulements axisym�etriques.

Ce sont des �ecoulements en 3 dimensions qui sont sym�etriques par rapport �a un axe de

rotation d�e�nissant le centre du domaine. Ils sont d�e�nis en coordonn�ees cylindriquesr; z; � .

La g�eom�etrie, les conditions limites et l'�ecoulement sont tous ind�ependants de l'angle� .

Ainsi, toutes les d�eriv�ees angulaires @
@� ainsi que la vitesse angulaireu� sont nulles pour

ce type d'�ecoulement. Le probl�eme tridimensionnel d�e�ni sur (r; z; � ) se r�eduit donc �a un

probl�eme bidimensionnel sur (r; z).

�Equations de Navier-Stokes

Pour un �ecoulement axisym�etrique stationnaire de 
uide newtonien, les �equations de

Navier-Stokes s'�ecrivent comme suit :
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Domaine et maillage

L'�ecoulement est d�e�ni selon les coordonn�ees cylindriques (r; z; � ). Le domaine de calcul

est par contre d�e�ni sur le plan r-z , puisque la composante en� est nulle. La discr�etisation

du domaine s'e�ectue donc de la même mani�ere que pour un domaine bidimensionnel normal.

Le maillage est ainsi form�e d'�el�ements triangulaires dans le planr-z . Cependant, le domaine,
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malgr�e qu'il soit d�e�ni en deux dimensions, s'exprime en unit�es de volume :

d
 = r dr dz

La composanter a une incidence dans l'�evaluation des int�egrales sur le domaine qui ap-

paraissent dans les di��erents calculs lors de la simulation et de l'adaptation de maillage.

Figure 3.23 �Ecoulement axisym�etrique : coordonn�ees cylindriques, domaine et maillage

Estimation de l'erreur d'interpolation

Nous utilisons la norme �energie pour l'estimation de l'erreur d'interpolation de la solution.

Elle est d�e�nie comme suit :
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L'estimation d'erreur tient donc compte de la position de l'�el�ement par rapport �a l'axe de

r�evolution. Plus un �el�ement est �eloign�e de l'axe, plus la contribution de son erreur locale �a

l'erreur globale est importante. Cette contribution est proportionnelle au volume de l'anneau

g�en�er�e par la r�evolution de l'�el�ement autour de l'axe, tel qu'illustr�e �a la �gure 3.23 b).
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3.3.2 Adaptation de maillages anisotropes

Le calcul de la m�etrique se fait globalement selon le même algorithme que celui pr�esent�e

�a la �gure 2.11. Cependant, lors du calcul de la m�etrique, �a plusieurs endroits nous calculons

une int�egrale sur le domained
. Nous examinons l'impact de la composanter dans le calcul

de la m�etrique optimale et lors de la reconstruction des d�eriv�ees secondes.

M�etrique optimale

L'expression de la m�etrique optimale est d�e�nie par l'�equation 2.61 :

M opt(r; z) = DLp det(jHu(r; z)j)
� 1

2( p+1) jHu(r; z)j

o�u le terme DL p s'exprime comme suit :

DL p =
N

R

 det(jHu(r; z)j)

p
2( p+1) r dz dr

(3.16)

Ce terme est une constante qui agit sur l'ensemble des m�etriques du domaine. L'ajout de la

composanter dans l'int�egrale vient seulement changer la valeur �nale duDL p , et a donc la

même in
uence que le nombre de n�udsN dans l'�equation. Elle agit sur le nombre de n�uds

r�esultant du maillage adapt�e, et non pas sur la distribution ou la concentration des n�uds,

ou sur l'orientation des �el�ements ou sur leur �etirement. Pour ces raisons nous consid�erons que

cette composante �a un impact minime sur la m�etrique et l'omettons donc dans l'�evaluation

de l'int�egrale lors du calcul du DL p .

Reconstruction des d�eriv�ees secondes

Pour la reconstruction des d�eriv�ees secondes n�ecessaires au calcul du Hessien, nous avons

opt�e pour la formulation int�egrale du syst�eme d'�equations 2.67. Ce syst�eme s'�ecrit comme

suit pour un probl�eme axisym�etrique :

hR
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P P T d

i

c =
nR


 p
P Qhd


o
(3.17)

o�u d
 = rdrdz . Toutefois, nous n'avons pas utilis�e cette expression du domaine �el�ementaire.

Tout comme pour le calcul de la m�etrique nous omettons la composanter dans les int�egrales

du syst�eme d'�equations et le domaine �el�ementaire est donc d�ecrit pard
 = drdz. C'est un

choix arbitraire bas�e sur la dimension du maillage qui est un maillage 2D. Les d�eriv�ees ainsi

obtenues expriment la courbure de la surface de la solution 2D dans le planr-z . Le maillage

g�en�er�e �a l'aide de la m�etrique associ�ee �a ces d�eriv�ees s'ajuste donc �a cette surface.
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3.3.3 Simulation

Nous �etudions dans cette section l'�ecoulement axisym�etrique dans un embout qui a des

caract�eristiques communes aux �equipements m�edicaux dans lesquelles circule du sang, tels

des cath�eters, canules, seringues, aiguilles hypodermiques, etc. L'�ecoulement dans cet embout

est caract�eris�e par des acc�el�erations, d�ec�el�erations et variations de contrainte de cisaillement

et de vitesse du 
uide, qui contribuent toutes �a la destruction des globules rouges dans le

sang (h�emolyse). Le but d'une telle simulation est donc d'estimer et de pr�edire les dommages

caus�es au sang par ces �equipements m�edicaux d�es les premi�eres �etapes de design. Le niveau

de destruction de globules rouges est estim�e par l'indice relatif d'h�emolyse (Relative Index of

Hemolysis(RIH)). Nous avons utilis�e un mod�ele d'h�emolyse [23][19] bas�e sur l'�evaluation des

contraintes de cisaillement induites dans le sang. Ce mod�ele permet de remplacer l'�evaluation

des dommages faits au sang par l'int�egration volumique sur le domaine d'une fonctiondom-

mage. Le mod�ele est bien adapt�e aux maillages non structur�es et aux �ecoulements pr�esentant

des zones de recirculation.

Figure 3.24 Dimensions de l'embout

Description du domaine et de l'�ecoulement

L'embout est compos�e de tubes de di��erents diam�etres et connect�e �a un cône et une ex-

pansion soudaine. Le mod�ele adimensionnel de l'embout est pr�esent�e �a la �gure 3.24. Nous

modi�ons l'embout en incorporant un cong�e dont le rayon est de 0.05 de mani�ere �a �eliminer

l'arête vive de l'expansion soudaine. Ce cong�e �elimine la singularit�e en pression et cisaillement
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qui serait apparue si nous avions conserv�e l'embout original. Nous �etudions deux con�gura-

tions qui d�ependent de la direction de l'�ecoulement.

Les deux con�gurations sont �etudi�ees pour cinq nombres de Reynolds (500, 2000, 3500,

5000 et 6500) bas�es sur le diam�etre de l'�etranglement (le plus petit diam�etre), la vitesse

moyenne dans l'�etranglement, la densit�e et la viscosit�e dynamique du sang. Les propri�et�es

moyennes du sang humain sont les suivantes :

{ Densit�e : 1056kg=m3

{ Viscosit�e dynamique : 0:0035Ns=m2

Expansion soudaine : La premi�ere con�guration est not�ee SE en r�ef�erence �a l'expansion

soudaine (sudden expansion) qui la caract�erise. Cette expansion soudaine se situe �a la sortie

de l'�etranglement. La 
�eche indique le sens de l'�ecoulement.

Figure 3.25 Con�guration expansion soudaine (SE)

Di�useur conique : La deuxi�eme con�guration est not�e CD en r�ef�erence au di�useur

conique (conical di�user ).

Figure 3.26 Con�guration di�useur conique (CD)

Conditions limites : Nous imposons une vitesse nulle aux parois ext�erieures de l'embout

(u = v = 0). �A l'entr�ee nous imposons un pro�l de vitesse compl�etement d�evelopp�e. Ce pro�l

de vitesse parabolique s'exprime comme suit :

u(r ) = �
2
9

�
1 �

r 2

R2

�
(3.18)

o�u R est le rayon du tube �a l'entr�ee et alpha prend une valeur de� 1 en fonction de la

direction de l'�ecoulement (� = 1 pour la con�guration SE et � = � 1 pour la con�guration

CD). Selon notre formulation variationnelle, les conditions �a la sortie impliquent que nous

imposons une force de traction nulle sur le 
uide selon la direction axiale.
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Adaptation de maillage

Nous choisissons la strat�egie de calcul de la m�etrique selon les conclusions obtenues pour

les �ecoulements �etudi�es �a la section 3.2. Le calcul du RIH n�ecessite un champ de vitesse le

plus pr�ecis possible, or selon les r�esultats obtenus pour la cavit�e carr�ee la m�etrique obtenue

de l'intersection des m�etriques de vitesse permet d'obtenir le meilleur champ de vitesse.

L'intersection des m�etriques de vitesse s'av�ere donc la strat�egie la plus e�cace dans cette

perspective.

M = M ur \ M uz (3.19)

Norme de calcul de la m�etrique Pour ce qui est de la norme de calcul de la m�etrique,

toutes les simulations pr�ec�edentes ont d�evoil�e le même comportement. L'estimation de l'erreur

en norme �energie est toujours plus faible lorsque nous utilisons la normeL1 pour le calcul de

la m�etrique. Donc nous utilisons cette norme pour le calcul des m�etriques dans les simulations

qui suivent.

Strat�egie d'adaptation Nous voulons r�ealiser une �etude de convergence de l'erreur en

fonction de la con�guration de l'�ecoulement et du nombre de Reynolds. Nous amor�cons

chaque s�erie d'adaptation de maillage avec le même maillage de d�epart. Pour chaque nombre

de noeuds cible, nous r�ealisons quatre fois la boucle d'adaptation de la �gure 1.1. Ensuite,

le nombre de noeuds cible est doubl�e. Le tableau 3.3 pr�esente les nombres de noeuds cible

utilis�es pour les simulations.

Nombre de n�uds N
5000
10000
20000
40000
80000

Tableau 3.3 Nombre de n�uds ciblesN

R�esultats

Les �ecoulements en con�guration SE et CD sont bien di��erents. Pour la premi�ere con�gu-

ration, le 
uide subit une acc�el�eration graduelle due au cône menant �a l'�etranglement, comme

le montre la �gure 3.25. Nous observons une baisse de pression constante dans la partie co-

nique et l'�etranglement. Une couche limite se d�eveloppe dans l'�etranglement et se transforme
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en jet �a la sortie de l'expansion soudaine. L'�ecoulement est alors s�epar�e en deux r�egimes ; un

jet au centre du cylindre et une zone de recirculation qui l'entoure. Le jet est caract�eris�e par

une vitesse longitudinaleuz pratiquement constante dans la directionz jusqu'�a la sortie de

l'embout.

L'�ecoulement du di�useur conique subit plutôt une acc�el�eration tr�es rapide pr�es de l'entr�ee

de l'�etranglement au niveau de lacontraction soudaine, comme le montre la �gure 3.26. La

pression diminue radicalement au même endroit pour ensuite diminuer graduellement dans

l'�etranglement. Il s'y d�eveloppe une couche limite qui se transforme aussi en jet �a la sortie de

l'�etranglement. Nous observons le même genre de recirculation au niveau du di�useur conique

jusqu'�a la sortie.

Les maillages obtenus pour ces �ecoulements sont donc tr�es di��erents. Nous concentrons

notre analyse des maillages et de l'�ecoulement sur la zone centrale de l'embout, soit la partie

conique, l'�etranglement et l'expansion (contraction) soudaine, puisque c'est dans ces zones

que l'�ecoulement connâ�t le plus de variations.
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Figure 3.27 Expansion soudaine : Iso-lignes vitesse et pression de la zone centrale,Re = 3500

Figure 3.28 Di�useur conique : Iso-lignes vitesse et pression de la zone centrale,Re = 3500



92

Di�useur conique : La �gure 3.29 montre les zones du maillage qui nous int�eressent pour

la con�guration CD. Nous comparons trois maillages obtenus pour di��erents nombres de

Reynolds. L'intensit�e du jet, l'�epaisseur de la couche limite et la zone de recirculation sont

toutes in
uenc�ees par l'augmentation du nombre de Reynolds. La �gure 3.30 montre un gros

plan du maillage de la zone centrale (zone a). Nous y voyons tr�es bien la di��erence d'�epaisseur

de la couche limite dans l'�etranglement selon la vitesse de l'�ecoulement. Plus le nombre de

Reynolds est �elev�e plus la couche limite s'amincit. La vitesseuz varie de fa�con importante

sur une plus petite distance (�epaisseur), ce qui augmente la densit�e de n�uds pr�es de la paroi

et la diminue autour de l'axe.

Figure 3.29 Di�useur conique : d�ecoupe des zones de maillage

Figure 3.30 Di�useur conique : maillages de la zone centralea

La �gure 3.31 montre un gros plan du maillage de la partie du di�useur conique (zone b).

Nous pouvons y appr�ecier l'�etirement des �el�ements dans la couche limite et le jet. Il y a une

zone entre le jet et la recirculation (r � 0:42) o�u la densit�e du maillage diminue. La �gure

3.32a) montre une coupe des vitesses longitudinalesuz et radiales ur exactement �a la �n

du di�useur conique pour un nombre de Reynolds de 3500. La vitesse radiale est constante

tandis que le pro�l de vitesse longitudinale pr�esente deux plateaux de vitesse s�epar�es par

une zone de transition. La coupe des d�eriv�ees premi�eres de la vitesse longitudinale atteint

un maximum vers r = 0:42. �A cet endroit les d�eriv�ees secondes sont donc nulles (ou tr�es

petites), ce qui m�ene �a une densit�e plus faible du maillage. Finalement, apr�es la sortie de
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l'�etranglement l'�etirement du maillage pr�es de l'axe semble augmenter ce qui traduit une

vitesse longitudinale presque constante dans le jet.

Figure 3.31 Di�useur conique : maillages du di�useur conique

Le maillage �a l'entr�ee de l'�etranglement (zone c) est montr�e �a la �gure 3.33. Le maillage

d�evoile une couche limite secondaire sur la paroi verticale, et qui est en fait le d�ebut de

la couche limite principale dans l'�etranglement. Nous pouvons aussi observer une zone de

recirculation pr�es de l'entr�ee sur la paroi de l'�etranglement. La couche limite d�ecolle de la

paroi en contournant le cong�e et recolle �a la paroi un peu plus loin dans l'�etranglement. Sur

les imagesa) et b) le point de recollement se trouve dans la zone du maillage moins dense sur

la paroi sup�erieure. Ce d�ecollement entrâ�ne une recirculation secondaire dont la longueur

augmente et dont l'�epaisseur diminue lorsque le nombre de Reynolds augmente.
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Figure 3.32 Coupes radiales exactement �a la �n du di�useur conique (x = � 15:7)
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Figure 3.33 Di�useur conique : maillages �a l'entr�ee de l'�etranglement
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Expansion soudaine : La �gure 3.34 pr�esente une d�ecoupe un peu di��erente de la section

centrale pour la con�guration SE. Nous comparons ici trois maillages obtenus pour di��erents

nombres de Reynolds. La �gure 3.35 pr�esente la section centrale (zone a) des maillages

obtenus. Les maillages pr�esentent des caract�eristiques et une allure g�en�erale similaires aux

maillages de la con�guration pr�ec�edente. La couche limite, le jet et la zone de recirculation

sont in
uenc�es par le nombre de Reynolds de l'�ecoulement. Nous y voyons tr�es bien la dimi-

nution de l'�epaisseur de la couche limite qui d�ebute cette fois-ci dans la partie conique et se

termine �a la sortie de l'�etranglement.

Figure 3.34 Expansion soudaine : d�ecoupe des zones de maillage

Figure 3.35 Expansion soudaine : maillages de la zone centrale

Le maillage �a l'entr�ee de l'�etranglement (zone b) est pr�esent�e �a la �gure 3.36. La di��erence

majeure par rapport �a la con�guration pr�ec�edente est l'absence de recirculation secondaire

au niveau de l'entr�ee de l'�etranglement pour un nombre de Reynolds faible. La recirculation

est toutefois pr�esente pour lesRe plus �elev�es, mais est beaucoup moins importante, puisque

la transition est beaucoup plus douce. Toute la zone conique en dehors de la couche limite

pr�esente un maillage isotrope qui traduit une variation des vitesses dans les deux directions.

Nous pouvons d'ailleurs l'observer sur la �gure 3.27 o�u la vitesseuz subit une transition et

acc�el�ere dans la direction longitudinale dans la partie conique et l'�etranglement. Tandis que

la vitesseur varie dans les deux directions dans la partie conique.

La �gure 3.37 montre en gros plan la sortie de l'�etranglement (zone c) o�u nous observons

le jet. Ce dernier se comporte sensiblement de la même mani�ere que pour la con�guration
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Figure 3.36 Expansion soudaine : maillages �a l'entr�ee de l'�etranglement

pr�ec�edente. La pr�esence d'une ligne de maillage moins dense entre le jet et la recirculation

principale s'explique de la même mani�ere que pour le ph�enom�ene similaire observ�e pour la

con�guration CD. Les d�eriv�ees secondes sur cette ligne sont presque nulles, ce qui a pour

e�et de diminuer la densit�e du maillage �a cet endroit. Finalement, l'�etirement du maillage

augmente pr�es de l'axe, ce qui traduit ici aussi une vitesse longitudinale constante dans la

direction longitudinale.
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Figure 3.37 Expansion soudaine : maillages �a la sortie de l'�etranglement
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Convergence des solutions : La �gure 3.38 pr�esente les courbes de convergence des

solutions obtenues pour les con�gurations CD et SE et selon di��erents nombres de Reynolds.

L'ordonn�ee correspond �a l'estimation de l'erreur en norme �energie et l'abscisse �a la taille

caract�eristique du maillage (h). Pour les maillages non structur�esAkin [1] propose la taille

caract�eristique suivante :

h =
1

N
1
d

(3.20)

o�u N est le nombre de noeuds du maillage etd la dimension de calcul (d = 2 en 2 dimensions).

Figure 3.38 Convergence de l'erreur

Nous pouvons donc observer sur cette �gure le comportement presque asymptotique de

l'erreur par rapport �a la taille caract�eristique, et ce, même pour les maillages comportant

moins de noeuds. Ce bon comportement s'explique par ladoubleadaptation du maillage que

nous avons utilis�ee. Rappelons que l'adaptation se fait en deux �etapes. La premi�ere consiste �a

obtenir, pour un certain nombre de noeuds cible, un maillage se rapprochant de l'�etat optimal

par une suite de quatre adaptations. La deuxi�eme �etape consiste seulement �a augmenter le

nombre de noeuds cible a�n d'augmenter globalement la �nesse du maillage. Les courbes de

la �gure 3.38 pr�esentent l'erreur des solutions calcul�ees sur des maillages qui sont presque

optimaux, soit les maillages obtenus apr�es la premi�ere �etape d'adaptation. Il est donc normal

d'observer un tel comportement de l'erreur face �a la diminution de la taille caract�eristique.

Le tableau 3.4 r�esume pour les di��erentes courbes les pentesm obtenues par r�egression

lin�eaire. Nous pr�esentons dans ce même tableau les coe�cientsR2 de corr�elation de d�epen-

dance lin�eaire entre les deux variables, soit le logarithme de l'erreur et le logarithme de la

taille moyenne. Ce coe�cient est une indication du degr�e de con�ance de la relation lin�eaire
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Nombre Re m SE R2 SE m CD R2 CD
500 0.85474 0,99935 0.97228 0.99971
200 0.87570 0,99848 0.98384 0.99956
3500 0.91098 0,99848 0.96829 0.99986
5000 0.91803 0,99913 0.98466 0.99907
6500 0.95464 0,99976 0.97483 0.99929

Tableau 3.4 Pentes des courbes de convergence et degr�e de con�ance

entre les deux variables. Un coe�cient de 1 indique que cette relation d�ecrit parfaitement le

comportement d'une variable en fonction de l'autre. Les coe�cients qui sont pr�esent�es sont

tr�es pr�es de 1 ce qui nous indique que la pente de ces courbes d�ecrit presque parfaitement la

relation entre les variables en jeu.

Selon les graphiques, les courbes de la con�guration CD semblent tr�es pr�es de la droite

asymptotique, peu importe le nombre de Reynolds. Les valeurs des pentes et des coe�cients

de corr�elation con�rment pour cette con�guration que les courbes ont pratiquement atteint

le taux de convergence asymptotique.

La con�guration SE pr�esente des courbes ayant un comportement moins asymptotique.

Elles semblent être soumises �a une zone de transition d�es le d�ebut de la courbe qui leur

donne une forme dez tr�es allong�e. Plus le nombre de Reynolds est �elev�e, plus le maillage doit

compter de noeuds a�n d'atteindre la zone asymptotique de la courbe. Nous sommes ainsi en

mesure de comprendre pourquoi les valeurs de pente du tableau 3.4 sont moins bonnes pour

cette con�guration. Les pentes augmentent et se rapprochent de la valeur th�eorique lorsque le

nombre de Reynolds augmente, contrairement �a la con�guration CD qui pr�esente des pentes

plus stables. Ce comportement s'explique principalement par l'in
uence de la discontinuit�e

caus�ee par l'arête vive de la transition du convergent conique �a l'entr�ee de l'�etranglement.

Nous n'avons pas �elimin�e cette discontinuit�e en ajoutant un cong�e, contrairement �a celle de

l'expansion soudaine. Cette discontinuit�e in
uence beaucoup plus la solution en con�guration

SE, puisque le 
uide doit alors contourner l'arête vive. Tandis que pour la con�guration CD,

le 
uide glisse sur la discontinuit�e, puisque sa vitesse longitudinale �a cet endroit est tr�es

�elev�ee.

Toutefois, le taux de convergence moins bon de la con�guration SE n'exprime pas un

manque d'adaptation ou une mauvaise adaptation des maillages. Il s'agit plutôt d'une mau-

vaise d�e�nition du domaine. En ajoutant un cong�e au bon endroit, les courbes auraient tr�es

certainement un comportement aussi bon que celui observ�e pour la con�guration CD.

Le choix d'adapter le maillage par l'intersection des m�etriques de vitesse semble une bonne

strat�egie. Les solutions de vitesse sont tr�es bien d�e�nies sur tout le domaine et les niveaux
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d'erreur obtenus sont excellents. Cependant, nous pouvons remarquer sur la �gure 3.28c) des

oscillations des isopressions en con�guration CD dans la partie conique. Ces oscillations sont

directement reli�ees au maillage anisotrope tr�es allong�e �a cet endroit. Le maillage n'est pas

adapt�e en pression et ne permet possiblement pas une bonne d�e�nition de la pression sur tout

le domaine. Il serait donc n�ecessaire d'introduire la pression dans le calcul de la m�etrique

d'adaptation par l'intersection de la m�etrique de pression avec celle de l'intersection des

vitesses.

Indice relatif d'h�emolyse : Le graphique qui suit montre l'indice relatif d'h�emolyse (RIH)

en fonction du nombre de Reynolds pour les con�gurations SE et CD. Nous y voyons aussi

les courbes de r�egression de loi de puissance qui mettent de l'avant la forte corr�elation qui

existe entre le RIH et le nombre de Reynolds de l'�ecoulement. Les coe�cients de corr�elation

R2 pour les deux con�gurations t�emoignent du niveau de �d�elit�e de ces corr�elations de loi

de puissance. Le sens de l'�ecoulement a une certaine in
uence sur le niveau de dommage

fait au sang, puisque les corr�elations ne sont pas les mêmes pour les deux con�gurations.

Cependant, puisqu'il s'agit ici d'un indice relatif calcul�e par rapport �a l'indice d'h�emolyse �a

Reynolds = 3500 pour chacune des con�gurations, il est donc di�cile de comparer les deux

con�gurations. Toutefois, nous pouvons a�rmer que la con�guration CD semble plus sensible

�a l'augmentation du nombre de Reynolds.

Figure 3.39 Indice relatif d'h�emolyse en fonction du nombre de Reynolds
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3.4 Structures lagrangiennes coh�erentes

Le comportement d'un 
uide dans un �ecoulement stationnaire en 2D est d�evoil�e par les

lignes de courants qui permettent d'identi�er facilement les zones de recirculation et les zones

d'�ecoulement libre. L'analyse des �ecoulements instationnaires et/ou 3D est plus complexe.

Il n'existe que peu d'outils permettant l'analyse des r�egions de recirculation, de d�ecollement

et de recollement de ce type d'�ecoulement. Les structures lagrangiennes coh�erentes (SLC)

permettent de s�eparer les r�egions de l'�ecoulement qui ont des dynamiques di��erentes et qui

ne se m�elangent pas. Les SLC sont des lignes de trajectoire instantan�ees qui agissent comme

barri�eres mat�erielles dans le 
uide, ce qui permet de d�elimiter les zones caract�erisant le com-

portement de l'�ecoulement. Certaines m�ethodes d'analyse des m�ecanismes d'un �ecoulement

s'appuient ainsi sur l'identi�cation des SLC.

Cette section se divise en trois parties principales. La premi�ere permet d'exposer une

m�ethode d'identi�cation des SLC. Elle se base sur les exposants de Lyapunov et a �et�e intro-

duite par Haller dans [25][26], et reprise plus r�ecemment dans [50][51] a�n d'�etudier les struc-

tures dominantes dans un �ecoulement. Cette premi�ere partie est n�ecessaire �a la compr�ehension

et permet d'introduire les contributions que nous apportons. Dans la seconde partie, nous

introduisons l'adaptation de grilles d'interpolation anisotropes. La m�ethode d'identi�cation

des SLC utilise des grilles d'interpolations cart�esiennes ou structur�ees. Elles pr�esentent cer-

tains avantages en termes de rapidit�e de calcul, mais sont limit�ees en pr�ecision ce qui r�eduit la

qualit�e des SLC extraites. Les grilles anisotropes non structur�ees utilisent consid�erablement

moins de noeuds tout en augmentant la pr�ecision et la qualit�e des SLC extraites. Nous ap-

portons de plus quelques modi�cations et am�eliorations �a la m�ethode d'identi�cation, dont

une approche d'�evaluation plus directe des exposants de Lyapunov. Finalement, la troisi�eme

partie nous permet de montrer l'e�cacit�e des grilles d'interpolation anisotropes �a partir d'un

champ de vitesse analytique.

3.4.1 M�ethode d'identi�cation des SLC

A�n d'identi�er les SLC, nous faisons appel aux exposants de Lyapunov. En dynamique

des syst�emes, les exposants de Lyapunov permettent de quanti�er le comportement asymp-

totique de la distance s�eparant deux particules initialement adjacentes. En m�ecanique des


uides, o�u les domaines de travail sont �nis, nous utilisons une approche dite de Finite-Time

Lyapunov Exponent (FTLE), o�u nous calculons les exposants de Lyapunov sur un temps �ni.
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Exposant de Lyapunov - FTLE

Un syst�eme dynamique peut être sensible aux petites perturbations de ses conditions

initiales, perturbations qui avec le temps peuvent devenir plus importantes. L'exposant de

Lyapunov mesure la sensibilit�e d'un syst�eme dynamique, c'est-�a-dire la vitesse �a laquelle

les petites perturbations s'ampli�ent. Lorsque cet exposant est positif, le syst�eme est par-

ticuli�erement sensible aux petites variations de ses conditions initiales. S'il est n�egatif, les

variations de ses conditions initiales n'ont pas d'in
uence sur le syst�eme et les perturbations

sont amorties.

Prenons un champ de vitesseu(x ; t) d'un �ecoulement. La fonction x (t) d�ecrit la position

d'une particule dans l'�ecoulement en fonction du temps et s'obtient en r�esolvant les �equations

aux d�eriv�ees ordinaires suivantes :

_x (t) = u(x ; t) = f u(x ; t); v(x ; t)g (3.21)

En int�egrant cette expression sur l'intervalle de temps det0 �a t0 + T, nous obtenons la carte

de 
ot, ou plus simplement le 
ot, qui suit :

� t0+ T
t0

(x 0) : x (t0) 7! x (t0 + T) (3.22)

Il d�ecrit la position �nale d'une particule au temps t0 + T �a partir de sa position initiale x 0

au tempst0. La �gure 3.40 montre un point d�e�ni par le vecteur x 1(t0) au temps initial t0.

Ce point emport�e par le champ de vitesse apr�es un certain intervalle de tempsT s'est d�eplac�e

�a la position x 1(t0 + T). Consid�erons un deuxi�eme pointx 2(t0) �a une distance in�nit�esimale

de x 1(t0) au temps t0 :

x 2(t0) = x 1(t0) + � (t0) (3.23)

Apr�es le même intervalle de tempsT, la position du deuxi�eme point est maintenant :

x 2(t0 + T) = x 1(t0 + T) + � (t0 + T) (3.24)

Le vecteur de s�eparation �a la position �nale peut s'exprimer en termes du 
ot comme suit :

� (t0 + T) = � t0+ T
t0

(x 2(t0)) � � t0+ T
t0

(x 1(t0))

= � t0+ T
t0

(x 1(t0) + � (t0)) � � t0+ T
t0

(x 1(t0))
(3.25)
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Figure 3.40 Position des particulesx1 et x2 dans le temps

Un d�eveloppement en s�eries de Taylor du premier terme du membre de droite donne :

� t0+ T
t0

(x 1(t0) + � (t0)) � � t0+ T
t0

(x 1(t0)) +
@�t0+ T

t0
(x 1(t0))

@x
�x +

@�t0+ T
t0

(x 1(t0))
@y

�y (3.26)

o�u � (t0) =
n

�x �y
o

.

Ce qui permet d'�ecrire le vecteur de s�eparation comme suit :

� (t0 + T) �
@�t0+ T

t0
(x 1(t0))

@x
�x +

@�t0+ T
t0

(x 1(t0))
@y

�y (3.27)

La distance de s�eparation s'obtient en prenant la norme euclidienne de ce vecteur :

k� (t0 + T)k = h� (t0 + T), � (t0 + T)i
1
2

=

" �
� (t0),

d� t0+ T
t0

(x 1(t0))
dx

�
d� t0+ T

t0
(x 1(t0))

dx
� (t0)

� # 1
2 (3.28)

o�u nous d�e�nissons le tenseur de Cauchy-Green pour un temps �ni par :

S(x ; t0; T) =
d� t0+ T

t0
(x 1(t0))

dx

�
d� t0+ T

t0
(x 1(t0))

dx
(3.29)

et o�u � d�esigne la transpos�ee. La s�eparation entre les deux points est maximale lorsque

le vecteur de s�eparation initial est align�e avec le vecteur propre associ�e �a la plus grande

valeur propre� max (S) du tenseur de d�eformation de Cauchy-Green. On le note alors�� (t0) et
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l'�equation 3.28 devient :

k� (t0 + T)k �
�
h�� (t0), � max (S) �� (t0)i

� 1
2

�
p

� max (S)k�� (t0)k
(3.30)

Nous d�e�nissons la forme exponentielle suivante :

exp� T
t 0

(x)jT j =
p

� max (S) (3.31)

ce qui nous permet d'exprimer le champ d'exposant de Lyapunov� T
t0

(x) comme suit :

� T
t0

(x) =
ln(� max (S))

2jTj
(3.32)

Plus l'exposant de Lyapunov est �elev�e, plus le taux de s�eparation est �elev�e. Des particules,

�a l'origine voisines, pourront être s�epar�ees d'une distance importante apr�es un intervalle

de tempsT. Une petite valeur de l'exposant correspond donc �a une r�egion o�u le taux de

s�eparation est faible. Les particules voisines dans ce cas risquent d'�evoluer ensemble dans le

temps.

Figure 3.41 Temps d'int�egration : T < 0 les particules convergent l'une vers l'autre,T > 0
les particules s'�eloignent l'une de l'autre

Nous avons exprim�e le champ d'exposant de Lyapunov pour un temps �niT. Ce temps

peut autant être n�egatif que positif puisque nous avons consid�er�e sa valeur absolue dans

l'�equation 3.32. Cette di��erence de signe permet de localiser des dynamiques di��erentes

dans l'�ecoulement. Par exemple, un temps positif permet d'identi�er le point de recollement

d'une zone de recirculation, tel qu'illustr�e �a la �gure 3.41. Les points initialement adjacents

s'�eloignent l'un de l'autre avec le temps. Inversement, un temps n�egatif permet de localiser
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le point de d�ecollement, puisque des particules �eloign�ees au tempst0 � T se concentrent �a

cet endroit au tempst0.

Algorithme d'�evaluation du champ FTLE : Nous pr�esentons �a titre d'exemple l'algo-

rithme de calcul du champ FTLE des r�ef�erences [50][51]. Nous pr�esentons l'algorithme g�en�eral

pour mettre en �evidence les modi�cations que nous apportons �a cette m�ethodologie.

1. Nous d�ebutons par le calcul du 
ot sur une grille cart�esienne. La trajectoire des par-

ticules est �evalu�ee par un sch�ema d'int�egration num�erique (par exemple Runge-Kutta-

Fehlberg) �a partir du champ de vitesse.

2. Une fois obtenue, la position �nale de chaque particule nous permet d'�evaluer le gradient

du 
ot �a chaque n�ud de la grille par di��erence �nie. Le gradient est �evalu�e �a la position

initiale des particules, aux n�uds de la grille.

3. �A partir des gradients nous calculons le tenseur de d�eformation de Cauchy-Green,

duquel nous extrayons la plus grande valeur propre en valeur absolue. Nous calculons

ensuite le champ FTLE par l'�equation 3.32.

Les �etapes 1 �a 3 sont r�ep�et�ees a�n d'obtenir une s�erie de champs FTLE.

Figure 3.42 Exemple de champ de FTLE

En 2D, le champ FTLE obtenu peut être consid�er�e comme une surface. Un exemple de

surface correspondant �a un champ FTLE est illustr�e �a la �gure 3.42. Cette surface pr�esente

plusieurs zones de crêtes et de sillons. Il est possible d'extraire les courbes correspondantes

aux maximums (minimums) de ces crêtes (sillons). Les SLC en 2D sont repr�esent�ees par des

courbes mat�erielles et correspondent �a certaines de ces courbes de crête de la surface du
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champ FTLE. La section qui suit pr�esente une m�ethode permettant d'identi�er et d'extraire

les SLC �a partir du champ FTLE.

Identi�cation des SLC

Nous reprenons la m�ethode d'identi�cation de crêtes correspondant aux SLC introduite

dans [50]. Nous d�ebutons par un rappel sur la d�e�nition de courbure d'une surface et

d�e�nissons son rôle dans l'identi�cation de crêtes d'une surface. Ensuite nous pr�esentons

la m�ethode d'identi�cation des crêtes et des conditions n�ecessaires �a l'existence de SLC.

Courbure d'une surface : Soit une surface� (x1; x2), telle qu'illustr�ee �a la �gure 3.43.

En un point P, nous pouvons d�e�nir un plan tangent �a la surface par son vecteur normal.

Ce vecteur peut être interpr�et�e comme un axe de rotation d'un plan perpendiculaire au plan

tangent. En faisant pivoter ce plan autour du vecteur normal, nous obtenons une s�erie de

courbes issues de l'intersection du plan pivotant et de la surface.�A chacune de ces courbes

est associ�ee une valeur de courbure au pointP. Les courbures principales correspondent aux

valeurs minimum et maximum de courbure. Les intersections de ces plans de courbure avec

le plan tangent d�e�nissent les directions principales au pointP.

Figure 3.43 Courbures principales d'une surface� (x1; x2)

Les courbures principales d�e�nissent les taux de variations minimum et maximum de la

surface en un point, et les directions principales les directions dans lesquelles ces variations

ont lieu. Si nous prenons une surface quelconque not�ee� (x1; x2), nous pouvons d�e�nir les
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d�eriv�ees de cette surface selon les notations suivantes :

� 1 =
@�
@x1

� 2 =
@�
@x2

� 11 =
@2�

@x1@x1
� 12 =

@2�
@x1@x2

� 22 =
@2�

@x2@x2

�A partir du vecteur position :

r (x1; x2) = f x1 x2 � (x1; x2)g

nous d�e�nissons les trois vecteurs suivants :

a1 =
@r
@x1

= f 1 0 � 1g

a2 =
@r
@x2

= f 0 1 � 2g

an =
a1 � a2

ka1 � a2k
=

f� � 1 � � 2 1g

(1 + � 2
1 + � 2

2)
1
2

o�u les vecteursa1 et a2 d�e�nissent la base covariantef a1; a2g du plan tangent. Il est possible

de d�emontrer que :

1. Le vecteuran est unitaire :

an � an = 1

2. Ce même vecteuran est normal au plan d�e�ni par la base covariantef a1; a2g (ou la

base contravariantef a1; a2g) :

@an

@x�
� an = 0

Cette d�eriv�ee s'exprime par un vecteur dans l'une des bases :

@an

@x�
= an� = � b�� a �

Nous obtenons alors le coe�cient suivant :

� b�� = an� � a �
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3. Les coe�cients b�;� repr�esentent les composantes du tenseur de courbure.

Soit l'expression :

an F = f� � 1 � � 2 1g o�u F = (1 + � 2
1 + � 2

2)
1
2

La d�eriv�ee de cette expression s'�ecrit :

an � F + an
@F
@x�

= f� � 1 � � � 2 � 0g

Expression �a laquelle nous appliquons le produit scalaire suivant :

an � � a �| {z }
� b��

F + an � a �| {z }
; ;vecteurs ?

@F
@x�

= f� � 1 � � � 2 � 0g � a �

Nous obtenons �nalement :

b�� =
f � 1 � � 2 � 0g � a �

F

Soit :

b11 =
� 11

F
b12 =

� 21

F
b21 =

� 12

F
b22 =

� 22

F

B =

"
b11 b12

b21 b22

#

=
1
F

"
@2 �

@x1@x1
@2 �

@x1@x2
@2 �

@x1@x2
@2 �

@x2@x2

#

B =
H T

F
=

H
F

(puisqu'il s'agit d'un tenseur sym�etrique)

o�u B repr�esente le tenseur de courbure etH la matrice hessienne.

Le tenseur de courbure peut donc être repr�esent�e par la matrice hessienne. Les courbures

et directions principales correspondent respectivement aux valeurs propres et vecteurs propres

du tenseur de courbure, qui sont donc li�ees aux valeurs propres de la matrice hessienne par

les relations suivantes :

� min jB =
� min jH

F

� max jB =
� max jH

F

et associ�ees aux mêmes vecteurs propres.
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Gradient d'une surface : Le vecteur gradient de la surface donne aussi une information

importante. Ce vecteur correspond aux d�eriv�ees premi�eres de la surface :

r � =
�

@�
@x1

@�
@x2

�
(3.33)

Ce vecteur pointe dans la direction de variation maximale de la surface. Nous pouvons donc

facilement rep�erer les maximums et minimums locaux par inspection du champ vectoriel

de r � . L'identi�cation des crêtes tire avantage de cette information. Les crêtes (sillons)

correspondent en fait �a une s�erie de maximums (minimums) locaux dans la direction de

courbure maximale. Donc, en un point positionn�e sur une ligne de crête (sillon), la composante

du vecteur gradient est nulle dans la direction de courbure maximale, et la composante dans

l'autre direction n'est pas n�ecessairement nulle. Sur une ligne de crête (sillon), le vecteur

gradient peut donc prendre deux formes :

1. Si kr � k 6= 0, alors r � est perpendiculaire �a la direction de courbure maximale

2. Sikr � k = 0, alors les deux composantes du vecteur sont nulles, il s'agit d'un extremum

local.

Fonction test : Nous introduisons une fonction testF (x; y) qui exploite ces propri�et�es

pour identi�er les crêtes et les sillons. Nous d�e�nissons cette fonction par le produit scalaire

du vecteur gradient et du vecteur proprevmax associ�e �a la valeur propre la plus grande en

valeur absolue :

F (x; y) = r � � vmax (3.34)

La fonction F (x; y) est nulle lorsque le vecteurr � est perpendiculaire �avmax ou lorsque l'un

des deux vecteurs est nul. Dans cette derni�ere �eventualit�e, seul le vecteurr � peut être nul,

puisque les vecteurs propres sont toujours d�e�nis, même si la matrice hessienne est nulle.

Nous obtenons ainsi une autre surface d�e�nie par la fonction testF (x; y). Les courbes de

niveau o�u F (x; y) = 0 correspondent aux lignes de crête et de sillons de la surface. Le signe

de la valeur propre associ�ee �a la direction de courbure maximale nous indique s'il s'agit d'un

maximum (crête) ou d'un minimum (sillons) local :

{ Si � max < 0, alors il s'agit d'un maximum local, donc une crête.

{ Si � max > 0, alors il s'agit d'un minimum local, donc un sillon.

Il y a �evidemment un cas particulier, celui o�u j� max j = j� min j. Il y a dans cette situation

deux directions de courbure maximale. La zone de la surface o�u nous rencontrons ce genre

de situation ne pr�esente pas r�eellement de lignes de crête ou de sillon. La surface n'a pas un
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comportement anisotrope ou directionnel, comme lorsqu'il y a une ligne de crête ou de sillon.

En pratique, si nous rencontrons ce genre de surface, il est presque impossible d'obtenir des

valeurs propres exactement de même valeur �a cause des erreurs num�eriques introduites par les

m�ethodes de reconstruction de d�eriv�ees secondes. Les valeurs propres sont alors presque �egales

(j� max j � j � min j), ce qui se traduit par un ph�enom�ene qui s'apparente �a du bruit. Le mod�ele

analytique qui est �etudi�e �a la section 3.4.3 illustre bien ce ph�enom�ene. Les courbes extraites

pr�esentent alors un comportement un peu chaotique. Cependant, les SLC qui pr�esentent un

int�erêt correspondent aux zones du champ FTLE qui sont tr�es anisotropes. Donc, il n'y a

g�en�eralement pas d'ambigu•�t�e par rapport �a la direction principale.

Tenseur de d�eformation de Cauchy-Green : Le tenseur de d�eformation de Cauchy-

Green s'exprime comme suit :

S(x ; t0; T) =
d� t0+ T

t0
(x 1(t0))

dx

�
d� t0+ T

t0
(x 1(t0))

dx
(3.35)

Ce tenseur sym�etrique d�e�ni positif d�ecrit la d�eformation subie localement par les particules


uides dans un �ecoulement. Les vecteurs propres du tenseur correspondent aux directions

de d�eformations et les valeurs propres sont les amplitudes de ces d�eformations. Le signe du

logarithme de la valeur propre indique le type de d�eformation dans la direction associ�ee :

{ Si ln( � i ) > 0, alors les particules tendent �a s'�eloigner

{ Si ln( � i ) < 0, alors les particules tendent �a se rapprocher

Or les structures (SLC) de l'�ecoulement qui nous int�eressent sont celles o�u l'ensemble de

particules est �etir�e dans la direction parall�ele �a la courbe SLC, et compress�e dans l'autre

direction, celle perpendiculaire �a la courbe SLC. Elles existent si les trajectoires associ�ees

sont de type hyperbolique [50][58]. Pour garantir cette propri�et�e, le champ FTLE �a proximit�e

des SLC doit respecter la condition suivante :

� min = ln( � min (S)) < 0 < ln(� max (S)) = � max (3.36)

Cette condition a �et�e introduite dans [28], et garantit aussi l'existence math�ematique des

d�eriv�ees du champ FTLE.

Grilles d'interpolation cart�esiennes

�A partir d'une solution num�erique ou par une approche exp�erimentale, il est possible

d'obtenir un champ de vitesseu(x ; t) en fonction de la position et du temps, et de g�en�erer le

champ FTLE. Les m�ethodes exp�erimentales telles que la PIV (Particule Image Velocimetry)
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font l'acquisition du champ de vitesse sur des grilles cart�esiennes servant aussi �a interpoler

les vitesses lors du calcul du champ FTLE. Les m�ethodes actuelles d'identi�cation de SLC

pr�ef�erent utiliser ces grilles structur�ees même dans le cas o�u le champ de vitesse a �et�e g�en�er�e

num�eriquement sur un maillage non structur�e. Les vitesses sont alors interpol�ees sur une

grille structur�ee �a cause de la rapidit�e et de la simplicit�e des techniques de di��erences �nies

lors de l'�evaluation des d�eriv�ees n�ecessaires aux calculs du champ FTLE et �a l'identi�cation

des SLC.

Ces grilles structur�ees d'interpolation sont isotropes et de tailles constantes sur le domaine.

La pr�ecision et la d�e�nition des SLC extraites sont directement reli�ees �a la �nesse de la grille.

Les SLC sont des structures tr�es e�l�ees lorsque le temps d'int�egration est grand. Pour bien

les identi�er, les �el�ements doivent être aussi �ns que l'�epaisseur de la structure elle-même.

A�n d'augmenter la r�esolution, la technique de subdivision est parfois utilis�ee. C'est-�a-dire

que nous subdivisons les �el�ements jug�es trop grands en plus petits �el�ements. Cette technique

n'est toutefois pas totalement automatique et peut s'av�erer coûteuse. Il est aussi parfois

di�cile de cibler exactement les zones n�ecessitant une r�esolution accrue. Nous augmentons

alors la r�esolution g�en�erale de la grille d'interpolation. La �gure 3.44 montre un exemple de

ra�nements successifs pour am�eliorer la pr�ecision du champ FTLE. Les �gures sont tir�ees

de l'article de Vetel [57] ; la premi�ere image comporte environ 2000 �el�ements, la deuxi�eme

20 000 �el�ements et la derni�ere 200 000 �el�ements. Dans le cas pr�esent, la �nesse de la grille est

augment�ee globalement, même dans les r�egions qui ne requi�erent pas autant de pr�ecision. Le

nombre de n�uds n�ecessaires augmente lorsque nous tentons d'obtenir une bonne d�e�nition

des structures, surtout pour les temps d'int�egration �elev�es. Le champ de FTLE pr�esente alors

des d�etails �ns et pr�ecis qui n�ecessitent une taille tr�es petite des �el�ements dans la direction

perpendiculaire aux SLC.

Figure 3.44 Exemple de champs FTLE pour di��erentes r�esolutions et intervalles de temps
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3.4.2 Grilles d'interpolation anisotropes

Nous proposons d'adapter les grilles d'interpolation au champ FTLE a�n d'augmenter la

r�esolution dans les zones o�u apparaissent les SLC et de la diminuer dans les zones sans int�erêt.

Le caract�ere anisotrope des SLC se prête tr�es bien �a l'utilisation de maillages anisotropes. En

�el�ements �nis, nous utilisons la courbure d'une surface pour g�en�erer une m�etrique qui permet

d'obtenir un maillage anisotrope am�eliorant la pr�ecision de l'approximation de la surface. Ici,

nous utilisons la surface du champ de FTLE pour g�en�erer une m�etrique servant �a l'adaptation

de la grille d'interpolation. Par contre, il s'av�ere n�ecessaire de troquer les grilles structur�ees

pour des grilles non structur�ees dont les �el�ements sont triangulaires. Nous perdons donc un

certain avantage au niveau du calcul des d�eriv�ees, puisque les techniques de di��erences �nies

doivent être abandonn�ees au pro�t d'une m�ethode de projection pour reconstruire les d�eriv�ees

secondes requises pour �evaluer la courbure du champ FTLE.

�Evaluation du champ FTLE

Certaines modi�cations doivent donc être apport�ees �a l'algorithme d'�evaluation du champ

FTLE. Nous ne pouvons utiliser la m�ethode de di��erences �nies pour �evaluer les gradients du


ot, puisque nous utilisons une grille non structur�ee. Les m�ethodes de projection utilis�ees pour

l'estimation d'erreur en simulation par �el�ements �nis permettent d'obtenir une approximation

�equivalente des d�eriv�ees sur des maillages non structur�es. Ces m�ethodes ne sont toutefois pas

tr�es pr�ecises lorsque les maillages sont grossiers. Elles sont aussi relativement lourdes en

termes de calcul et ont tendance �a lisser le champ de FTLE obtenu, ce qui r�eduit la pr�ecision

de la position et la d�e�nition des structures �a capturer. Dans ce qui suit, nous proposons une

approche plus directe et plus pr�ecise d'�evaluation des gradients.

�Evaluation directe des gradients du 
ot : �A partir d'un champ de vitesse :

u (x; y) = f u(x; y) v(x; y)g (3.37)

nous calculons le vecteur 
ot, que nous exprimons selon la notation suivante :

� t0+ t
t0

(x 0) = � (t; t0; x0; y0) = f � x (t; t0; x0; y0) � y(t; t0; x0; y0)g (3.38)

Au temps t0 le vecteur 
ot correspond �a la condition initiale :

� (t0; t0; x0; y0) = f x0 y0g (3.39)
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La position �nale s'obtient en r�esolvant le syst�eme d'�equations di��erentielles ordinaires sui-

vant :

d�
dt

(t; t0; x0; y0) = u(� x (t; t0; x0; y0); � y(t; t0; x0; y0)) (3.40)

soumis �a la condition initiale � (t0; t0; x0; y0) = f x0 y0g et o�u t 2 [t0; T]. Le vecteur vitesse

est interpol�e sur la trajectoire � (t; t0; x0; y0) �a chaque pas de temps.

Le calcul du tenseur de d�eformation n�ecessite l'�evaluation des gradients suivants :

@�
@x0

(T; t0; x0; y0) =
�

@�x
@x0

(T; t0; x0; y0)
@�y
@x0

(T; t0; x0; y0)
�

@�
@y0

(T; t0; x0; y0) =
�

@�x
@y0

(T; t0; x0; y0)
@�y
@y0

(T; t0; x0; y0)
� (3.41)

o�u � (T; t0; x0; y0) est obtenue de la r�esolution du syst�eme d'EDO 3.40.

L'algorithme propos�e dans [50] utilise alors une m�ethode de di��erences �nies a�n d'obtenir

les gradients �a partir du champ de� (T; t0; x0; y0). Nous pouvons toutefois modi�er le syst�eme

EDO 3.40 de fa�con �a obtenir directement ces gradients. Premi�erement, nous prenons avantage

de la relation suivante qui permet d'intervertir les d�eriv�ees :

@
@x0

d�
dt

(t; t0; x0; y0) =
d
dt

@�
@x0

(t; t0; x0; y0) (3.42)

Ce qui conduit aux syst�emes d'�equations di��erentielles ordinaires suivants :

d
dt

@�
@x0

(t; t0; x0; y0) =
@u
@x

@�x
@x0

(t; t0; x0; y0) +
@u
@y

@�y
@x0

(t; t0; x0; y0) (3.43)

avec la condition initiale :

@�
@x0

(t0; t0; x0; y0) = f 1 0g (3.44)

De même, nous �ecrivons :

d
dt

@�
@y0

(t; t0; x0; y0) =
@u
@x

@�x
@y0

(t; t0; x0; y0) +
@u
@y

@�y
@y0

(t; t0; x0; y0) (3.45)

avec la condition initiale :

@�
@y0

(t0; t0; x0; y0) = f 0 1g (3.46)
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o�u t 2 [t0; T]. Les deux syst�emes sont li�es par les d�eriv�ees
@u
@x

et
@u
@y

qui sont �evalu�ees sur

les trajectoires� (t; t0; x0; y0) �a chaque pas de temps. Nous utilisons un sch�ema Runge-Kutta

d'ordre 5 pour la r�esolution des syst�emes qui m�ene aux gradients recherch�es en 3.41.

�Evaluation discr�ete de la fonction test F (x; y)

La fonction test F (x; y) doit être calcul�ee sur l'ensemble des n�uds de la grille d'interpo-

lation. Il est rare que la fonction soit nulle en un n�ud. Nous cherchons plutôt le passage par

z�ero de la fonction entre deux n�uds. La fonction test est �evalu�ee aux extr�emit�es de chaque

arête d'un �el�ement. Lorsqu'il y a changement de signe ou passage par z�ero de la fonction

sur une arête, nous estimons la position d'un point z�ero par interpolation. Nous �evaluons

ainsi la fonction test sur chacune des trois arêtes de chaque �el�ement de la grille. Lorsque

nous trouvons deux points sur un �el�ement, nous cr�eons une ligne (segment) qui permet de

g�en�erer une courbe SLC. Sur la �gure 3.45, la courbe en pointill�ee repr�esente une ligne de

crête th�eorique et les croix sont les points g�en�er�es par interpolation lin�eaire pour estimer la

position de la ligne de crête. Les valeurs positives et n�egatives de la fonction test sont not�ees

F + et F � .

Figure 3.45 Valeurs nodales de la fonction test.

L'�evaluation de la fonction test pr�esente toutefois une di�cult�e. Le sens des vecteurs

propres n'est pas unique. Un vecteur propre peut prendre l'un des deux sens oppos�es selon

l'algorithme qui est utilis�e pour le calculer. Si entre deux n�uds les vecteurs propres n'ont

pas le même sens, il y aura un passage par z�ero arti�ciel de la fonction test, qui engendrera de

fausses lignes de crête. La �gure 3.46 montre un exemple de vecteurs de sens oppos�es, mais

de mêmes directions. A�n de contourner ce probl�eme, nous proposons l'algorithme suivant.

Les �etapes sont illustr�ees �a la �gure 3.47.
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Figure 3.46 Vecteurs propres de sens oppos�es

1. Soit l'arête form�ee des n�uds a et b et orient�ee selon le vecteure. Dans un premier

temps, nous choisissons le sens du vecteur proprevmax ja au point a de mani�ere �a

obtenir :

hvmax ja, ei � 0

Si ce produit scalaire est n�egatif, nous inversons le sens devmax ja.

2. Dans un deuxi�eme temps, nous choisissons le sens du vecteur proprevmax jb au point b

de mani�ere �a obtenir :

hvmax ja � vmax jbi > 0

Si le produit scalaire est n�egatif, nous changeons le sens du vecteur.

En choisissant de cette mani�ere le sens des vecteurs propres maximaux en nous basant sur

l'orientation de l'arête, nous �evitons le passage arti�ciel par z�ero de la fonction testF (x; y).

Figure 3.47 �Etapes permettant le bon choix de sens des vecteurs propres par rapport �a
l'orientation de l'arête.
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3.4.3 Champ de vitesse analytique

A�n d'exposer notre m�ethode, nous utilisons un champ de vitesse analytique de double

tourbillon. La fonction de courant correspondante s'�ecrit comme suit :

 (x; y; t ) = A sin(�f (x; t )) sin(�y )

o�u f (x; t ) = " sin(!t )x2 + (1 � 2" sin(!t ))x
(3.47)

Les param�etres ont les valeurs suivantes :A = 0:1, ! = 0:2� et � = 0:1. Le champ de vitesse

de cet �ecoulement est donn�e par :

u(t; x; y ) = �
@ 
@y

= � � A sin(�f (x; t )) cos(�y ) (3.48)

v(t; x; y ) =
@ 
@x

= � A cos(�f (x; t )) sin(�y )
df
dx

(3.49)

et est repr�esent�e �a la �gure 3.48 �a di��erents temps. L'�ecoulement pr�esente deux tourbillons en

rotation oppos�ee. La ligne de tangence s�eparant les deux tourbillons oscille p�eriodiquement

de la positionx � 0:9 �a x � 1:1. Il s'agit d'un �ecoulement qui semble plutôt simplea priori .

Par contre, les SLC extraits permettent de d�evoiler des ph�enom�enes qu'il est impossible

d'identi�er en examinant le champ de vitesse ou les lignes de courant.

Dans ce qui suit, nous abordons deux types d'analyse. La premi�ere analyse se fait avec

di��erentes valeurs de l'intervalle d'int�egration, soit de T = 0:1 �a T = 10, pour un temps

physique �xe t = 0:0, qui permet de montrer l'�evolution des SLC par rapport au temps

d'int�egration. Le deuxi�eme type d'analyse se fait avec un temps d'int�egration �xe sur une

plage de temps physique allant det = 0:0 �a t = 10:0, soit la dur�ee d'une p�eriode de

l'�ecoulement. Cette analyse met en lumi�ere l'�evolution des di��erentes structures de l'�ecoule-

ment sur une p�eriode compl�ete.
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Figure 3.48 Champ de vitesse analytique �a di��erents temps
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Analyse en temps d'int�egration

Nous voulons montrer l'in
uence du temps d'int�egration sur la d�e�nition des SLC. Pour

ce faire, nous utilisons une grille d'interpolation qui contient environ 8000 n�uds. La norme

de calcul de la m�etrique a beaucoup d'in
uence sur la grille d'interpolation g�en�er�ee. La

di��erence majeure entre l'adaptation de maillages �el�ements �nis et l'adaptation de grilles

d'interpolation est justement le crit�ere d'adaptation du maillage. En simulation num�erique

c'est l'estimation de l'erreur qui guide le choix de la norme de calcul de la m�etrique. Nous

choisissons celle qui engendre le maillage pour lequel l'estimation d'erreur est minimale. Pour

les grilles d'interpolation, c'est un peu di��erent. L'adaptation de la grille est li�ee en quelque

sorte �a l'erreur qu'elle induit sur la m�etrique. Cependant, le crit�ere principal de s�election est

beaucoup plus qualitatif : nous voulons obtenir la meilleure d�e�nition possible des SLC, soit

des courbes SLC qui sont continues, lisses et dont la position est pr�ecise.

Des r�esultats obtenus sur une grille structur�ee indiquent que les courbes de SLC princi-

pales correspondent �a des structures relativement minces, comme le montre la �gure 3.49.

Nous optons donc dans un premier temps pour la norme in�niL1 pour le calcul de la

m�etrique sur le champ FTLE.

Figure 3.49 Champ FTLE sur une grille cart�esienne de 80000 �el�ements

La �gure 3.50 pr�esente la s�erie d'adaptation et les champs FTLE pour les temps d'int�e-

gration T = 0:01, T = 1:0, T = 4:0, T = 6:0 et T = 10:0 secondes. Les SLC correspondent

aux zones de valeurs �elev�ees du champ FTLE (couleur variant du jaune au rouge). Ces

zones s'allongent et s'amincissent �a mesure que le temps d'int�egration augmente. D'ailleurs �a

T = 10:0 il est di�cile de distinguer les zones de couleurs jaune-rouge, ce qui montre �a quel

point les structures sont anisotropes et e�l�ees. La �gure 3.54a) montre une vue isom�etrique

de la surface du champ FTLE et permet de constater �a quel point la SLC principale est �ne

et e�l�ee.
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Les grilles d'interpolation traduisent tr�es bien cette �evolution. Les �el�ements s'alignent et

s'allongent comme les structures du champ de FTLE. Les grilles s'adaptent autant pour les

crêtes que pour les sillons, puisque la m�etrique, qui se base sur la courbure de la surface, ne

tient pas compte de cette distinction. Les �el�ements se concentrent sur les structures aniso-

tropes du champ FTLE. Il y a donc beaucoup de n�uds sur les SLC principales, soit celles

aux parois et celle qui �evolue �a l'int�erieur du domaine. La densit�e de n�uds diminue dans les

zones de FTLE faible, qui sont des zones de moindre int�erêt. Les �guresc) et d) d�evoilent la

pr�esence de SLC secondaires qui diminuent d'intensit�e �a mesure que le temps d'int�egration

augmente.



121

Figure 3.50 Champs FTLE et grilles d'interpolation
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Figure 3.51 Gros plan sur la racine de la SLC principale

La �gure 3.51 montre en gros plan une vue �a la paroiy = 0 de la structure principale,

et nous pouvons appr�ecier �a quel point les �el�ements sont �etir�es et concentr�es sur la SLC. Le

ratio d'anisotropie ou d'�etirement est extrême dans la r�egion du SLC principale. Pour cet

�ecoulement et un temps d'int�egration T � 12 secondes, le ratio d'�etirement est de l'ordre

du 1 : 105. Ce qui se traduit par un espacement moyen dans cette zone de 1:0 � 10� 6. Pour

obtenir une pr�ecision �equivalente sur l'�epaisseur de la SLC avec une grille triangulaire struc-

tur�ee isotrope, le nombre de n�uds r�esultant serait gigantesque.�A titre d'exemple, prenons

seulement deux �el�ements �etir�es selon un ratios = 1:0 � 105, comme illustr�e �a la �gure 3.52.

Pour obtenir une grille isotrope de pr�ecision �equivalente, cette grille devrait compter 2:0� 105

�el�ements. Si nous transposons ce constat sur la zone entourant une SLC, il est �evident qu'il

est pratiquement impossible d'atteindre le même niveau de pr�ecision sur la SLC principale

avec une grille structur�ee.

Figure 3.52 Ratio du nombre d'�el�ements

D'ailleurs si nous nous r�ef�erons �a la �gure 3.49, la SLC principale semble beaucoup plus

large en �epaisseur que celle obtenue sur une grille adapt�ee telle que montr�ee �a la �gure

3.50e). Il est d'ailleurs di�cile de la distinguer tellement elle est mince sur cette �gure. La

grille structur�ee comporte environ 80 000 n�uds, soit environ 10 fois plus que les grilles

d'interpolation adapt�ees. Le fait que la SLC obtenue est �epaisse s'explique par l'espacement

entre les n�uds. La �gure 3.53 montre une section d'un champ FTLE typique. La SLC est
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une structure tellement mince et e�l�ee qu'une faible r�esolution a comme cons�equence de

tronquer le champ FTLE et d'en fausser l'intensit�e. Ce qui peut conduire par la suite �a une

mauvaise repr�esentation des SLC.

Lorsque le temps d'int�egration est �elev�e et que la grille de d�epart est trop grossi�ere dans

la r�egion de la SLC, il se peut qu'il soit di�cile d'obtenir un champ FTLE ayant une bonne

d�e�nition le long des SLC. La �gure 3.54a) montre le genre de champ qu'il n'est pas sou-

haitable d'obtenir. Le champ FTLE est mal �evalu�e le long de la SLC principale puisque la

r�esolution est trop faible dans la direction transverse �a la SLC, �a l'instar de l'exemple de

la �gure 3.53. Le mauvais champ FTLE engendre une mauvaise m�etrique qui conduit �a une

grille d'interpolation dont la r�esolution n'est pas ad�equate. La m�etrique n'est alors pas celle

du vrai champ FTLE et la grille qui en d�ecoule ne concentre pas les n�uds au bon endroit,

car la courbure reconstruite pour le calcul de la m�etrique est beaucoup plus faible que la

courbure r�eelle.

Figure 3.53 Coupe du champ FTLE : en noir il s'agit d'un exemple de champ FTLE typique
et en rouge le champ FTLE num�erique

C'est exactement ce qui se produit lorsque nous utilisons la normeL1 pour le calcul de

la m�etrique. Cette norme concentre beaucoup moins les n�uds sur les structures anisotropes

de la surface et r�epartit les n�uds sur le reste de la grille. La �gure 3.55 montre la di��erence

entre les grilles obtenues pour le même temps d'int�egration. Celle de la normeL1 permet

de bien d�e�nir toutes les petites variations du champ FTLE, soit les SLC secondaires. Par

contre, puisque la densit�e de n�uds sur l'�epaisseur de la SLC principale n'est pas assez grande

nous n'arrivons jamais �a obtenir une d�e�nition r�eguli�ere de la crête �a des temps d'int�egration

�elev�es.

Même avec la normeL1 , il est n�ecessaire de faire une mont�ee en temps d'int�egration, un
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Figure 3.54 Champ FTLE sur des grilles anisotropes adapt�ees selon diff�erentes m�etriques

Figure 3.55 Grilles anisotropes adapt�ees selon di��erentes m�etriques

peu �a la mani�ere des mont�ees en Reynolds pour la simulation des �equations de Navier-Stokes

en �el�ements �nis. Plus la mont�ee en temps est graduelle, plus le nombre de boucles d'adap-

tation requises pour obtenir une bonne grille d'interpolation est faible. Pour les r�esultats

pr�esent�es ici, nous avons opt�e pour un pas de temps d'int�egration de 0:1 et avons limit�e le

nombre de boucles d'adaptation �a 2 par pas de temps.

Le r�esultat �nal recherch�e est la d�e�nition et l'identi�cation des courbes SLC. La �gure

3.56 montre ces courbes obtenues �aT = 10:0 secondes. Il y a plusieurs SLC. La SLC princi-

pale est celle qui d�ebute au centre de la paroiy = 0. Il s'agit de la SLC principale puisqu'elle

correspond aux valeurs les plus �elev�ees du champ FTLE, donc celle qui s'apparente le plus

�a une structure lagrangienne. Les autres SLC sont de moindres int�erêts puisqu'elles corres-

pondent �a des valeurs beaucoup moins �elev�ees du champ FTLE. Nous concentrons donc la

prochaine analyse sur la SLC principale. Pour former ces courbes SLC, nous avons tout sim-
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plement form�e des segments de courbe sur chacun des �el�ements pr�esentant un passage par

z�ero de la fonction test comme expliqu�e �a la section 3.4.1. Tous les segments de courbe sont

ensuite a�ch�es pour former les courbes SLC.

Figure 3.56 SLC secondaires et principales �aT = 10:0

La �gure 3.57 montre l'�evolution de la SLC principale dans le temps.�A T = 0:1 il se

produit un ph�enom�ene particulier, o�u les SLC semblent chaotiques et mal d�e�nies. Le champ

FTLE est pourtant bien d�e�ni si nous regardons la �gure 3.50a). Toutefois, ce champ ne

pr�esente aucune structure anisotrope s'apparentant aux SLC. Nous avons fait mention de ce

ph�enom�ene �a la section 3.4.1. La forme du champ FTLE est telle que les valeurs propres de

la matrice hessienne sont presque identiques. Puisqu'il s'agit d'un champ FTLE discret, une

certaine erreur s'introduit lors de la reconstruction des d�eriv�ees, et elle est alors su�samment

importante pour changer localement la direction principale d'un n�ud �a l'autre. Les SLC

semblent alors instables et chaotiques.

Lorsque le temps d'int�egration augmente, le champ FTLE se pr�ecise et s'organise en

structures anisotropes. Les courbes SLC s'approchent de plus en plus de la ligne mat�erielle

th�eorique, o�u le 
ux transversal �a la courbe est nul. Les instabilit�es des SLC diminuent et

s'estompent au fur et �a mesure que l'anisotropie des structures augmente. Les SLC sont

alors mieux d�e�nies et s'allongent avec l'augmentation du temps d'int�egration. La position

de la courbe n'est pas in
uenc�ee par le tempsT d'int�egration (mis �a part les premiers temps

d'int�egration), seule son intensit�e augmente avec le temps.
�A T = 10, nous obtenons la SLC principale. Par simple inspection du champ FTLE,

nous pouvons d�eterminer la position de la SLC. Cependant, la nature tr�es anisotrope de

cette structure et le fait qu'elle est tr�es mince compliquent son identi�cation. L'algorithme

d'identi�cation permet donc d'obtenir la position presque exacte de la structure et simpli�e

son extraction du champ FTLE.

La �gure 3.58 montre �nalement la courbe SLC principale obtenue �a partir du champ
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Figure 3.57 SLC principale �a di��erents temps d'int�egration

FTLE calcul�e sur la grille d'interpolation adapt�ee en norme L1. Nous obtenons la même

forme g�en�erale, mais il est �evident que la courbe n'est pas continue. Il semble que cette norme

ne garantit pas une bonne d�e�nition des SLC principales. Pour un temps d'int�egration moins

grand, lorsque les SLC sont moins e�l�ees, cette norme donne des r�esultats similaires �a la

norme L1 , et les SLC sont aussi bien d�e�nies dans les deux normes. Toutefois puisque nous

cherchons �a obtenir les SLC les mieux d�e�nies, la normeL1 semble la meilleure option pour

le calcul de la m�etrique pour cet �ecoulement.

Analyse en temps physique

�A partir de la grille d'interpolation obtenue de l'analyse pr�ec�edente au temps d'int�egration

T = 10 secondes, nous d�ebutons l'analyse en temps physique sur une p�eriode de l'�ecoulement

de t = 0:0 �a t = 10:0 secondes. Pour ce faire, nous conservons le même nombre de boucles

d'adaptation par pas de temps que nous �xons �a 0:05 seconde. Cette tr�es petite valeur se
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Figure 3.58 SLC principale obtenue par une grille adapt�ee en normeL1 �a T = 10:0

justi�e par la faible �epaisseur de la SLC et sa vitesse de d�eplacement. Si nous choisissons

un pas de temps trop grand, la SLC principale se retrouve dans une zone de la grille moins

dense au pas suivant. Le champ FTLE peut alors pr�esenter des oscillations au niveau des

structures les plus anisotropes (comme illustr�e �a la �gure 3.54), qui entrâ�nent une perte de

d�e�nition des SLC.

La �gure 3.59 montre quelques-unes des grilles obtenues au cours de la simulation. Nous

noterons que les grilles s'adaptent bien aux mouvements des structures. En fait, nous pouvons

pratiquement d�eduire la position des structures principales �a partir de la grille. La �gure 3.60

montre les courbes SLC extraites sur les huit grilles de la �gure 3.59.�A la �gure b) apparâ�t

une courbe SLC qui semble se d�etacher de la paroi sup�erieure. Elle se rapproche par la

suite de la courbe SLC principale pour s'y connecter �a l'imaged). Les champs FTLE et

les grilles d'interpolation montrent qu'il s'agit en fait de la même structure, puisque nous y

voyons une structure continue presque tout au long de la p�eriode. C'est le crit�ere de s�election

des segments de courbe SLC qui fausse le r�esultat. Nous avons tout simplement s�electionn�e

les SLC correspondantes aux valeurs du champ FTLE qui sont �egales ou sup�erieures �a un

certain seuil. Or la SLC principale n'est pas partout de même intensit�e et la valeur du champ

FTLE est parfois inf�erieure au seuil �x�e. C'est aussi pour cette raison que les courbes SLC

principales ne sont pas aussi longues qu'elles ne le paraissent sur les champs FTLE et les

grilles d'interpolation.

Le choix du temps d'int�egration est presque un art en soit. Il d�epend du temps ca-

ract�eristique du syst�eme dynamique ou de l'�ecoulement. Nous avons opt�e pour un temps de

10 secondes correspondant �a une p�eriode de l'�ecoulement. Si nous avions choisi une valeur

plus grande, les structures auraient �et�e plus longues et probablement continues tout au long

de l'�ecoulement, aboutissant ainsi en une meilleure d�e�nition des courbes SLC. Par contre,

�a partir d'une valeur critique du temps d'int�egration le processus d'adaptation �eprouve de la

di�cult�e �a g�en�erer de bonnes grilles d'interpolation. Comme nous l'avons vu, plus le temps

d'int�egration augmente plus les structures deviennent minces et e�l�ees. Les �el�ements de la
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grille s'�etirent alors de plus en plus pour se concentrer sur ces structures anisotropes. Le

ratio d'�etirement atteint alors des valeurs extrêmes qui d�epassent les capacit�es du mailleur

que nous avons utilis�e.
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Figure 3.59 Grilles d'interpolation adapt�ees
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Figure 3.60 Courbes SLC
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Ce m�emoire a pour but l'�etude de l'adaptation de maillages non structur�es anisotropes,

et plus particuli�erement la m�ethode faisant appel aux m�etriques optimales multi-�echelle de

minimisation de l'erreur d'interpolation en normeLp. Nous avons tent�e d'illustrer d'un point

de vue g�eom�etrique la d�e�nition de cette m�etrique optimale, ce qui a entre autres permis de

visualiser le principe d'�equidistribution de l'erreur �a la base de cette m�ethode d'adaptation.

Nous avons par la suite mis en oeuvre la m�ethode tout en soulignant certaines de ses ca-

ract�eristiques dont il faut tenir compte, telles les limites num�eriques �a imposer lors du calcul

des valeurs propres et le choix de la strat�egie de calcul de la m�etrique d'adaptation lorsque

plusieurs variables sont en jeu.

Intersection de m�etriques

Quant �a ce dernier aspect, il s'est av�er�e �evident que l'intersection de m�etriques est la seule

strat�egie de calcul de la m�etrique d'adaptation qui respecte le comportement de l'�ecoulement.

Toutefois, certaines avenues n'ont pu être �etudi�ees dans ce travail. Mentionnons d'une part le

choix de la norme de calcul des m�etriques de bases. Les di��erentes variables d'un �ecoulement

n'�evoluent pas de la même mani�ere et ne n�ecessitent peut-être pas la même norme pour

le calcul de leur m�etrique de base respective. Par exemple, nous avons vu que la norme

L1 semblait dans la plupart des cas donner les meilleurs r�esultats pour les m�etriques de

vitesses en consid�erant l'estimation d'erreur en norme �energie. Par contre, pour la variable

de pression rien ne nous indique qu'il s'agit de la norme de calcul de m�etrique ad�equate.

Une norme di��erente permettrait peut-être de mieux d�e�nir la pression sur l'ensemble du

domaine sans sacri�er la pr�ecision au niveau des structures anisotropes.

D'autre part, cette m�ethode d'adaptation par m�etrique optimale se veut une m�ethode

multi-�echelle, c'est-�a-dire une m�ethode d'adaptation de maillage pouvant convenir aux diff�e-

rentes amplitudes et structures d'une solution. La normeL1 permet de concentrer les n�uds

sur les structures fortement anisotropes et de fortes amplitudes, tandis que les normes plus

faibles r�epartissent les n�uds plus uniform�ement et permettent la capture et une meilleure

d�e�nition des structures d'amplitude plus faible (par exemple, les structures Lagrangiennes

coh�erentes secondaires du champ de Lyapunov). Or il serait possible de capturer toutes ces

structures par l'intersection des m�etriques calcul�ees sur une même variable dans di��erentes

normes de calcul de m�etrique. Ainsi, pour les champs de Lyapunov un maillage d�evoilant

parfaitement les SLC principales et secondaires pourrait être obtenu par l'intersection des

m�etriques calcul�ees en normeL1 et L1. Il s'agirait alors d'une vraie m�ethode multi-�echelle.
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Il serait aussi int�eressant de voir quel serait l'impact d'une telle intersection sur l'estimation

d'erreur des vitesses et de la pression d'un �ecoulement.

�El�ements �nis

Les r�esultats obtenus pour les di��erentes simulations par �el�ements �nis nous ont montr�e

l'e�cacit�e des maillages anisotropes face �a celle des maillages isotropes. Il est �evident qu'un

maillage anisotrope, même pour un �ecoulement qui n'est pas fortement anisotrope, permet

d'obtenir un niveau de pr�ecision sup�erieur �a un maillage isotrope pour un nombre de n�uds

�equivalent. Plus l'�ecoulement pr�esente un comportement anisotrope et plus la di��erence de

nombre de n�uds entre ces deux types de maillage sera grande.

Nous avons introduit l'adaptation de maillages anisotropes aux �ecoulements axisym�etri-

ques. Comme il a �et�e mentionn�e �a cette section, une hypoth�ese importante a �et�e pos�ee pour

la simulation pr�esent�ee dans ce travail. La composanter a �et�e omise dans la d�e�nition du

domaine �el�ementaire pour les int�egrales utilis�ees lors du calcul duDL p et lors de la recons-

truction des d�eriv�ees pour obtenir le Hessien. Il est di�cile d'�evaluer la v�eritable in
uence

de ce choix sur la g�en�eration du maillage. Pour le calcul duDL p , c'est le nombre de n�uds

r�esultant du maillage qui est a�ect�e. Ce nombre sera plus ou moins �elev�e d�ependamment de

la g�eom�etrie du domaine et de l'�ecoulement. Par contre, pour la reconstruction des d�eriv�ees

il est moins �evident d'en pr�edire les cons�equences r�eelles, et il serait n�ecessaire de les �evaluer.

Taux de convergence

L'adaptation de maillage se fait en deux volets. Le premier consiste �a adapter le maillage

pour un nombre de n�uds �xe. Ce type d'adaptation nous a permis d'�etudier comment un

maillage �evolue vers sa con�guration optimale. Le deuxi�eme volet consiste �a augmenter suc-

cessivement le nombre de n�uds du maillage apr�es chaque cycle d'adaptation �a nombre de

n�uds �xe. Les �etapes sont ainsi r�ep�et�ees jusqu'�a l'obtention du niveau d'erreur d�esir�e. Le

taux de convergence global observ�e nous indique que souvent d�es les premiers maillages, l'er-

reur estim�ee se situe pr�es de la courbe asymptotique th�eorique de convergence. Ceci s'explique

par le premier volet de l'adaptation qui vise �a obtenir un maillage optimal, peu importe le

nombre de n�uds de ce dernier. Les maillages retenus pour illustrer le taux de convergence

sont donc tous quasi optimaux.

Identi�cation des structures lagrangiennes coh�erentes

L'adaptation anisotrope des grilles d'interpolation s'av�ere un outil tr�es performant pour

am�eliorer la pr�ecision des champs de FTLE et la r�esolution des structures lagrangiennes
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coh�erentes. En am�eliorant la d�e�nition du champ FTLE, nous am�eliorons du même coup la

qualit�e des courbes SLC extraites. L'adaptation anisotrope des grilles d'interpolation permet

d'�etirer les �el�ements le long des structures du champ FTLE et permet d'atteindre des niveaux

de pr�ecision impressionnant en utilisant peu d'�el�ements.

L'am�elioration de la qualit�e de ces courbes s'accompagne d'une diminution de la taille des

grilles d'interpolation grâce �a l'adaptation anisotrope. Les �el�ements sont �etir�es parall�element

aux structures du champ FTLE et permettent d'atteindre des niveaux de pr�ecision impres-

sionnants en utilisant peu d'�el�ements. Les ratios d'�etirement atteignent des valeurs extrêmes

d�epassant 1 : 105 dans les r�egions les plus anisotropes du champ FTLE. Les grilles conven-

tionnelles cart�esiennes requi�erent tellement d'�el�ements a�n d'obtenir une pr�ecision acceptable,

qu'elles s'av�erent d'une utilit�e pratique limit�ee. Les structures extraites sur ces grilles sont

similaires �a celles obtenues sur des grilles adapt�ees, mais sont toutefois moins pr�ecises.

Les grilles conventionnelles cart�esiennes permettent l'utilisation de m�ethodes de di��erences

�nies pour l'�evaluation des di��erentes d�eriv�ees requises tout au long du processus. Ces

m�ethodes sont simples et rapides et se traduisent par des temps de calcul relativement courts,

même pour des grilles comportant beaucoup de n�uds. Nous ne disposons pas de technique

rapide d'�evaluation des d�eriv�ees sur les grilles d'interpolation non structur�ees. Nous utilisons

alors les mêmes techniques qu'en estimation d'erreur pour calculer les d�eriv�ees. Ces m�ethodes

sont lourdes, peu pr�ecises aux parois du domaine et introduisent une certaine erreur. A�n

d'�eliminer une �etape d'�evaluation de d�eriv�ees, nous avons donc introduit une nouvelle ap-

proche pour �evaluer les exposants de Lyapunov. Une modi�cation du syst�eme d'�equations

aux d�eriv�ees ordinaires permet d'�evaluer directement les d�eriv�ees n�ecessaires au calcul du

tenseur de d�eformation de Cauchy-Green. La performance de cette nouvelle approche n'a pas

�et�e �etudi�ee ici, mais tout nous laisse croire �a son bon fonctionnement. Cette approche devrait

faire l'objet de travaux futurs.

La prochaine �etape consiste �a tester la m�ethode sur des �ecoulements plus physiques qui

permettront de mieux cerner le compromis �a faire dans le choix de la norme de calcul de

la m�etrique par rapport aux structures qui doivent être extraites. Finalement, des essais

sur des �ecoulements men�es en laboratoire permettront de mettre la pr�esente m�ethode �a

l'�epreuve, et de voir l'in
uence du bruit inh�erent aux donn�ees exp�erimentales sur la m�ethode

d'identi�cation des SLC.
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ANNEXES

A Erreur d'interpolation lin�eaire pour 1 dimension

L'�equation 2.4 repr�esente une borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation.

E1(x) �
D (2)

u

2
(x � x i )(x � x i +1 )

Le maximum du termeF = ( x � x i )(x � x i +1 ) se trouve en prenant la d�eriv�ee par rapport �a

x.

@F
@x

= 2x � (x i + x i +1 ) = 0

F est maximal lorsquex =
x i + x i +1

2
. La borne sup�erieure de l'erreur devient alors :

E1(x) �
D (2)

u

2

�
x i + x i +1

2
� x i

� �
x i + x i +1

2
� x i +1

�

E1(x) �
D (2)

u

2

�
x i +1 � x i

2

� �
x i � x i +1

2

� (50)

Et �nalement, en prenant la valeur absolue et en d�e�nissant la tailleh = x i +1 � x i

E1(x) �
D (2)

u

2

�
�
�
�

�
x i +1 � x i

2

� �
x i � x i +1

2

� �
�
�
� =

D (2)
u

8
(x i +1 � x i )2

On obtient l'expression de la borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation sur un �el�ement 1D.

E1(x) �
D (2)

u

8
h2 (51)
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B Transformation de l'espace de r�ef�erence vers l'espace physique

Les d�eriv�ees secondes deu dans l'espace de r�ef�erence s'expriment en fonction des d�eriv�ees

dans l'espace physique.

2
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(52)

Si le vecteur
h
N

i
d�ecrit une transformation lin�eaire, alors la matrice

h
T1

i
vaut 0. La matrice

h
T2

i
s'exprime en fonction des coe�cients de la matrice jacobienneJ .

h
T2

i
=

2

6
4

J 2
11 J 2

12 2J11J12

J 2
21 J 2

22 2J21J22

J11J21 J12J22 J11J22 + J12J21

3

7
5 (53)

La matrice jacobienne est d�e�nie comme suit :

h
J

i
=

2

6
6
6
6
4

@x
@�

@y
@�

@x
@�

@y
@�

3

7
7
7
7
5

La matrice
h
T2

i
prend la forme suivante :
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On peut r�e�ecrire l'�equation 52 comme suit :
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D'autre part, on peut d�e�nir x et y en fonction de� et � par les relations suivantes :

x(�; � ) =
h
N

i
x i

= (1 � � � � )x1 + �x 2 + �x 3

y(�; � ) =
h
N

i
y i

= (1 � � � � )y1 + �y 2 + �y 3

o�u x i et yi repr�esentent les coordonn�ees des sommets du triangle dans l'espace physique. On

peut en tirer les d�eriv�ees premi�eres par rapport� et � .

@x
@�

= x2 � x1 = xa

@x
@�

= x3 � x1 = xc

@y
@�

= y2 � y1 = ya

@y
@�

= y3 � y1 = yc

En rempla�cant ces derniers r�esultats dans l'�equation 54, on obtient les trois expressions

suivantes :
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L'Erreur d'interpolation, exprim�ee par l'�equation 2.24, peut alors être exprim�ee dans l'espace

physique en fonction dex, y et de leurs d�eriv�ees.

E(x; y) �
1
8
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x2

a
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@x2

+ y2
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� 2
�
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+ ( ya + yc)
2 @2u
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+ 2 ( xa � xc) (ya � yc)
@2u

@x@y

� (55)

Apr�es simpli�cation, on obtient l'�equation 55. Par inspection et en prenant la valeur absolue

des coe�cients devant les termes de d�eriv�ees secondes comme suit :

jxa � xcj = jx2 � x1 � x3 + x1j = jx2 � x3j = xb

jya � ycj = jy2 � y1 � y3 + y1j = jy2 � y3j = yb

on obtient �nalement l'expression de la borne sup�erieure de l'erreur d'interpolation sur

l'�el�ement dans l'espace physique.
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C Preuve de la borne sup�erieure sur la valeur absolue de la matrice hessienne

Supposons une quantit�e d�e�nie par le produit scalaire suivant :

E = hL ; H L i (57)

o�u L repr�esente un vecteur etH repr�esente une matrice sym�etrique et qui peut être diago-

nalis�ee de la fa�con suivante :

H = R� RT = R

"
� 1 0

0 � 2

#

RT

La matrice R est la matrice des vecteurs propres deH associ�es aux valeurs propres� 1 et � 2.

On peut d�ecomposer l'�equation 57 comme suit :

E = L T R� RT L = hm ; � m i

En consid�erant maintenant les deux quantit�es suivantes, o�uj� j = � :

E = hm ; � m i E = hm ; � m i

on obtient les expressions suivantes :

E = m2
1� 1 + m2

2� 2 E = m2
1� 1 + m2

2� 2

Si � 1 = � 1, on peut obtenir l'�egalit�e suivante :

E � m2
2� 2 = E � m2

2� 2

E = E + m2
2

�
� 2 � � 2

�

Si � 2 = � 2, les 2 quantit�es sont �egalesE = E.

Si � 2 = � � 2, alors E > E .

Finalement, on peut conclure que

hL ; H L i � h L ; jH jL i
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D Tailles r�esultantes lorsque les deux valeurs propres sont plus petites que "

Reprenons les �equations 2.71 et 2.72 des tailles r�esultantesh�
s et h�

t :

h�
s = D

� 1
2

L p

�
"2p+1

s

j� t j

� � 1
4( p+1)

h�
t = D

� 1
2

L p

�
j� t j2p+1

" s

� � 1
4( p+1)

et consid�erons maintenant la condition o�u j� t j est aussi plus petite que la valeur seuil" .

En rempla�cant la valeur propre par sa nouvelle valeur on obtient le tailles r�esultantes qui

suivent :

ehs = D
� 1
2

L p

�
"2p

� � 1
4( p+1)

eht = D
� 1
2

L p

�
"2p

� � 1
4( p+1)

Elles ont �evidemment les mêmes valeurs. Si on prend le ratio entre les tailles r�esultantes et

les tailles originales, on obtient ce qui suit pour les tailles dans la directions :

hs

ehs

=
�

"2p j� t j
j� sj2p+1

� 1
4( p+1)

=
�

"p s
j� sjp

� 2
4( p+1)

� 1

Ce ratio est toujours plus petit ou �egal �a 1. Par contre, lorsqu'on observe le ratio de tailles

dans l'autre direction on a :

ht

eht

=
�

"2p j� sj
j� t j2p+1

� 1
4( p+1)

=
�

"p

s j� t jp

� 2
4( p+1)

Or ce ratio peut prendre di��erentes valeurs. Par exemple, le ratio prend les valeurs suivantes

d�ependamment de la valeur proprej� t j :

Si j� t j � " s � 1
p alors eht � ht

Si j� t j � " s � 1
p alors eht � ht

Ainsi, la taille r�esultante eht peut parfois être plus grande que la taille originale dans la

direction critique, celle de plus grande courbure.



145

E Matrice N nulle

Soit deux m�etriques M 1 et M 2 di��erentes de z�ero et d�e�nies par :

M 1 =

"
a b

b c

#

M 2 =

"
A B

B C

#

Le produit de ces deux m�etriques donne la matrice suivante :

N =

"
(aA + bB) (aB + bC)

(bA + cB) (bB + cC)

#

Si N est nulle, on a :

aA + bB = 0 ( i )

aB + bC = 0 ( ii )

bA + cB = 0 ( iii )

bB + cC = 0 ( iv )

De (i ) et (iii ) on obtient :

a
b

=
b
c

ac� b2 = 0

et de (i ) et (ii ) on obtient :

B
A

=
C
B

AC � B 2 = 0

Donc, la premi�ere condition pour que la matriceN soit nulle est que les d�eterminants des

m�etriques M 1 et M 2 soient nuls. La deuxi�eme condition implique les relations (i ), ( ii ) et
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(iv ) et �xe un ratio entre les coe�cients des deux m�etriques :

aA = � bB = cC

Ces deux conditions sont n�ecessaires pour que la matriceN soit nulle. Par contre, par

d�e�nition les m�etriques ont un d�eterminant di��erent de z�ero et par construction elles sont

non nulles, ce qui assure une matriceN toujours di��erente de z�ero.
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