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RESUME

Parmi tous les parametres physiques considérés lors de I'analyse de stureté d'un réacteur
nucléaire, le fluz de chaleur critique (FCC) fait partie des plus importants. Afin d’étudier
le FCC sous des conditions expérimentales relativement sécuritaires, la chaleur dégagée par
le combustible nucléaire peut étre reproduite grace a l'effet de Joule. Or, afin de générer la
puissance thermique nécessaire pour les expériences sur le FCC des réacteurs CANDU, des
courants électriques tres élevés de 1'ordre de plusieurs dizaines de milliers d’amperes sont re-
quis ce qui génere un champ magnétostatique tres intense capable d’interagir avec la section

d’essais et 'instrumentation.

Conséquemment, 'industrie nucléaire est préoccupée par les effets de ce champ magnétique
sur les données collectées et par les forces d’origine magnétique agissant sur le systeme. Dans
ce contexte, le travail présenté dans ce mémoire de maitrise vise I'implémentation d’une mé-
thodologie de calcul capable de fournir une information détaillée sur le champ magnétique

engendré par ces courants.

Toutefois, étant donné la complexité du systeme, une étude magnétostatique appropriée re-
quiert une méthode numérique afin d’obtenir une distribution fiable du champ magnétique a
travers différentes structures de la section d’essais. A cet effet, nous considérons dans le cadre
de ce mémoire le volume integral equation method (VIEM), une méthode bien établie basée
sur les solutions intégrales des équations de Maxwell. Plus précisément, nous employons le
VIEM afin d’étudier la distribution du champ magnétique a I'intérieur de la section d’essais et
pour déterminer l'influence des prises congues pour le branchement des capteurs de pression

sur la symétrie de cette distribution.

Etant donné que les méthodes intégrales incluent les conditions aux limites et par conséquent
ne requierent pas I’emploi d'un critere de convergence, nous proposons une nouvelle technique
de discrétisation. L’emploi de cette procédure nous permet de raffiner nos calculs et de dimi-
nuer les erreurs numériques dans les régions physiques qui nous intéressent, notamment, aux
proximités des discontinuités ferromagnétiques. Avant d’utiliser la méthode du VIEM nous
avons comparé les prédictions avec des calculs analytiques. A cet égard, il faut mentionner
que la complexité des problemes magnétiques limite le traitement analytique aux cas simples,
c.-a~d., ayant une certaine symétrie ou étant invariant par translation. Pour le traitement de

ces types de problemes, la méthode proposée dans ce mémoire produit d’excellents résultats.
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A la suite de la validation du VIEM, nous 'avons utilisé pour simuler la distribution du
champ dans la section d’essais de type CANDU. A partir de ’analyse de nos résultats, nous
n’observons d’une part aucune asymétrie dans le champ et d’autre part nous observons qu’il
y a bel et bien un effet magnétique discernable du a la présence des prises de pression mais
que sa portée est trop faible pour influencer les forces magnétiques agissant sur les grappes

de combustible simulées.
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ABSTRACT

Given all the different parameters considered during the safety analysis of a nuclear re-
actor, the critical heat flur (CHF) is one of the most important. In order to study the CHF
under relatively safe experimental conditions, the heat emitted by the nuclear fuel can be
reproduced using Joule heating. That being said, to generate the thermal power required for
the CHF tests of CANDU reactors, electric currents in the order of many tens of thousands
of amperes are required, which in turn generates very intense magnetostatic fields capable of

interacting with both the test section and the instrumentation.

Thus, the nuclear industry is very preoccupied by the effects of the magnetic field on the
data collected and by the magnetic forces acting on the system. In this sense, the work
presented in this thesis aims at the implementation of a calculation methodology capable of

giving detailed information on the magnetic field generated by these currents.

However, given the complexity of the system, an appropriate magnetostatic study requires a
numerical method in order to obtain a reliable magnetic field distribution throughout each
structure of the test section. Thus, we consider in the context of this thesis the volume
integral equation method (VIEM), a well-established method based on integral solutions of
Maxwell’s equations. More precisely, we use the VIEM to study the symmetry of the mag-
netic field within the test section and to determine the influence of inlets designed for the

attachment of pressure sensors.

Given the fact that integral methods include boundary conditions and consequently do not
require the use of a convergence criterion, we propose a new discretization technique. The
use of this procedure permits us to refine our calculations and diminish the numerical errors
in the physical regions of interest, namely, in the vicinity of ferromagnetic discontinuities.
Before using the VIEM method we compared the predicted values with analytical calcula-
tions. To this end, the complexity of magnetic problems limits the analytical treatment to
simple cases, that is to say, having a certain symmetry or being translation invariant. For
the treatment of this kind of problem, the numerical method proposed in this master’s thesis

produces excellent results.

Following the validation of the VIEM, we use it to simulate the distribution of the magnetic

field in the test section. From the analysis of our results, we observe no asymmetry in the field
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and that there is a discernible magnetic effect due to the presence of the pressure inlets but

its range is too small to influence the magnetic forces acting on the simulated fuel bundles.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Parmi tous les parametres physiques considérés lors de I'analyse de stureté d'un réacteur
nucléaire, le fluz de chaleur critique (FCC) fait partie des plus importants puisqu’il dicte sous
quelles conditions thermiques nous obtenons une crise d’ébullition (Tong et Tang),|1997)). Plus
précisément, cette derniere représente un phénomene qui se caractérise par une chute brusque
et soudaine du coefficient de transfert de chaleur par convection lorsque le FCC est atteint.
Dans ce cas, la génération de la phase gazeuse du caloporteur devient trop importante a
I'interface de I’élément chauffant et forme une barriere thermique qui peut mener a des dom-

mages irréversibles du réacteur et provoquer un accident nucléaire.

Afin d’étudier le FCC sous des conditions expérimentales relativement sécuritaires, la chaleur
dégagée par le combustible nucléaire peut étre reproduite grace a l'effet de Joule, c.-a-d., en
passant un courant électrique a travers une série d’éléments résistifs. Ce type d’expérience a
été effectué pour un réacteur CANDU 6 (Teyssedou et Oleknovitch, 2007) par les laboratoires
Stern et ceux de 'université de Columbia en utilisant des canaux de simulation (sections
d’essais) a pleine échelle comme celui schématisé a la figure . Le montage en question
comprend un cylindre creux fait d’acier 410 ayant une couche de céramique sur sa surface
interne et des prises régulierement espacées pour les capteurs de pression[l} De plus, le cylindre
contient 12 grappes ayant, selon le cas étudié, chacune 28 ou 37 crayons de combustible
simulés qui constituent aussi les éléments résistifs. Or, afin de générer la puissance thermique
d’environ 10 MW nécessaire pour les expériences sur le FCC, des courants électriques élevés
de l'ordre de plusieurs dizaines de milliers d’amperes sont requis ce qui génere un champ
magnétostatique tres intense capable d’interagir avec la section d’essais et I'instrumentation.
Ainsi, I'industrie nucléaire est préoccupée par les effets de ce champ magnétique, en particulier
sur les forces agissant sur le systeme pouvant provoquer une distorsion de la disposition des
crayons de simulation. Conséquemment, un tel changement géométrique peut modifier les
conditions de transfert thermique ce qui peut se traduire en des asymétries de température, un
phénomene que les chercheurs ont observé de fagon systématique (Teyssedou et Oleknovitchl,
2007). Il faut aussi mentionner qu’une analyse exhaustive de ce phénomene a déja été effectuée

par Landry-Lavoie (Landry-Lavoie, [2013]).

1. Notez qu’il y a 2 prises de pression par grappe mais seulement une de ces prises est reliée a un capteur
de pression. Le raisonnement derriere cette procédure est d’éviter des bris de symétrie dans le systeme.



Couche en
Acier 410 céramique
Crayons de simulation 84.138 61.722

diamétre - 13.12 (grappe de 37 crayons)
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Figure 1.1 Section d’essais de type CANDU.

Pour évaluer le champ magnétique a travers la section d’essais, il est nécessaire de choisir une
méthode de calcul numérique qui est bien adaptée au systeme envisagé. Ceci étant dit, pour
ce systeme des approches qui font appel a des solutions intégrales deviennent intéressantes
puisque, contrairement a des méthodes comme le Finite Element Method (Reddy|, [2005), elles
satisfont de fagon inhérente les conditions frontieres en jeu. En d’autres termes, ceci évite non
seulement d’imposer des limites au systeme (ou le champ magnétique devient suffisamment
faible) mais aussi d’éliminer la discrétisation des régions de ’espace qui ne contiennent pas de
matériaux magnétiques. Parmi les méthodes intégrales les plus communément rencontrées,
nous retrouvons le Boundary FElement Method qui emploie des intégrales de surfaces (Wrobel
et Aliabadi, 2002)) et le Volume Integral Equation Method (VIEM) qui, comme son nom



I'indique, utilise des intégrales volumiques (Turner, |1973).

1.1 Objectifs de recherche

Comme mentionné précédemment, l'influence des forces magnétiques sur les conditions
de transfert thermique de la section d’essais de type CANDU a déja été analysée de fagon
rigoureuse (Landry-Lavoie, 2013). Toutefois, étant donné qu'un systeme 2D a été considéré
pour cette étude, c.-a-d., un canal invariant par translation le long de I’axe centralﬂ les prises
de pression (figure n’ont pas été modélisées. En fait, Landry-Lavoie| a choisi d’employer
le formalisme 2D du VIEM afin de déterminer la distribution spatiale du champ magné-
tique ainsi que l'effet de 'intensité locale du champ sur I’ébullition. Par contre, pour cerner
I'influence magnétique des prises de pression, une modélisation 3D doit nécessairement étre

effectuée. Or, dans cette optique, les objectifs de recherche suivants ont été formulés :

(1) Etablir les outils mathématiques requis pour effectuer une analyse magnétostatique 3D.
(2) Implémenter numériquement le formalisme dans un code Matlab[]]

(3) Optimiser le cas 3D afin d’obtenir une approche fiable et bien adaptée a notre probleme.

Pour le premier objectif, nous allons employer la forme 3D du VIEM, au lieu d’introduire
une nouvelle méthode numérique, dans le but d’étendre le calcul effectué par Landry-Lavoie
le plus aisément possible. Toutefois, accomplir cette tache pour le systeme envisagé requiert
le développement d’un formalisme qui n’existe pas dans la littérature. Pour ce qui est du
deuxieme objectif, tous les codes développés dans le cadre de ce mémoire sont donnés en
annexe. En ce qui a trait au dernier objectif, nous allons voir au chapitre [4] qu’une utilisation
appropriée du VIEM n’est pas simple et 1'est encore moins pour la géométrie considérée de
sorte qu’il devient important de prescrire un schéma de discrétisation adéquat afin d’obtenir
des résultats fiables. Ainsi, puisque que nous utiliserons le VIEM comme outil d’analyse, une

breve revue de littérature de cette méthode numérique est présentée dans la section suivante.

1.2 Revue de littérature pour le VIEM

Le formalisme mathématique a la base du VIEM est apparu vers la fin des années 60
sous le nom de Method of Moments, une méthode matricielle générale qui fait appel a des

solutions intégrales d’équations différentielles non homogenes (Harrington, 1967). En effet,

2. Ceci demeure physiquement cohérent puisque la longueur du canal est beaucoup plus longue que son
diametre.

3. (MC) Marque de commerce de MathWorks, MA, USA.



quelques années plus tard, le VIEM tel que nous le connaissons aujourd’hui a émergé dans
le cadre d'un progiciel appelé GFUN destiné a ’analyse de champs magnétostatiques 2D et
3D (Newman et al, 1972). Plus précisément, cet ensemble de programmes informatiques a
été congu par le laboratoire Rutherford High Energy dans le but d’évaluer et de visualiser
la distribution de ces champs a travers des milieux inhomogenes linéaires et non linéaires.
Toutefois, quoique novateur pour son temps, le schéma de calcul proposé par GFUN était in-
capable d’'implémenter des éléments de discrétisation 3D autre que des prismes triangulaires
et rectangulaires (Turner, 1973). De plus, les auteurs de GFUN mentionnent les difficultés
reliées a ’évaluation des intégrales principales lorsque le point d’observation se retrouve a
Iintérieur de la région intégrée, un probleme clarifié dans le cas 2D par Hall et Teyssedou
(Hall et Teyssedou, 2014)). Récemment, une reformulation du VIEM basée sur le moyennage
de 'aimantation a été proposée (Morandi et al.) [2010) mais cette nouvelle approche introduit

une erreur numérique supplémentaire issue d’une intégration numérique.

Au-dela du fait que cette méthode incorpore de maniere implicite les conditions aux fron-
tieres et par conséquent limite le nombre de calculs a effectuer, elle n’est pas tres utilisée.
D’une part, certaines difficultés mathématiques nécessitent I'implémentation d’algorithmes
qui ne sont pas simples. En particulier, pour des applications en magnétostatique, les cal-
culs sont encombrant et lourds a effectuer tel qu'indiqué par Silvester et Ferrari (Silvester et
Ferrari, (1990) ainsi que par Hoole (Hoole, |1989)). Deuxiemement, les calculs de type VIEM
ne permettent pas 'emploi des criteres de convergence. Ceci se traduit par une incertitude
non mesurable des résultats. Toutefois, il faut mentionner qu’a partir des travaux de Fabbri
(Fabbri, 2008), cette méthode prend de plus en plus de valeur. Pour remédier la faiblesse
concernant la convergence, nous proposons dans ce mémoire une technique de discrétisation
qui s’applique au cas qui nous intéresse, c.-a-d., la section d’essais d’'un canal de combustible

de type CANDU chauffée par effet de Joule.

1.3 Plan du mémoire

La présentation de ce document se divise en cing chapitres. Suivant cette introduction, le
deuxieme chapitre élabore les définitions et concepts nécessaires a la compréhension des sec-
tions futures. Par la suite, le troisieme chapitre décrit en détail le formalisme mathématique
relié au tenseur de désaimantation, une quantité physique essentielle au VIEM. Le quatrieme
chapitre élabore sur I'utilisation du VIEM et, pour terminer, le cinquieme chapitre conclut

le document et offre des recommandations.



Le chapitre 2 débute en élaborant les équations de Maxwell dans le cas statique. Ensuite,
quelques équations différentielles de 'électrostatique et de la magnétostatique sont décrites.
A la suite de cette analyse, des transformations pour les intégrales multiples sont données
et la méthode de la fonction de Green est abordée. En effet, cette derniere est utilisée pour
résoudre les équations en jeu ainsi que pour définir, parmi d’autres variables, le tenseur de

désaimantation.

Le chapitre 3 porte sur le calcul du tenseur de désaimantation pour des systemes 2D et 3D.
Plus précisément, cette section du document débute par une application directe des transfor-
mations pour les intégrales multiples dans le but de rester cohérent avec la méthode de Green.
Par la suite, des méthodes de calcul matricielles 2D et 3D sont rigoureusement développées

pour des éléments de discrétisations polygonales et polyédriques, respectivement.

Le chapitre 4 présente une validation des méthodes de calcul mentionnées ci-dessus en se
basant sur des solutions bien établies en physique du solide. Le VIEM est ensuite appliqué a
un systeme 2D pour lequel une solution exacte existe. En effet, en se basant sur des principes
physiques, un schéma de discrétisation est élaboré et directement appliqué a ces systemes afin
d’en étudier les bienfaits. Subséquemment, la logique mathématique issue de la discrétisation

est étendue au cas 3D et une portion de la section d’essais est simulée.

Finalement, le chapitre 5 complete le document en faisant une synthese des travaux effec-
tués. De plus, les limitations du VIEM appliqué a la section d’essais sont discutées et des

améliorations futures sont proposées.



CHAPITRE 2 DEFINITIONS ET CONCEPTS FONDAMENTAUX

Une étude appropriée des forces magnétiques présentes dans un canal de combustible
simulé requiert de connaitre a priori la distribution du champ magnétique a travers celui-ci.
Par contre, étant donné la nature complexe des phénomenes en jeu, déterminer ce champ peut
devenir une tache ardue. Pour cette raison, des méthodes de résolution numérique comme le
VIEM deviennent indispensables a I'analyse du canal en question. Ainsi, nous allons définir
dans ce chapitre des concepts physiques essentiels a 1’élaboration du VIEM et a 'obtention

de la distribution du champ magnétique.

2.1 Les équations de Maxwell

A Déchelle macroscopique, les phénomenes physiques issus des intéractions électromagné-
tiques se décrivent mathématiquement a partir d'un systeme d’équations différentielles aux
dérivées partielles (EDP) communément appelé les équations de Mazwell (Stratton) [1941]).
Dans la présente section, nous allons élaborer en détails ces expressions dans le but de les

appliquer a ’analyse magnétique de la section d’essais de type CANDU.

2.1.1 Systeme d’équations stationnaires

Etant donné la nature du probleme introduit au chapitre précédent, considérons un sys-
teme pour lequel toutes les quantités physiques en jeu sont statiques ou en d’autres termes,

indépendantes du temps. Aun point 7 de ’espace, les équations de Maxwell s’écrivent alors :

VD) = pP), (2.1)
V-B() = 0, (2.2)
Vx E() = 0, (2.3)
Vx H(F) = Jif), (2.4)

ot V- et Vx sont respectivement les opérateurs divergence et rotationnel, D est le champ de
déplacement électrique, pr est la densité de charges libres, B est la densité de flur magnétique,
E est le champ électrique, H est le champ magnétique et Ji est la densité de courant libre

(notez que 'indice f provient du fait qu'une charge libre est appelée “free charge” en anglais).



De plus, les quantités vectorielles D et E sont relies entre elles selon :
D(F) = e E(F) + P(7), (2.5)

avec €9 la permittivité du vide et Pla polarisation. Cette derniere variable physique peut
étre interprétée comme un champ engendré par la présence de dipoles électriques dans un
matériau quelconque. En fait, le vecteur P s%écrit en fonction de E A partir de la relation

constitutive suivante :
P(7) = eoXe(ME(), (2.6)

ou la variable Y. représente le tenseur de susceptibilité électrique et sera, dans le cadre de
cette analyse, représenté sous la forme simplifiée Y, = X.j ol Y. est un scalaire et T est
le tenseur identité ; cette formulation demeure vraie pour des milieux isotropes. Egalement,
nous retrouvons normalement x. > 0 ce qui signifie que lorsque x, # 0, P s’aligne toujours
dans la meéme direction que E mais Xe peut aussi étre négatif dans le cas des métamatériaux
(Koo, 2015)). De fagon similaire a I’équation , B et H sont reliés entre eux selon :

B(7) = o (F1(7) + NE(7)) (2.7)

avec (o la perméabilité du vide et M Vaimantation. 11 est important de mentionner que
contrairement a g, o représente une valeur exacte puisque ce dernier découle de la définition
méme de ’Ampere (Feynman et al., [1979). De plus, M est un champ produit par des dipoles

magnétiques dans un milieu quelconque et s’écrit en fonction de H a partir de :

M () = Xm(PVH (), (2.8)

ou Ym représente le temseur de susceptibilité magnétique et sera définit selon x,, = Xml
comme c’était le cas pour Y. De plus, un milieu est dit paramagnétique lorsque M s’aligne
dans la méme direction que H (xm > 0) et diamagnétique lorsque ceux-ci sont antiparalleles
(xm < 0). Maintenant que les expressions de base ont été élaborées, regardons comment la

résolution des vecteurs en question peut étre réduite a quatre EDP non homogenes.

2.1.2 EDP de I’électrostatique

De fagon générale, le champ électrique total E peut s’écrire :

E(7) = E(7) + Ey(7), (2.9)



avec E le champ électrique libre et Ep le champ dépolarisant. Plus précisément, E; représente
le champ électrique engendré par la présence de charges libres et Ep est le champ de réponse

issu des milieux didlectriques (e # 0). Ainsi, lorsque ye = 0 V7, nous avons toujours P = 0

et Ep =0 de sorte que les équations , et menent a :

S Bym = 20 (2.10)

V x Eg() = 0. (2.11)

Il est bien connu en analyse vectorielle (Stewart], 2012) que toute fonction scalaire 7 satisfait :

- -

V x Vi(7) = 0. (2.12)
Ainsi, E; peut étre dérivé a partir d’un scalaire, c.-a-d., d’un potentiel électrique libre ¢x :

Ex(7) = ~Vn(7). (2.13)
Donc, en combinant les expressions et , nous obtenons :

- pe\Tr

V2o(7) = —ﬂ, (2.14)
€0

ot V2 = V-V est I'opérateur Laplacien. L’expression ci-dessus représente une EDP de

deuxieme ordre non homogene communément appelé [’équation de Poisson. De plus, lorsqu’'un

matériau diélectrique est présent dans le systeme, les champs vectoriels P et Ep ne sont

pas nécessairement nuls. Ainsi, en prenant la divergence de part et d’autre de (2.5 et en
combinant le résultat obtenu avec les relations (2.1f) et (2.9), nous trouvons :

.o S 7)) V- P(F
V. B+ By = 20 _ (") (2.15)
o o
En effet, nous déduisons a partir de (2.10]) que :
.o v - P(7
. B, = 20 (2.16)

€0



De plus, selon les équations et , nous obtenons :
V x Ex(7) + V x E,(7) = 0. (2.17)
En conséquence, 'expression (2.11]) mene a :
V x E,(F) =0, (2.18)

ce qui signifie selon I’'équation 1) que le vecteur Ep peut étre obtenu a partir d’un potentiel

électrique dépolarisant ¢, définit selon la relation suivante :
EL(7) = =V, (7). (2.19)
Ainsi, en combinant 1’équation ci-dessus avec ([2.16)), nous obtenons :

V26, (7) = v'—W). (2.20)

Les deux équations différentielles principales de 1’électrostatique ayant été développées, il

reste a définir celles de la magnétostatique qui font intervenir H.

2.1.3 EDP de la magnétostatique
De facgon similaire a E , le champ magnétique total H peut s’écrire comme suit :

H(7) = H(7) + Hu(7), (2.21)

ol Hp est le champ magnétique libre et H,, est le champ de désaimantation. En effet, H;
représente le champ magnétique engendré par le courant di aux charges libres et H,, est

le champ de réponse issu des milieux magnétiques (ym, # 0). Ainsi, lorsque x,, = 0 V7,

nous trouvons toujours M = 0 et H,, = 0 de sorte que les expressions (2.2), (2.7) et (2.21)

donnent :
V- (uoﬁf(F)> — 0. (2.22)
Il est bien connu en analyse vectorielle (Stewart, [2012)) que tout vecteur 5 € N3 satisfait :

v (ﬁ X E(F)) —0, (2.23)
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ce qui signifie que H; peut étre exprimé a partir d’un potentiel vecteur libre gf, c.-a-d. :

Hy(f) = V x <@> . (2.24)

Ho
De plus, nous trouvons dans ce cas que la relation (2.4]) s’écrit :
V x Hy(7) = Ji(7). (2.25)

Donc, en utilisant I'identité vectorielle donnée par V x (ﬁ X 5) =V <6 : 5) — V25 , les
relations (2.24]) et (2.25) menent a I'équation différentielle suivante :

—

V2A(R) - ¥ (6 : Af(f)) — o (7). (2.26)

A ce stade-ci de I’analyse, il est intéressant de noter que les équations 1) et | im-

pliquent que le champ vectoriel fff peut s’écrire sous la forme générale :

Ag(r) = de(7) + V(1) (2.27)

avec v une fonction scalaire arbitraire et le choix de celle-ci s’appelle une jauge. Dans le cadre

de la magnétostatique, nous employons la jauge de Coulomb décrite par :
V-A(F) =0 < V(F) = =V -al7). (2.28)
De cette maniere, I'expression peut étre représentée par ’'EDP suivante :
V2AKP) = —po Ji(7). (2.29)

Lorsqu’un matériau magnétique est présent dans le systeme, les champs vectoriels M et ﬁm

ne sont pas nuls V7. Ainsi, en combinant (2.2)), (2.7)) et (2.21)), nous obtenons :
V- Hi(F)+ V- Hy(7) = =V - M (7). (2.30)
Conséquemment, 'expression (2.22) mene a :

V- Ho(7) = =V - M(7). (2.31)
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De plus, les relations et donnent :
V x Hi(7) 4+ V x Hy(F) = Ji(7), (2.32)
de sorte que I'équation nous permet d’écrire :
V x Hy(F) = 0. (2.33)
En conséquence, selon 'identité vectorielle décrite par , nous concluons que :
Hoo(7) = =V Qu(7), (2.34)

ou €2, représente un potentiel scalaire magnétique. Finalement, en combinant cette expression

avec 1’équation (2.31)), nous trouvons I’équation différentielle donnée par :

—

V20(7) = V - M (7). (2.35)

Maintenant que nous avons élaboré en détail les quatre EDP données par les expressions
(2.14), (2.20), (2.29) et (2.35)), il s’agit de résoudre celles-ci selon des conditions frontieres

appropriées. Par contre, avant de procéder, nous devons introduire des outils mathématiques

nécessaires a ’analyse des méthodes intégrales comme le VIEM. Ainsi, dans la prochaine
section, nous allons définir des transformations intégrales qui seront employées tout au long

de ce document.

2.2 Transformations pour les intégrales multiples

Selon le degré de complexité liée a la résolution d’une intégrale multiple, il est souvent
nécessaire d’appliquer une ou plusieurs transformations a celle-ci afin d’obtenir une solution
analytique. Entre autres, nous parlons des transformations issues du théoréme de Green pour
les intégrales doubles et celles qui découlent du théoréme de fluz-divergence pour les inté-
grales triples. Dans cette section, nous abordons en profondeur ces deux théoréemes ainsi que

toutes les définitions mathématiques nécessaires a leur compréhension.

Dans les applications autant de 1’électrostatique que de la magnétostatique, ces transforma-
tions sont parfois mal utilisées ou elles sont implémentées de maniere obscure. En particulier,
il faut mentionner que ces transformations peuvent devenir ambigués lors du développement
d’algorithmes de calcul numérique. Ainsi, nous avons considérer nécessaire de clarifier leurs

implémentation pour ces types de calculs (Hall et Teyssedou, |2014).
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2.2.1 Transformations pour les intégrales doubles

En présence d'une intégrale double, il est parfois possible de transformer celle-ci en in-
tégrale de parcours fermé. Afin de décrire tous les aspects de cette transformation, il est
nécessaire de définir ce que nous appelons des régions planes de type I, II et 11T (Stewart),

2012). D’abord, une région plane A est dite de type I si elle peut étre bornée par :
Ar={(r,y) |a <2 <b, gi(z) <y < go(a)}, (2.36)

avec les fonctions scalaires g et go continues dans Uintervalle z € [a, b] (figure 2.1h). Dans ce

cas, la transformation applicable sur le domaine d’intégration est exprimée comme suit :

ﬂ OP vy = — ]{ Pdz, (2.37)
dy
A ¢

ou ( est une courbe plane simple, fermée, orientée positivement, lisse par morceaux et qui
délimite la région A. En fait, la courbe ( est orientée positivement lorsqu’un observateur qui
parcourt celle-ci en s’alignant selon I'axe des z positif voit toujours la région A a sa gauche.
Dans le cas contraire, la courbe est orientée négativement. Aussi, P(z,y) est une fonction
scalaire ayant des dérivées partielles continues dans une région ouverte en R? qui contient A ;

cette propriété sera exploitée dans la section [3.1]

Y ¥

Y. = gz(x)

(a) (b)

Figure 2.1 Exemples de différents types de régions planes : (a) type I; (b) type II.
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Une région est définie comme étant de type II quand elle satisfait :
An ={(z,y) | c <y <d, hi(y) <z < ha(y)}, (2.38)

avec les fonctions scalaires hy et hy continues dans l'intervalle y € [c, d] (figure ) De cette

maniere, la transformation associée a ce type de région s’exprime comme suit :

ﬂ g—gdxdy = 7{ Qdy, (2.39)
4 ¢

ou la fonction scalaire Q(z,y) a des dérivées partielles continues dans une région ouverte en
R? qui contient A. Finalement, une région plane est dite de type III (ou simple) si elle peut
étre considérée soit comme un domaine de type I ou II. En d’autres termes, cela signifie que

les deux transformations élaborées dans cette section sont simultanément vérifiées de sorte

que si nous définissons la fonction F(z,y) = P7’+ Q7. nous trouvons selon (2.37) et (2.39) :
P —
{f 0@ _or dA:fF-df, (2.40)
oxr 0Oy
A ¢

avec dA = dzdy et dr = dxi'+ dyJ (notez que les vecteurs unitaires 7’ et 7 sont respective-
ment orientés selon 'axe des x et y positifs). Le résultat ci-dessus représente le théoréme de
Green et peut étre per¢cu comme I’homologue du théoreme fondamental du calcul intégral
pour les intégrales doubles. Dans la section suivante nous présentons les transformations qui

s’appliquent sur des domaines d’intégration appartenant a R3.

2.2.2 Transformations pour les intégrales triples

En ce qui a trait aux intégrales triples, il est possible dans certains cas de transformer
celles-ci en intégrales de surfaces fermées. Afin d’élaborer tous les aspects de cette transfor-
mation, il faut définir ce que nous appelons des régions solides de type I, I, IIT et IV (Stewart],

2012). D’abord, une région solide V' est dite de type I si elle peut étre bornée par :

Vi={(2,9,2) | (2,9) € Ay, wi(2,y) < 2 <ws(w,y)}, (2.41)

ol Ay, est la projection de V; dans le plan Oxy et les fonctions scalaires w; et wy définissent
respectivement les surfaces ouvertes Sy et Sy (figure [2.2)). Ainsi, en définissant aussi une
surface ouverte Ss3 qui se projette sur la frontiere de Ay, et qui relie S; et S, ensemble, il

devient possible de définir l'interface de V; a partir de la surface fermée S = S; U Sy U S3.
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Dans ce cas, la transformation applicable sur le domaine d’intégration est donnée par :

ﬂj %dxdydz - @S RE-dS, (2.42)
|4 S

avec k un vecteur unitaire oritenté selon 'axe des z positifs, R(z,y,z) est une fonction
scalaire ayant des dérivées partielles continues sur une région ouverte en R* qui contient V,
dS = ||dS||7 est un élément infinitésimal de la surface S et 7 = n 7 + nyJ + n,k est un
vecteur unitaire normal a S. De plus, il est important de mentionner que la surface fermée S
doit étre orientée positivement ou en d’autres termes, doit avoir un vecteur n qui pointe vers

Iextérieur de V. Pour des régions solides de type II et III, les domaines sont bornés par :

Vi = {(@,9,2) | (y,2) € Ay, wi(y, 2) < v < waly, 2)}, (2.43)
Vin = {(x,y,2) | (x,2) € Ay, v1(z,2) <y < vz, 2)}, (2.44)

ou Ay, et Ay, sont respectivement les projections de Vi; dans le plan Oyz et de Viyp dans
le plan Ozz. De plus, les fonctions scalaires uq, us, v; et vy jouent un role analogue aux
quantités w; et wq (équation [2.42)).

z=wy(x.y)

: z=w(x,y)

o7

s

Figure 2.2 Exemple dune région solide de type I.
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Ainsi, pour un domaine de type II, la transformation est donnée par :

ﬂj aa—];da:dydz - gjﬁ P7-dS, (2.45)
|4 S

avec P(x,y,z) défini comme une fonction scalaire ayant des dérivées partielles continues
sur une région ouverte en N3 qui contient V. De plus, pour un domaine de type III, la

transformation est décrite a partir de I’équation suivante :

Hf g—gdxdydz - gﬁﬁ Q7-dS, (2.46)
\% S

ou Q(z,y, z) représente une fonction scalaire ayant des dérivées partielles continues sur une
région ouverte en ? qui contient V. Finalement, une région solide est dite de type IV si elle
peut étre considérée soit comme un domaine de type I, I ou III. En d’autres termes, ceci
signifie que les trois transformations sont applicables de sorte que si F (x,y,2) = Pr+QJ+ Rl;,
nous déduisons selon (2.42)), (2.45)) et (2.46|) le théoréme de fluz-divergence :

fﬂ ( ) AV = ﬁ ds, (2.47)

avec dV = dxdydz. Ainsi, maintenant que les transformations 2D et 3D ont été élaborées,

nous sommes en mesure de trouver les solutions des EDP définies précédemment. Pour ce
faire, il est possible d’employer une méthode intégrale bien établie que nous allons décrire en

détail dans les sections suivantes.

2.3 Méthode de la fonction de Green

La méthode de la fonction de Green (Butkov,|[1968) est une approche utilisée pour résoudre
des EDP de deuxiéme ordre comme celles développées aux sections 2.1.2] et 2.1.3] Ce qui
distingue cette méthode des autres techniques de résolution plus conventionnelles est le fait
que le résultat obtenu est donné sous une forme intégrale. Ainsi, nous allons maintenant

élaborer le formalisme nécessaire a 1’obtention de cette forme particuliere de solution.

2.3.1 Approche générale

Soit un point matériel 7y = x 0+ ys7 + zk et un point d’observation 7 = 27+ y)+ 2k,
c.-a~d., deux vecteurs indépendants entre eux. Dans le cadre de 'électrostatique (équations
et 2.20) et de la magnétostatique (équations ﬂ 2.29| et [2.35)), nous cherchons une solution
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de I'équation différentielle donnée par :
V4 (F) = F(7), (2.48)

oll 'opérateur V2 est exprimé selon la variable 7, 1 est la fonction recherchée et la fonction

F' est définie par parties selon la forme générale suivante :

0 si 7¢V,
F(r) = (2.49)
f(@) st FeV,

avec f une nouvelle fonction et Vi un volume tel que 7, € V. De plus, la fonction de Green,

G, satisfait dans ce cas I’équation différentielle donnée par :
VEG(F.7) = 8(F — %), (2.50)

ol ¢ est défini comme la fonction de Dirac 3D associée a une distribution le long d’une région
solide V' tel que 7€ V et V, C V. En effet, étant donné que V est un volume immatériel sa
portée maximale n’est pas restreinte et peut, par exemple, représenter I'espace i en entier
(figure [2.3)). Cela étant dit, regardons & présent comment G permet d’obtenir une solution

intégrale de la fonction 1.

i €l

™~y

Figure 2.3 Systeme général étudié.
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D’abord, en multipliant (2.48) par G et (2.50) par v, nous trouvons apres soustraction :

Y(P)O(F = 7) = F(F)G(7,7%) + Y (F)VAG(F,75) — G(F, 7)) VA (7). (2.51)

De plus, les propriétés associées a la fonction d nous permettent entre autres d’exprimer :
JJ v = mav = v, (2.52)

étant donné que 7, € V. En utilisant 'identité vectorielle suivante :
v (WG - GW) — UV2G — GV, (2.53)
et en intégrant par rapport a V' chaque membre de (2.51]), nous trouvons :

- [ff FoeEma + ] 9 (v0V6ER) - GERITIm) v (250
\%4

Selon le théoréme de fluz-divergence présenté a la section 2| il est possible de transformer

une intégrale de volume en intégrale de surface fermée, tel que :

~ [ PG @E RV + {f (VG ) - GE RV ) -dS, (255)

ou S est la surface frontiere du volume V. Cette surface est orientée selon un vecteur unitaire
normal 7 qui pointe vers l'extérieur du volume. Afin d’obtenir ¢ (7), il faut permuter les

variables 7 et 7~ de maniere que si nous définissons Sy comme 'interface de V;, nous trouvons :

() = Hff 76)G(7%, 7)dVs + @5( F)VG(7,, 7) — G(7y, P) Vb (7. )) -dS,,  (2.56)

tel que F'(r) — F(ry) selon la forme permutée de I'expression (2.49) et F(75) = f(7%) puisque
75 € V. Or, ce n’est pas G(7%, ) mais plutot G (7, 75) qui satisfait 'EDP donnée par I’équation
(2.50) de sorte qu’il est utile d’'imposer la propriété suivante :

G(rs,7) = G(7,7%). (2.57)

De plus, tel que démontré par Butkov (Butkov, [1968)), cette expression est vérifiée pour des
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conditions fontieres de Dirichlet, de Newmann ou intermédiaires. Ainsi, ¢(r) s’écrit :

—

o@ = [[[ FEIGE RV + (f ()VGER) - GERIVAT)) - dS. (2.58)
Vs Ss

Toutefois, méme si le formalisme mathématique élaboré dans cette section s’applique a une
fonction de Green arbitraire, seulement certaines formes de G s’appliquent aux équations de

Maxwell statiques. Ainsi, regardons maintenant ces différentes formes en 2D et 3D.

2.3.2 Formes spécifiques de la fonction de Green

Considérons la fonction de Green suivante écrite en coordonnées sphériques isotropes :

—ﬁ pour ||7— 7| < R

g(lF = 7|, R") = (2.59)

1

T dn |7

pour ||7—7i > R

oit R~ > 0 représente un rayon de coupure arbitraire et || — 74|| > 0 est la norme du vecteur
(7" — 7%). D’abord, il est intéressant de noter que g est continu V || — 7|l mais ses dérivées
partielles ne le sont pas, plus particulicrement, en ||7— 74| = R"; cette propriété est a la base
de l'utilisation de la fonction de Dirac. De plus, les termes qui constituent g sont directement
proportionnels a I'une des deux solutions linérairement indépendantes obtenues en résolvant
I’équation de Laplace isotrope en coordonnées sphériques. En d’autres termes, cela signifie
que V2g = 0 lorsque || — || # R". Donc, afin de trouver une représentation de G' conforme
a I’équation , posons R~ — 0 de sorte que la fonction de Green donne :

1

G(7,7) = lim g(||F = 7|, R) = ————=—, 2.60

(7 72) = Jim g1 = Al B) = ey (260

tel que (2.57)) est respectée. De plus, la forme de 'expression ci-dessus implique que :
V.G(7, ) = =VG(F, T). (2.61)

En ce qui a trait a la fonction de Green pour des systemes 2D, un raisonnement mathématique

similaire a I'approche 3D mene a la forme suivante :

- 1
G(rrs) = —In(||F—75), 2.62
(7,7 = 5= In (|7~ 7] (262)
ol cette fois-ci ¥ = a7+ yJ, 7 = @0+ ysJ et G est obtenu & partir de 1’équation de La-

place isotrope en coordonnées polaires. Veuillez noter que nous utilisons la notation ~ pour
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différentier les fonctions de Green 2D des fonctions de Green 3D. De plus, 1’équivalent 2D
de (2.50) emploi une fonction de Dirac 2D associée a une distribution a l'intérieur d’une ré-
gion appartenant & R2 et G satisfait Pexpression . Ainsi, maintenant que les différentes
formes de la fonction de Green ont été définies, élaborons les solutions des EDP étudiées aux
sections et 2213

2.4 Solutions intégrales des EDP

Les solutions intégrales des équations de Maxwell statiques peuvent s’obtenir a partir du
formalisme mathématique élaboré précédemment. Comme nous allons le voir, les conditions
frontieres en jeu sont satisfaites de facon inhérente pour des solutions intégrales. Il est impor-
tant de mentionner qu’exceptionnellement dans cette section, les solutions 3D sont présentées
avant les solutions 2D. Le raisonnement derriere cette logique est que le formalisme associé a
la méthode de la fonction de Green (section a été présenté sous une forme 3D de maniere

a, comme nous allons le démontrer par la suite, obtenir les solutions 2D par analogie.

2.4.1 Solutions 3D

Premierement, en ce qui a trait au potentiel électrique provenant des charges libres, ¢,
les relations ([2.14)), (2.48) et (2.58) menent a :

1 IR
o) = —— [[] pFIGEF RV, + Ar(F), (2.63)
€o i
avec A¢g¢ défini comme suit :

Ar() = ff (#)VGE ) - G RIVLoi() ) - dS. (2.64)
Ss

Ces expressions impliquent que ¢¢ provient a la fois d'une densité de charges libres pr contenues
dans V; et d’une source de potentiel provenant de l'interface Sy du volume. En effet, cette
derniere peut étre percue comme le potentiel issu d'une densité surfacique de charges libres.
Toutefois, la représentation ci-dessus peut se simplifier en notant que la condition a la frontiere
est telle que A¢¢y = 0. Plus précisément, cette condition provient du fait qu’en absence de
forces externes, il n’y a pas d’accumulation de charges libres a la surface d’'un conducteur

électrique idéal. Ainsi, nous trouvons :

o) =~ [[[ )G v (2.65)
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Nous trouvons alors une solution intégrale qui tient compte implicitement des conditions
frontieres. Deuxiemement, pour le potentiel électrique dépolarisant, ¢, les expressions (12.20)),
(2.48) et (2.58|) permettent d’obtenir la solution suivante :

1 S
6 = = [[f (Vo P)) G )V + D7), (2.66)
Vs
avec A¢, défini comme suit :
Aop(7) = (J (6p(F)VLG(72) = G 7)Y,y (72) ) - S (2.67)
Ss

Par contre, cette fois-ci, les contributions surfaciques ne s’annulent pas comme c¢’était le cas

pour le potentiel libre ¢ Ainsi, il est utile de considérer I'identité vectorielle donnée par :

—

(Ve P@)) GER) = Ve (PRIGER)) = P(R) - VG(ER). (2.68)

Donc, en combinant les équations (2.66)) et (2.68) avec le théoreme de flux-divergence, nous

trouvons que si la condition a la frontiere pour le potentiel électrique dépolarisant ¢, s’écrit :

Ady(7) = — {f (Mﬁm)) - dS, (2.69)

€
S, 0

ce qui signifie qu'il existe une densité surfacique de charges liées fonction de P(7%) - n, alors

nous trouvons pour l'expression ([2.66)) :
. 1 Lo
Pp(7) = = f‘ﬂ (P(Ts) -VG(7, m)) dvs, (2.70)

Oll Nous avons posé ﬁSG(F,FS) = —6G(F,F’S) d’apres 'équation . Il est important de
mentionner que le volume d’intégration V; n’est pas forcément le méme que celui employé
dans ’expression puisque les régions ou pr # 0 et p #* 0 (xe # 0) ne coincident pas
nécessairement ; par souci de simplification, nous avons négligé cette distinction. A ce stade-

ci, il est intéressant de noter les similitudes qui existent entre les EDP de 1’électrostatique et
de la magnétostatique. A cet égard, les équations 1' et 1' permettent d’appliquer au

vecteur Ay I’analogie suivante :
¢t — Ar, pr— Jr et e — g (2.71)

Etonnamment, cette analogie n’est pas purement mathématique puisque la méme condition a
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la frontiere appliquée a ¢ est utilisée pour A;. En effet, les équations 1} et 1) donnent :

A7) = —po ||| KRG )V (2.72)

Par contre, la procédure employée pour trouver le potentiel vecteur libre A ne fait pas
intervenir la jauge de Coulomb décrite par la relation (2.28)). Or, en prenant la divergence de

I’expression ci-dessus, nous trouvons :
VAR = = [[[ (V- (FE)GER)) ) av. (273)
Vs

Veuillez noter que 'opérateur divergence a été inséré dans l'intégrale puisque les vecteurs 7

et 75 sont indépendants. De plus, il est utile de considérer les deux identités suivantes :

—

V- (FEGER) = (V- FE) GER) + K6) - VEER)
= () VG ), (2.74)

= Ji(7) - V.G(F,7), (2.75)

ou V - J;(FS) = 0 par indépendance et selon 1’équation 1} VG = —V,G. De plus, nous
avons dans ce cas que ﬁs . J}(FS) = 0 d’apres 'équation de Maxwell donnée par 1' et la
relation (2.23)). Ainsi, en additionnant les expressions ci-dessus, nous déduisons que :

V- (HFR)GER)) = V.- (ARGER)). (276)

Conséquemment, en combinant (2.73) et (2.76) avec le théoreme de flux-divergence, nous

trouvons que la jauge de Coulomb implique le résultat suivant :

- —

VA7) =0 > ff (mG 7)) - S =0, (2.77)

Etant donné que 'intégrale de surface fermée doit étre nulle V 77 et que le volume est arbitraire,
nous devons nécessairement avoir J_t:(f's) . d§s =0Vr €S En d’autres termes, puisque par
définition Ji(7) # 0 V7, (section , cela signifie que la densité de courant a l'interface
de V; doit toujours étre orthogonale a la normale de S5. Maintenant que la solution pour Ay

a été trouvée, il est possible de déterminer celle du champ magnétique libre ﬁf. A ce propos,
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les expressions et donnent :
() = = [[[ (v x (Fr)eE ) av. (279)
Vi

ou l'opérateur rotationnel est inséré dans l'intégrale parce qu’il n’agit pas sur 7. De plus, il

est important de noter que :

Vo (KRIGER)) = VGER) x () + (¥ x J(7) G %)
= VG(F.7) x J(T). (2.79)

ol V x jf(Fs) — ( par indépendance. Ainsi, en combinant 1) et 1D nous obtenons :

A7) = Hj (ff(FS) X VG(F, FS)) V., (2.80)

ce qui représente tout simplement [’équation de Biot-Savart pour un volume conducteur élec-
trique. Par ailleurs, en ce qui concerne le potentiel scalaire magnétique €2, les similarités qui
existent entre les relations (2.20]) et (2.35)) nous permettent d’appliquer I’analogie suivante :

dp — O, P— M et e — 1. (2.81)

Similairement a ’analogie entre ¢¢ et Ag, 'expression ci-dessus mene a des conditions frontieres

cohérentes de sorte que les expressions (2.70) et (2.81]) donnent :

() = [[[ (316 V6@ 7)) av. (282)

Conséquemment, selon 1’équation ‘D le champ de désaimantation H,, s’écrit comme suit :
i) = - [ (¥ (M) - Ve m)) av, (2.83)
Vi

ou l'opérateur V a été inséré dans l'intégrale. Donc, en développant I'intégrant ci-dessus en

tenant compte de I'indépendance entre 7 et 75, nous obtenons :
V(M) - VG 7)) = Al i) M (7). (2.84)

= 3N . . 2
ol n = [n;;] est un tenseur de deuxieme ordre tel que i = {z,y, 2}, j = {z,y, 2} et n;; = gian.

Nous notons que dans le cadre de cette analyse, 'aimantation M sera considérée uniforme a
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I'intérieur de V; et par conséquent ne dépend pas de la variable 7 ; nous verrons a la section
dans quel contexte cette condition est valide. Dans ce cas, il est possible de définir le

tenseur de désatmantation selon la forme suivante :

V jjj n(7, 75)dVs, (2.85)

de sorte que si nous écrivons M = M7+ My7+ MZE et ﬁm = Hy¥+ Hyyj + HmZE, les

2 |

expressions ([2.83])-(2.85)) menent au systeme d’équations suivant :
me(r_‘) = - (NXX(F)MX + ny(F)My + NXZ(F)MZ> ’
Hy(7) = =N(F)M ¢ Hypy(7) = = (Nyx(7) My 4 Nyy (F) My + Ny, (F)M,) , (2.86)

o) = — (Nuwl i) My + Noy (A My, + Nou(P)M,).

De plus, selon la définition de n;; et la forme de la fonction de Green donnée par 1’équation

(2.60)), les coefficients du tenseur de désaimantation s’expriment comme suit :

Nu(T) = 47TJH Zy))22+2(( ))) dredysdz,, (2.87)

No(F) = - fﬂ _3 (2 = x;()y;r (y) )2)%dxsdysdzs, (2.88)
Nl = - ﬂf _3 (s — $)<ZS ) _dudysdz,, (2.89)

—y)P (% —2)%)°

)
No(F) = +- Jﬂ Z;Z (( )2))2dx dydz, (2.90)

Nyo(r) = = fﬂ _3 ysys _y)y(y;(zz) - 2)2)gdxsdysdzs, (2.91)

de cette maniere le restant des coefficients doivent satisfaire les identités suivantes :

Nyx(F) = Niy(7), (2.92)
Nyx(F) = N (r), (2.93)
Noy(F) = Ny(7), (2.94)
Npo(T) = =Ni(7) = Nyy(7) (2.95)

Maintenant que les solutions 3D pour H; et H,, ont été établies, la prochaine section est axée

sur la représentation 2D de ces vecteurs.
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2.4.2 Solutions 2D

Considérons maintenant un systeme magnétostatique 2D invariant par translation, c’est
a dire, un systeme 3D tel que toutes les quantités physiques pertinentes ne changent pas
le long d’une direction donnée. Dans le cadre de cette analyse, la direction invariante sera
arbitrairement choisie comme 'axe des z. Or, dans ce cas, nous écrivons 7 = x7' + yJ, s =
2T+ Y], Ji(F) = Ju(Pk, G — G et dV; — dA, ol la fonction scalaire G représente la
fonction de Green pour des systemes 2D et dAg est un élément infinitésimal d'une région

plane A appartenant dans ce cas au plan xy. Conséquemment, les expressions 2D analogues

aux équations ([2.80)) et ( - ) s’écrivent :
() = I[Q@ )k x VG(F, ))¢4 (2.96)
(@) = —J]( ( ﬁéum@))m%. (2.97)

D’abord, de fagon similaire aux systémes 3D (équation [2.85)), le tenseur de désaimantation

2D s’écrit comme suit :
N(®) = [[ 77, 7)dAs, (2.98)

892G
9i0;

ou n = [n;;] est un tenseur de deuxieme ordre tel que i = {z,y}, j = {x,y} et n;; =

Donc, le champ de désaimantation 2D est défini comme suit :

ﬁm(F) _ _ﬁ(F)M me(F) = - (NX)((F)MX + ny(f‘)MY) ) (299)

Hmy(F) = (NyX(F)Mx + Nyy(F)My) :

Ainsi, selon 'expression (2.62)), les coefficients de ce tenseur sont donnés par :

Nex(7) = %ﬂ (js:gl;((;:__;)zydxsdys, (2.100)
Mol = o ] e e 2101

De plus, le restant des coefficients satisfont les identités suivantes :

NyX(F‘) = ny("?)> (2.102)
Nyy(7) = —Nu(7). (2.103)
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En ce qui concerne le vecteur FIf(F), Iintégrale représentée par 'expression ([2.96)) peut étre
simplifiée en supposant que la distance entre le point d’observation 7 et la région Ay est
suffisamment grande pour que cette derniere puisse étre assimilée en un point 7o = xo?+ yoJ;
en effet, cette condition est valable pour le traitement de la section d’essais (c.-a-d. le diametre
< que la longueur). Plus précisément, nous pouvons écrire dans ce cas Jp,(75)dAs — Iy tel
que Iy est le courant électrique traversant le plan zy au point 7. Alors, aucune intégration
n’est requise de sorte que nous obtenons :

Io(y—
T Hu7) = =555
Hf(’F) = ]0/{3 X VG(T,T()) (2104)

Hiy (7) = 2

2r||F—ro %’

tel que |7 — 7ol = /(z — 20)? + (y — v0)2-

Avant de passer au prochain chapitre, il faut clarifier pourquoi nous avons considéré des
solutions intégrales 2D malgré le fait que, comme indiqué au chapitre [1| les objectifs de
recherche concernent 1’élaboration d’outils d’analyse 3D. Premierement, puisque la longueur
de la section d’essais de type CANDU est beaucoup plus grande que son diametre (voir la
figure et en négligeant les effets possibles des discontinuités introduites par les prises de
pression, les éléments de courant qui simulent les crayons des grappes de combustible peuvent
étre considérés comme étant invariants par translation. Conséquemment, en posant Hy, = 0,
I’expression ci-dessus peut étre appliquée au systeme 3D en jeu. Deuxiemement, comme nous
allons le voir en détail au chapitre [, le formalisme mathématique associé au tenseur de
désaimantation 2D sera utilisé en tant qu’outil d’analyse qui permettra la discrétisation de
I’approche 3D. Ainsi, puisque la forme de H; est maintenant connue, il ne reste plus qu’a
évaluer les coefficients du tenseur de désaimantation 2D et 3D afin de trouver ﬁm. Une fois
cette tache accomplie, nous serons en mesure d’évaluer, a partir du VIEM, la distribution du

champ magnétique total a travers un systeme magnétique quelconque.
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CHAPITRE 3 CALCUL DES COEFFICIENTS DE DESAIMANTATION

Afin d’appliquer la solution intégrale du champ magnétique H avec les techniques de
résolution employées dans le cadre du VIEM, il faut d’abord évaluer le tenseur défini précé-
demment, et ce, pour des géométries 2D et 3D représentatives de la section d’essais de type
CANDU. A cet effet, une méthode de calcul matricielle sera rigoureusement détaillée dans
cette section. Plus précisément, comme il sera montré, le formalisme en jeu est parfaitement
adapté a I'utilisation d’une fonction de Green. Toutefois, avant d’élaborer ce calcul, clarifions

certains détails mathématiques reliés au tenseur de désaimantation V.

3.1 Auto-coefficients de désaimantation

Une des particularités de la méthode élaborée a la section est qu’elle permet de géné-
rer des solutions capables de distinguer un point intérieur d'un point extérieur du domaine
d’intégration. En considérant M uniforme dans Vi, en tenant compte de I'équation ([2.84))

(c.-a-d. la définition du tenseur de N ) et en utilisant I’expression (2.50)) nous pouvons écrire :

0 si 7¢V
Nae(7) + Nyy (1) + Noo(7) = [[ [ 07 = 7) avi = (3.1)
Ve 1 si 7€V

Il est important de noter que la méme logique s’applique au cas 2D. Ainsi, il devient utile de
définir les auto-coefficients de désaimantation comme les termes du tenseur pour lesquelles
7 € V. En fait, comme nous allons le voir au prochain chapitre, les auto-coefficients sont
nécessaires a l'utilisation adéquate du VIEM. Par contre, il est important de mentionner
que I'expression contredit I’équation puisque cette derniére mene & la somme des
termes de la diagonale de N qui est nulle V. Autrement dit, sous leurs formes actuelles, les
solutions intégrales des coefficients s’appliquent seulement a des points extérieurs au domaine
d’intégration V. Conséquemment, nous allons maintenant montrer comment les transforma-
tions 2D et 3D élaborées a la section peuvent remédier a ce probleme (pour plus de détails
sur le cas 2D voir Hall et Teyssedoul, 2014)).



27

3.1.1 Auto-coefficients 2D

Etant donné la forme des équations (]2.100[) et (|2.101b, considérons :

~2 =2 ~ .
Yy —x 0 { ¥ } o { .y }
= el T o TR AR 3.2
|75 — 7|* Oxs | ||7s — 7|2 Ays | |7 — 7|2 (3.2)
2y 0 g 1.0 7

Hf;— _’||4 - 0, [HF;_FHZ] - Dye |:||7:; _7;»”2} ) (3.3)

avec |75 — 7| le module du vecteur 7y — 7. De plus, par souci de simplification nous avons
appliqué le changement de variable & = z, — x et § = y, — y. Ainsi, en combinant les
transformations ([2.37)) et (2.39)) aux résultats ci-dessus, nous obtenons les relations suivantes :

1 y
D=
Cs
1 —
I _
Cs
1 T
M= _
Cs
1 y
11
Cs

ou l'exposant attribué aux coefficients (I, IT) indique le type de transformation qui s’applique
(Hall et Teyssedou, [2014)). De plus, Cy représente la courbe frontiere (orientée positivement)
du domaine d’intégration As. En ce qui a trait aux quantités Ny, et Ny, les relations (2.102))

et (2.103) donnent :

NP = —NP@), (38)
N = NP, (3.9)

avec u = {I, IT}. A ce stade-ci de I’analyse, rappelons-nous qu’une région 2D est dite simple
(ou de type III) lorsqu’elle peut étre considérée a la fois de type I et II (Stewart], 2012)). En
effet, cela signifie que les relations (3.4) et (3.5) sont respectivement égales aux équations

et alors :

1 7 77
NP = NP = —7{[ - 4R, (3.10)
2r J Ulrs=r> s = 7)?

El
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' . |
NOF) — NI () = ——fo” + Yt ar, (3.11)

N | S

Il est clair que ces relations doivent étre nulles indépendamment de la géométrie de Cs.
Conséquemment, il devient utile de mentionner qu'une intégrale de parcours fermé d’un
vecteur est toujours nulle lorsque ce dernier peut s’écrire comme le gradient d’une fonction
scalaire (Stewart, 2012). En effet, selon l'identité , ceci revient a dire que le vecteur a

un rotationnel nul. Deés lors, nous notons que :

Vs = — — — — = 0, 3.12

Xhm—HQIM—ﬂJ (3.12)

N T ﬂj’ o

Vs — — — — = 0. 3.13
X[W@-HP+Ha—TW] (3:13)

Ainsi, selon les équations —, nous concluons que les coefficients de désaimantation
appliqués a des transformations de type I et II sont toujours équivalents tant et aussi long-
temps que Ag représente un domaine simple. Toutefois, ce raisonnement n’est pas complet :
rappelons-nous que les transformations intégrales définies a la section nécessitaient que
les fonctions intégrées aient des dérivées partielles continues dans une région ouverte de R2.
Or, selon les équations et , il est clair que cette propriété n’est pas respectée lorsque
Z =79 = 0 le long de A, c.-a-d. pour des auto-coefficients. Afin de résoudre ce probleme,
considérons une forme arbitraire pour A (figure ) qui contient a la fois un sous-parcours

circulaire C, de rayon r, centré a 7 ainsi que deux sous-parcours linéraires C; et Cj.

(a) (b)

Figure 3.1 Contourner une singularité 2D : (a) parcours total; (b) parcours lorsque 7, — 0.
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Dans ce cas, les formes appropriées pour les équations (3.10)) et (3.11]) sont donc :

8.(7) . 7 77
N)&)(f’) _N(H)(F) - = lim %{ e E . - dF, (3.14)
2T 1e—0 |7 — 72 |7 — 7|2
Os(7) . T 97
NY@ - N7 = =22 f - dr, 3.15
SACRR A e ) 1 T el v o BLC

*

ou nous avons omis de représenter C et Cy étant donné que ceux-ci se cancellent lorsque
r. — 0 et ds se nomme le delta de Kronecker 2D qui vaut 1 pour les auto-coefficients (7 € Ay)
et 0 autrement (" ¢ Ay). De plus, le parcours C, peut étre paramétré selon le changement de
variable & = 7, cos(¢) et § = r.sin(¢) avec ¢ € [0,27[ 'angle entre les vecteurs 7' et 75 — 7.

Conséquemment, en prenant la limite des intégrales le long de C, nous trouvons :

0
x
li ———=dr, = do = 1
r*ll—{lo% AT x /cos )sin(¢) do = 0, (3.16)
) 0
T
li dys = — 3.17
rfinof{ 7% — 2 / i (3.17)
lim j[ Y S5 drs = —/sin (¢p)dp =, (3.18)
Ly A J
) 0
lim 7{ o Y i = / cos() sin(¢) dp = 0. (3.19)

2

Il est important de mentionner que l'intégration selon ¢ est effectuée de ¢ = 2m a ¢ = 0

puisque tous les parcours sont par définition orientés positivement. De cette maniere, les
équations (3.14) et (3.15) donnent les deux résultats suivants :

NOE) - NIO(F) = =67, (3.20)
NO@ - NI = o (3:21)

Premierement, selon les expressions (3.9) et (3.21)) appliquées a une région simple, nous

déduisons que les transformations de type I et I sont toujours équivalentes pour Ny, et Nyy.

92G
Oxs0ys

définition de é), cela signifie que l'ordre de dérivation peut toujours étre permuté méme

Autrement dit, puisque nous avons entre autres ny, = (voir la section [2.3.2 pour la

quand la fonction de Green comporte une discontinuité. Deuxiemement, selon les expressions
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(13-8) et (3.20)), nous trouvons que la seule configuration qui respecte la forme 2D analogue a
I'expression (3.1)) est telle que :

NI () + NO(F) = 6.(7). (3.22)

En d’autres termes, cela signifie qu’afin de respecter la méthode de la fonction de Green qui a
mené & la forme intégrale 2D de N, il faut absolument que N, et Ny, soient respectivement

évalués selon une transformation de type II et I (Hall et Teyssedou, [2014)).

3.1.2 Auto-coefficients 3D

Quoique le raisonnement utilisé en 2D est tres similaire a celui employé en 3D, ce dernier
est considérablement plus lourd d'un point de vue mathématique. Conséquemment, afin de
simplifier I’analyse, nous allons nous baser sur le principe suivant : a partir de la méme logique
appliquée aux coefficients de désaimantation 2D, nous considérons que la permutation de
I'ordre de dérivation n’affecte pas les intégrales (voir le théoréme de Schwarz dans Stewart],
2012). En d’autres termes, selon le formalisme élaboré a la section | cela signifie que les
transformations de type I, II et III sont toujours équivalentes pour ny, Nyzy Ny, Nyy, Nox
et N,y. D’autre part, les expressions et nous permettent d’écrire :

Prr-ow o @ 1 o e ] e | ¥ (3.2
[ N [ S N
2222 9| w0 g 1 o] zy (324
(TP R e ) vl e s = P R

ou Z = z; — z et les fonctions (sans unités) fg), ) ) fyy et fyy sont respectivement :
O 2-3?) (57422 ) -2z

fg)(:ﬁ,y,z) = ( (3?5122)2) ) (325>
2 o 332—5:2 g2+22 _2‘%4

057 = EEUEEE (3.20
O/~ ~ ~ 1,2 22_@2 + 52_,’_22 22_2,!:/2

Qg5 = TETREEE) (3.27)
2~~~ ‘%4_,'_@2 22_@2 _'!:/2 2g2+22

Q@ = TEETLRENE) (3.28)

Ainsi, en appliquant ces résultats aux équations (2.42)), (2.45)) et (2.46)), nous obtenons :

(z) 1
Zfxx k 5
N)EX - 47T @ || : S7 (329)

7“s_T”S
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I nyy il
W = wff - 0
N D _ -dS. 31
W = o gﬁﬁ TR (3.31)
" 7
Nyy (F) = 471' @ ||Ts _ TH3 : dSS) (332)
(11T) _ yfxx a3
N (7) 47@3 T —r\|3 ds,, (3.33)
11T _’
Ny(F) = . @5 Hrs ~ 7“H3 - dSs, (3.34)

ou S5 représente 'interface (orientée positivement) du volume V; et, comme avant, I’exposant
attribué aux coefficients indique le type de transformation qui doit étre appliqué. En ce qui
concerne le terme N,,, 'équation (2.95)) mene a 'identité suivante :

() = —NM(7) — N (), (3.35)

Yy

avec v = {I, I, IIT}. De plus, rappelons-nous que le volume V; est dit de type IV lorsque
nous pouvons paramétrer celui-ci comme un domaine de type I, IT ou III. Dans ce cas, les

trois transformations intégrales en question doivent étre équivalentes, ou bien :

NR(P) = NG(7) = %@ IIFS—M*II?’ Hff’fmg dS, (3.36)
N0 - N = L T R g (3:37)
w37 | s =712 s = 7P K
(1) [~ (1) _ 1 S
NP = N0 = =" e s | 45 (3.38)
NP =N = o ff ||a_f/{||3+||éfiy)f||3 . (339

doivent étre nulles. Ainsi, il devient utile de noter qu'une intégrale de surface fermée d’un
vecteur est toujours nulle lorsque ce dernier peut s’écrire a partir d’un rotationnel (Stewart,
2012). En effet, d’apres I’équation (12.23)), nous obtenons les identités suivantes :

- —F7 9k

Ve | —=—— I = 0, 3.40
%= % =P (3.40)
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[~ = (@) 7]

= —yfx’ ] Zfxd k

vs' y e + = g - 0, 341
T — 77 17— 7 | (341
[ @ @]

= —Tfyyt Zfy k

Vs - — — - = 0, 3.42
- P 17— 7 | (342

Vs - =7 + ATE | = 0 (3.43)

S T e P o]

De cette maniere et selon les équations (B.36)-(3.43), nous concluons que les coefficients de
désaimantation appliqués a des transformations de type I, II et III sont toujours équivalents
tant et aussi longtemps que Vj représente un domaine de type IV. Toutefois, comme c’est
le cas en 2D, ces transformations nécessitent que les fonctions intégrées aient des dérivées
partielles continues dans une région ouverte de R3. Or, selon et , il est clair que
cette propriété n’est pas respectée lorsque © = ¢y = zZ = 0 a l'intérieur de V. Afin de résoudre
ce probleme, considérons une forme arbitraire pour V; (comme celle mentionée a la figure
) qui contient une surface sphérique S, de rayon r, centrée a 7 et, a titre d’exemple, une

surface cylindrique Sj.

(a) (b)

Figure 3.2 Contourner une singularité 3D : (a) surface totale; (b) surface lorsque r, — 0.

En définissant d; comme le delta de Kronecker 8D qui vaut 1 pour les auto-coefficients (7 € Vj)



et 0 autrement (7 ¢ V;), nous pouvons donc écrire :

N ()~

NE(F) =

NO(7) - NI(7)

N (7)

NI =

NO(7) - NI =

E oy @S

E iy Sﬁﬁ

E o 8@9

E oy @

- 1@ f
1 Zfex k =
_ -dS
ua—w3|m—mi K
IS L B e
Hﬂ—WSIm—Wﬂ K
T R
R (e S

- O
yy _ Zly 4G
7 =711 i =7 K
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(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

ol nous avons omis de représenter S7 étant donné que celle-ci est nulle lorsque r, — 0. De plus,

la surface sphérique peut étre paramétrée selon le changement de variable & = r, cos(¢) sin(6),

g = resin(¢)sin(f) et Z = rycos(f) tel que ¢ € [0,2x] est Pangle entre le vecteur 7 et

la projection de 75 — 7 dans le plan Oxy et 6 € [0, 7] est I'angle entre les vecteurs k et

7, — 7. Il est important de noter les intervalles de validité autant pour ¢ que pour 6. Ces

conditions doivent étre respectées lors de 1’élaboration d’un algorithme de calcul. Ainsi, en

écrivant dS, =

est employé étant donné que S, doit étre orienté positivement), nous trouvons :

lim ﬁ
r+—0 ||
lim ﬁ
r«—0 H

i .
rf?oﬁ ||rs *||3

lim @ &
r«—0 H?‘

g T
75 — 73

lim @S
r+—0 ||

nyy

yy ‘7 )

E s
7y — 73

- dS,
s — 73

| 37z
| —= . dS;
r:%ii AEGE

T 21

T 27

=]

— / / cos?(¢) sin®

sm

sm

—//cos2(0) sin(0) F? d¢ df = Q?W?
//COS sin (6

2m

2 dpdf = — 2
)mw_—%,
)@%wwz—%,
ﬂ&ww——%,
ww_—%,

—7r2sin(6) [cos(¢) sin(#) 7+ sin(¢) sin(6) 7+ cos(0) k | dpdf (le signe négatif

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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telles que les fonctions FY, F?. Fy(;() et F§§) représentent respectivement £, % fy(;() et
fg) en coordonnées sphériques. De plus, étant donné la lourdeur mathématique du probléeme,
les intégrales ont été évaluées en utilisant le logiciel Mathematicaﬂ De cette maniere, nous

obtenons les résultats suivants :

N7 — N

(
( = 15 3.54
N0 - N (T2 &
(

1)/ 111

ngy)(””) - Néy :

de sorte que nous déduisons que N = NI e Ng}) = y(;H). En conséquence, selon
I'identité (3.35)) et les équations présentées ci-dessus, nous trouvons que les configurations

qui respectent la conditions donnée par 1’équation ((3.1]) sont :
NE(F) 4+ NW(F) + NP (7) = 6,(F) avec u,v = {II, I1I}. (3.55)

Autrement dit, afin de respecter la méthode de la fonction de Green qui mene a la forme
intégrale 3D de N , il faut absolument que N,, soit évalué avec une transformation de type
I et les coefficients Ny et Ny, avec des transformations de types II ou III. De plus, quoique
essentielle a I'évaluation adéquate des auto-coefficients, un sujet communément discuté en
physique du solide (Ashcroft et Mermin) |1976), il est important de noter que la preuve
mathématique 3D présentée dans cette section n’est pas présente dans la littérature. Ainsi,

regardons maintenant en détails le calcul utilisé pour évaluer N.

3.2 Formalisme matriciel

A ce stade-ci, nous sommes en mesure d’élaborer la méthode de calcul qui sera employée
pour évaluer les éléments du tenseur N au prochain chapitre. Comme nous allons le voir, ce
calcul est non seulement parfaitement adapté a l'utilisation d’'une fonction de Green, mais
il tient également compte des résultats exprimés par les équations et associés

respectivement aux auto-coefficients 2D et 3D.

3.2.1 Calcul 2D

Afin que le calcul de N puisse s’appliquer a la géométrie de la section d’essais mentionnée

au chapitre [1] tout en demeurant une approche exacte, considérons un polygone généralisé

1. (MC) Marque de commerce de Wolfram Research, IL, USA.


http://www.wolfram.com/mathematica/
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a L noeuds comme celui illustré a la figure [3.3] Plus précisément, si la discrétisation du
systeme est suffisament raffinée, cette géométrie devrait réprésenter a la limite n’importe
quelle domaine en R2. Il est important de noter que nous cherchons une formulation exacte
puisque nous allons éventuellement utiliser le méme formalisme dans le cadre d’un calcul
numérique (le VIEM) de sorte que nous voulons éviter d’introduire des erreurs numériques

supplémentaires.

A:\\f +1

¥
=

y F=12_ .1 0

Figure 3.3 Portion d'un polygone généralisé a L noeuds.

Or, nous pouvons toujours décomposer le parcours frontiere du polygone en L sous-parcours

linéaires. Dans ce cas, le calcul du tenseur N est composé de L termes, c.-a-d. :

= L NXX£ (F) nyf (F)
N(r) = , (3.56)
ZZ; Nyxﬁ (F) Nyyﬂ (F)

tels que les formes employées pour les coefficients sont données par :

oG | . oG .
Nl = [ St drl =t [ 5 ], (3.57)
Cy ’ Cy °
) oG . .. oG | .
Noal) = [ Gt =t [ 57 1, (3.58)

Cy Ce
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} oG . oG |
Noal) = = [ Sl = =t [ 57 ar, (3.59)
C Cy
oG oG | .,
Nyye(7) = — @tx”drsuz_txé @HdTSH, (3.60)
CZ Cg

ot = t 7+ ty 7 est défini comme un vecteur unitaire tangentiel au parcours fermé qui
représente l'interface de la région A,. De plus, rappelons-nous que la fonction de Green 2D G
est donnée par 1’équation et que, conformément aux résultats obtenus a la section [3.1.1}
les expressions et ont été respectivement évaluées selon des transformations de
type Il et I (Hall et Teyssedou, |2014). Etant donné que les sous-parcours sont linéaires, nous
considérons t; = t 7 + tw7 VI{=1,2,...L comme un vecteur uniforme le long de C; et, en
conséquence, on peut sortir ¢y, et ty, des intégrales ci-dessus. Plus précisément, en écrivant
Py = T T+ Yo J eb g1 = Toy1 T+ Yogr 7 comme les £ et (€ + 1)°™ noeuds (voir la figure
pour plus de détails), nous trouvons que les composantes de t, s’expriment comme suit :

te = i , (3.61)

\/(Ie+1 - 902)2 + (Yey1 — ?Jz)2

by = Yer1 — Yt ’ (3.62)

v @ert — 20 + (yers — e)?

tel que 11 = t; puisque le parcours total est fermé, par définition. Premierement, considérons
la combinaison linéaire suivante :
oG oG

JR— _|_ Vo—
'Z‘S

VlNXXZ<F) + VQnyZ(F) = tyf/ Vla 8y

Cy

[ldrs]l, (3.63)

avec 1, et vy définis comme des constantes. Posons v =ty et 15 = ty,, nous obtenons alors

@mwm+wMMmZmeawuma:/idw; (3.64)
Cy

avec dry = ||dry||t. Deuxiémement, & ce stade-ci de I'analyse, il est utile de considérer le
vecteur 77 qui est orthogonal a t et qui, pour des parcours orientés positivement, pointe vers

I'extérieur de la région As. Donc, en écrivant 7, = ny 7+ ny, 7 le long de Cy, nous trouvons
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Nxe = tyr et nyp = —ty de sorte qu’en posant v; = ny et v = nyy, nous trouvons :

WMM@—WMMﬁ:W@Wawaﬁ:/ié%MM. (3.65)
Cy

Ainsi, nous obtenons un systeme a deux inconnus, notamment, les variables Ny et Niyp, et
deux équations données par (3.64)) et (3.65)). En d’autres termes, tant et aussi longtemps que
les quantités ay et (5, peuvent étre évaluée, les coefficients peuvent étre trouvés sans soucis.

Le systeme d’équations s’écrit sous la forme matricielle suivante :

txﬁ tyf N, xxt (F) (07 (7?)
—ty . (3.66)
tyé _txﬁ nyﬁ (F) ﬁf (F)

De plus, en utilisant la méme logique pour les coefficients Nyyy et Nyyp, nous obtenons :

txﬁ tyf Nyxf (F) Qy <F)
E— . (3.67)
tye —txe N, vyl (F) Be (F)

Conséquemment, les expressions (3.56)), (3.66)) et (3.67) menent aux résultats suivants :

Nal®) = 3 [t Be(P) + e tye culP)] (3.68)

1

~
I

5
3

I
] =

[t tye Be(7) + 2y ()] | (3.69)

~
Il

<
»
—~
=y
N—
|
|
NN
=

[txe tye Bo() + 2, (7)) (3.70)

=1

=
<
—
G
[
(1=
~

(30 Be(F) — txo tye oo (7)] - (3.71)

~

=1

Or, afin de compléter le formalisme matriciel 2D, il suffit maintenant d’élaborer le calcul de
oy et [y. Pour ce faire, nous allons nous inspirer de ’approche issue du domaine complexe
employée par Beth (Bethl 1966)) étant donné que celle-ci simplifie considérablement les calculs

en jeu. Considérons la fonction complexe suivante :

oG oG 1
C Ozs  Oys 21 (Zs—2)

(3.72)

ol Zs = x5+ 1ys et Z = x + iy représentent des variables complexes avec ¢ 'unité imaginaire
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(i* = —1). Ainsi, en écrivant dZ; = dz, + idys, nous trouvons :
1(2,2.) dZ, = [V.G - dii]| +i [V.G -l dri] ] (3.73)

A ce stade-ci, il est utile de noter que l'intégrale de parcours d’une fonction complexe dite
analytique peut étre obtenue de fagon directe, c.-a-d. sans avoir a paramétrer le parcours
selon la géométrie envisagée, lorsque les équations de Cauchy-Riemann (Butkov, |1968]) sont
satisfaites. Pour I'expression , ceci revient a dire que :

092G 092G
g _ g4 74
092G 092G
L (3.75)

En d’autres termes, pour que f(Zs, Z) soit analytique, ces équations nous indiquent que
I'opérateur Laplacien 2D appliqué a la fonction de Green doit étre nul (ce qui est vrai selon

la définition méme de G dans le cas statique) et que les dérivées partielles croisées doivent

commuter. Ainsi, a partir des équations (3.64)), (3.65)), (3.72) et (3.73) nous trouvons que :

B 7. 1 [ (Ze—2\]
- R _ @ | _ " Relm (222 3.76
o(7) ¢ /2w(ZS—Z) o e_n(Zg—Z)_’ (3.76)
L Cy _
47, 1 [ [ Zey—2Z\]
T s | S| (22 .
B(7) = Im /%(ZS_Z) 2Wm_n(Ze_Z), (3.77)
L Cp _

avec Re [o] et Im [e] définis respectivement comme la partie réelle et imaginaire de la quantité
complexe considérée, c.-a-d. Z, = xy+1iy, et Zpi 1 = xpy1+1yer1. Conséquemment, en utilisant
les deux relations ci-dessus avec —, il devient possible de déterminer le tenseur de
désaimantation pour n’importe quel point d’observation 7 sans effectuer d’approximation
(le calcul est décrit dans le fichier Matlab n2d.m donné a l'annexe [E|). Il est important
de mentionner qu’il est toujours possible de déterminer o, et [, sans passer par un calcul
complexe; il s’agit tout simplement de développer davantage les expressions et
en associant un module et une phase a une forme d’Euler pour Z, et Z,,,. Par contre, tel
qu’indiqué par Turner (Turner, 1973)), il est parfois nécessaire de corriger la valeur de (3, ce
qui peut compliquer 'implémentation du calcul. De plus, quoique les expressions pour les
coefficients 2D existent depuis le début des années 70, le formalisme mathématique qui mene
a leur obtention n’a jamais été décrit jusqu’a maintenant ; ce sujet est abordé entre autres

par Silvester et Ferrari (Silvester et Ferrari, |1990) ainsi que par Hoole (Hoole, |1989).
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Comme c’était le cas en 2D, nous cherchons a effectuer le calcul du tenseur de désaimanta-

tion 3D de facon exacte et selon une géométrie applicable a la section d’essais utilisée pour la

simulation d'un canal de combustible de type CANDU. Pour ce faire, considérons un polyedre

généralisé a M faces comme celui illustré a la figure 3.4l Plus précisément, si la discrétisation

du systeme est suffisament raffinée, cette géométrie devrait réprésenter, a la limite, n’importe

quelle domaine en 3. En d’autres termes, le calcul du tenseur de désaimantation se réduit &

la somme de M termes :

M Nxxm(F) nym<F) Nxzm(fJ)
N =3 | Noanl® Nognl®) Ny |
" Mo Nag () Nyg(7)

olt les formes employées pour les coefficients sont données par :
Nenl®) = [[5 N LA 1 22 asil
Nogm(7) = f j 5y "l = j [E —||ds I
Nom(7) = j [ 4] = jj " [ldSi],
Nonl?) = | | S nlds] = J] 22 asil
Nonl®) = jj g—Gnyudﬁsn=nymf}§—G||d§sn,
Nyan(F) = jj -y S| = nymﬂ - [ldS)
Noxn(7) = j [ Gl = E[ [ S asi
Vont) =[] 5 e a5 = j}% Jasil,

Noon() = jj—nzudszn = o [ 97 a5

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

ou, comme indiqué a la section , = nx?+ ny J+ n, k représente un vecteur unitaire

orthogonal a I'interface du volume en question, qui pointe vers I'extérieur du domaine. Plus
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particulierement, 7, = Ny, U+ Nym 7+ Ny EVm = 1,2, ... M est un vecteur uniforme le long
de la m®™ surface ouverte Sy, qui constitue I'interface du polyedre (voir la figure|3.4)) de sorte
que nous avons sorti chaque composante de 7 des intégrales ci-dessus. De plus, rappelons-
nous que G est donné par ’équation et que, conformément aux résultats obtenus a la

section les expressions (3.79), (3.83)) et (3.87]) ont été respectivement évaluées selon des
transformations de type II, III et 1.

Figure 3.4 Exemple d’'une géométrie polyédrique (tétraedre).

Maintenant, avant d’élaborer en détails le calcul 3D, considérons les 3 vecteurs suivants :

by = Uxi=—n,j+nyk, (3.88)
t, = Fxit=n,T—nyk, (3.89)
b, = kExitl=—nyT4+n.J (3.90)
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Ainsi, il devient possible d’écrire les relations suivantes :

Jjﬁglﬁwﬁm :QﬂwﬁsxGﬂ-dlzi%Gd%, (3.91)
Som Smo Crm
[[v.cias) = ([ [V.xci]-as. = ]deys, (3.92)
Sm Sm Com
[[V.-Ljas) = erﬁxGﬁydi:i%Gﬂ%, (3.93)
Som Sm Crm

tel que dS, = |dS,|| 7 et le passage d'une intégrale de surface ouverte vers une intégrale

de parcours fermé a été effectué en employant le théoréme de Stokes (Stewart|, |2012). Plus
précisément, C,, est la courbe frontiere orientée positivementﬂ qui délimite la région S,,. En
utilisant la méthodologie utilisée pour le cas 2D, considérons la combinaison linéaire de Ny,
Nyym et Ny,m donnée par :

oG oG

oG 4,96 L,
Oxq 28@/5 3823

Vlexm(F) + V2nym<F> + V3Nxzm(7:’) = Nxm J:[ |:V1 ||dSS”7 (394)
Sm,

avec v, vy et vz définis comme des constantes le long de S,,. En effet, puisque le vecteur

M est par définition uniforme le long de S, (c.-a-d. que chaque surface ne change pas son

orientation), rien ne nous empéche de poser v; = 0, Vo = —n,, et v5 = ny, de sorte que

I’expression ci-dessus mene a :

-mmMW®+mM%MﬁZMMmﬁ>mm%dﬁ:%Gmw (3.95)
Cm

ou nous avons employé les relations (3.88]) et (3.91]). Suivant la méme logique, utilisons des

valeurs de v1 = nyy,, o =0 et V3 = —Nyyy -

anm@—mM&Mﬁ:mwmﬁﬁmm%Mﬁ:fG@& (3.96)

Cm

Finalement, en posant vy = —nyp,, V2 = Ny, et v3 = 0, nous obtenons :
-mmMm®+mM%Mﬂ:mmmﬁjW%%Mﬂ:fGM& (3.97)

Cm

2. c.-a-~d., si nous parcourons C,, avec la téte qui pointe dans la méme direction que 7, la région définie
par S, se retrouve toujours & notre gauche (Stewart, [2012)).
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Ainsi, nous obtenons jusqu’a présent un systeme a trois inconnus, notamment, les variables
Nixm €t Nyym €t Nyum, €t trois équations données par (3.95)), (3.96) et (3.97). Cependant, il

est important de noter que ce systeme algébrique n’est pas linéairement indépendant car une

des expressions en jeu peut s’écrire comme une combinaison linéaire des deux autres. Pour

remédier a ce probleme, considérons vy = Ny, Vo = Ny €t V3 = Ny -

nmexxm(F) + nymeym(fj + nszxzm(F) = Nxm Bm(F)v (398)

avec (,,(7) défini comme ’angle solide réduit (avec signe) généré par S, au point 7, c.-a-d. :

—

() = [ 9.6 a5, = = JI R (399)

Conséquemment, nous avons maintenant suffisamment de relations pour résoudre le sys-
teme algébrique en question. Toutefois, puisque nous avons quatre équations données par
(13.95)-(13.98)) dont (3.98]) doit absolument étre employé afin d’obtenir un déterminant non nul

(indépendance linéaire). Nous avons donc trois combinaisons d’équations possibles. A titre

d’exemple, soit le systeme formé par les expressions (3.95)), (3.96) et (3.98)) :

0 —Nym nym Nxxm (F) Qxm (F)
L | ) Nyym(F) | = Nem | aym(7) | 5 (3.100)
Nxm nym Nzm NXZm (F) Bm (F)

En ce qui a trait aux coefficients Nyxp, Nyym €t Ny,m, nous trouvons selon la méme métho-

dologie qui a conduit a la relation ci-dessus le systeme suivant :

0 — Nym nym N, yxm (7?) Oxm (7?)
Nogm, 0 — TN, Nyym () | = Nym | oy (7) | - (3.101)
Nam  Mym Mam Ny (T) Bin(7)

Finalement, nous obtenons pour N,xm, Nyym €t Ny, le systeme matriciel donné par :

O —Nazm nym Nzxm (f) Qxm (F>
Ny, 0 — N, Ny (T) | = Nam | oy (7) | - (3.102)
Nam  Nym  Mam N (T) Bun(T)

Il est important de noter que nous avons un déterminant de [nim + nim + ngm] Nym = Ngm.
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Dans ce cas, la seule fagcon que nous pouvons utiliser (3.100))-(3.102) pour résoudre tous
les coefficients est lorsque n,, # 0. Cependant, ceci n’est pas nécessaire pour déterminer
exclusivement Ny, Nyym €t Ny, €tant donné que le membre de droite de I'expression

(3.102) est proportionnel & n,, (de sorte que le déterminant s’annule lors de l'inversion

matricielle). Ainsi, sachant qu’a un signe pres les équations (3.95)), (3.97) et (3.98) donnent
un déterminant de ny,, et (3.96)-(3.98) donnent ny,,, il devient utile de formuler les regles a

respecter qui sont les suivantes :

Utiliser (3.96)), (3.97)) et (3.98) pour déterminer Ny, Neym €t Nyzm.

Utiliser (3.95), (3.97) et (3.98)) pour déterminer Nyy,, Nyym €t Nysm,. (3.103)

Utiliser (3.95)), (3.96]) et (3.98) pour déterminer Ny, Nyym €t Ny,

En conséquence, 'expression ([3.78]) mene a :

Nix(T) = mXAi (02, B (7) + N N Qg (7) = T T g (F)] (3.104)
Niy(r) = mEAi [P oy B (F) =+ Mg g, Qg (7) + [02,,, + 12,] @ (F)] ;- (3.105)
Ny (F) = fﬁl [P T B () — [12 4+ 12,.] Qi (F) = Ny o i (F)] . (3.106)
Ny(7) = ]ij [T oy B (T) = T Tegm Qe (F) — [102,,, + 12, ] € (P)] - (3.107)

3
)

Mz

Nyy(ﬂ =

[ngm B (T) — Mg, Mgy Qe () 4 Noen, Moy, azm(f')] , (3.108)

3
I

EZ
3

[
Mz

[Py g B (F) + [12,, + nf,m} e (T) + Togn Mg, W (F)], (3.109)

3
Il

&
"
3
[
Mz

[Tm P B (7) + T Moy Qe (F) + [102,, + 12, ] g (F)], (3.110)

3
Il

NZY<F) = % [nym Nam 5771(7:‘) - [”im + ngm] Oéxm(T_’}) — Nxm nym aym<7?)] ) (3111)
m=1
NZZ<F) = % [ngm ﬁm(r_f) + Noym Nam axm(m — Nxm Nam Oéym(ﬂ] , (3112)

3
I

qui sont valides V1i,,. A ce stade-ci de I’analyse, il ne reste plus qu’a formuler des solutions

POUT Qi s Qym, Qi €t By, afin d’évaluer les coefficients de désaimantation 3D. Pour débuter,
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considérons le vecteur @,, donné par l'intégrale de parcours suivante :
A (F) =Y () avee dp(7) = / G dr, = / 7 (3.113)
CAr ||7"b -7\’

ou Cpy VI =1,2,...L,, correspond au parcours ouvert qui représente chaque coté de la
surface polygonale S,, & L, noeuds (voir la figure [3.4]). En effet, les quantités ou,, oy, et
o, représentent respectivement les composantes de @, selon 7, 7et k. Pour leur calcul, nous

utilisons une relation proposée par Fabbri (Fabbri, [2008), c.-a-d. :

B et WYt E L et [ et A AV
" drllrtt = rall N rn =7+ st =7l = et =l '
ott 7 et 741 sont les £ et (£ + 1) noeuds de la surface S,, et 7Em! = 71 étant donné

que chaque courbe frontiere est fermée. Finalement, puisque l'angle solide sous—tendu ar
d’une surface triangulaire peut étre évalué de facon exacte (Oosterom et Strackee) 1983)),

nous pouvons toujours effectuer une triangulation de S, afin d’obtenir :

5 FL—i)dim L (L7l 4 ) =7l ) (FE =78 ) x 7t
6 (7") 47r(|(7« ,2) o | Z Ezgr +F“1§ T%g'EEJH Frﬁ% m% Bmé(_j (3115)
telle que | @ | est la valeur absolue d'une quantité scalaire quelconque, ﬁ représente le signe

de e et vaut 0 lorsque e — 0. De plus, la nouvelle variable f3,,, est définie comme suit :

Be(7) = Im [m [z )(7) 22(7) 2 (F)e‘”” s (3.116)

Ici, le logarithme complexe a été employé pour la méme raison que dans le cas 2D, c.-a-d.,
afin d’éviter la correction de f3,,,¢ (voir I'annexe de Barnard et al., 1967, pour plus de détails).
En ce qui concerne les nombres complexes Z ) Z (2) et 7% 7, 1ls sont obtenus a partir des

me)

relations suivantes :

237 = a() - ai) —illa® x i |, (3.117)
Zop(7) = B - @(7) — i | b(7) x a7 |, (3.118)
Zop(7) = &) B — i &) x B . (3.119)
oll, par souci de simplification, les fonctions @, b et ¢ ont été introduites comme suit
arm) = (7, —7) x (7, —7), (3.120)
b(F) = (P —7) x (P =), (3.121)
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ar = (F =) x (7, — 7). (3.122)

Ainsi, étant donné que nous avons une formulation analytique pour &,, et [3,,, nous pouvons
évaluer les coefficients du tenseur de désaimantation 3D de fagon exacte, pour n’importe quel
point d’observation 7 (le calcul est décrit dans le fichier Matlab n3d.m donné a l’annexe
. Il faut mentionner que la forme des coefficients 3D telle que donnée par les expressions
— n’est pas présente dans la littérature. Ainsi, tous les éléments nécessaires a
I’emploi du VIEM sont en place et, conséquemment, le champ magnétique a travers la section
d’essais décrite au chapitre [1| peut étre évalué. Cependant, avant de procéder a ces calculs,

la méthodologie qui a été proposée sera d’abord validée dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 4 Elaboration, validation et discrétisation du VIEM

Maintenant que nous avons établi les équations différentielles principales qui ont mené
A la définition du tenseur de désaimantation N (voir le chapitre [2)) ainsi que les méthodes
de calcul 2D et 3D utilisées pour évaluer ce tenseur (chapitre , nous sommes en mesure
d’élaborer la méthode numérique, notamment, le VIEM, qui sera employé pour déterminer la
distribution de H le long de la section d’essais de type CANDU. Toutefois, bien que 'emploi
du VIEM est a la base simple, nous allons voir qu’il existe certains criteres d’application qui
ne sont pas bien expliqués dans la littérature voire méme absents de celle-ci, et ce, malgré le
fait que le VIEM existe depuis longtemps (chapitre . Ainsi, dans ce chapitre, nous allons
débuter par 1’élaboration de cette méthode numérique tout en la distinguant de ’approche
classique fréquemment rencontrée en physique du solide. Par la suite, nous allons employer
les résultats obtenus en utilisant cette méthode afin de valider les calculs matriciels élaborés
au chapitre précédent. Finalement, nous allons établir des criteres de discrétisation novateurs
et les appliquer a la section d’essais afin d’obtenir une distribution spatiale fiable pour le
champ magnétique. En particulier, nous allons calculer la distribution du champ en présence

des prises de pression placées latéralement le long du canal de la section d’essais (figure [1.1]).

4.1 Formalisme du VIEM

Avant d’élaborer le formalisme mathématique associé au VIEM, rappelons-nous que vers
la fin du chapitre [2| nous avions sorti M de la solution intégrale de H,, donnée par I'équation
ce qui nous a mené a la définition du tenseur de désaimantation N. Toutefois, quoique
nous avions mentionné qu’une aimantation uniforme était nécessaire pour obtenir ’expression
pour N , nous n’avions pas clairement identifié dans quel contexte physique cette supposition
est valide. En effet, une aimantation uniforme est observée a travers la région d’intérét (Strat-
ton), [1941)) lorsque les trois critéres suivants sont respectés : (1) la susceptibilité magnétique
Xm du milieu est constante; (2) I’échantillon est assujetti & un champ magnétique libre H;
uniforme et (3) le milieu magnétique a une forme elliptique en 2D et ellipsoidale en 3D (ce
qui correspond, dans les cas limites, a des disques ou a des cylindres). Notez que le dernier
critere implique que N est aussi uniforme dans le domaine (c.-a-d. tous les coefficients ne
varient pas en fonction de 7). De méme, il est clair que ces suppositions restreignent les sys-

temes envisagables et, plus particulierement, ne semblent pas toutes s’appliquer a la section
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d’essais que nous désirons analyser (figure [1.1)). Ceci étant dit, en insérant 1’équation ([2.86])

dans I'équation ([2.21]), nous obtenons ’expression suivante pour H :
H=H— N M, (4.1)

ou la dépendance en 7 a été omise puisque toutes les quantités sont supposées uniformes a

I'intérieur du matériau. Donc, selon ’équation ({2.8]), nous trouvons :

—

A=fi-Niuil o A=[1+N%.] (4.2)

=
el

ce qui représente tout simplement une expression analogue a celle qui mene a la relation de
Clausius-Mossotti (Feynman et al., 1979 mais dans le cas présent, associée au magnétisme.
Ici, il est important de mentionner qu’étant donné la présence de matrices carrées dans
I’équation ci-dessus, la notation [0]71 indique une inversion matricielle. Ainsi, en supposant
que N , Xm €t H; sont toutes des quantités connues (comme c’est le cas dans le cadre de ce
travail), il est alors possible d’évaluer H. Or, le VIEM emploie un systeme mathématique
similaire mais présume que 'aimantation est uniforme a l'intérieur de la région d’intégration
sous l'approximation que la discrétisation envisagée est suffisamment raffinée. Ainsi, nous
nous libérons des trois contraintes issues de la définition de N mentionnées plus tot mais

I’approche devient approximative. Dans ce cas, nous pouvons écrire :
L —
H() m H(7) =Y Nu(F) X () H(By), (4.3)
k=1

tel que ﬁk Vk=1,2,..L représente n'importe quel vecteur appartenant au domaine d’inté-
gration du k°™¢ élément de discrétisation et Ny, est le tenseur de désaimantation intégré sur
la région qui lui est associée. Par contre, nous trouvons un total de L inconnus vectoriels,
H (ﬁk), mais seulement une expression vectorielle donnée par , ce qui signifie que le sys-
téme ne peut pas a priori étre résolu de maniere directe. Ainsi, afin de remédier ce probleme,
il s’agit d’évaluer sur chacun des L éléments afin d’obtenir :

A(Ry) ~ Fi By) - z Vol B) Tl F) H (R,
A(Ry) ~ Fi( ) — z Vol ) Tl F) H (R, (4.4)
(R ~ Ai(Rr) — 35 NulBr) Tl B) ()

b
Il
—
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Donc, en effectuant une inversion matricielle similaire & celle présentée dans I'expression ([£.2),
nous obtenons un systeme d’équations qui peut étre résolu pour chaque H (ﬁk) Une fois ce
calcul complété, nous pouvons évaluer H en tout point de l'espace a partir de 'expression
. De plus, il faut noter que nous avons un total de L auto-coefficients ]\:fk(ﬁk) présents
lors de cette démarche, de sorte qu’il est impossible d’utiliser le VIEM sans effectuer a priori
une analyse comme celle élaborée au chapitre précédent. Examinons maintenant en détail

I’approche décrite ci-dessus en se basant sur des solutions bien connues.

4.2 Validation du formalisme matriciel

A ce stade-ci de I’analyse, nous sommes en mesure d’évaluer la distribution du champ
magnétique a travers la section d’essais de type CANDU (figure . Toutefois, avant de
procéder, il est prudent de valider la méthode de calcul afin d’assurer la fiabilité des éléments
théoriques qui le composent. Ainsi, puisque ’évaluation de N est au coeur du calcul, nous
allons mettre a I’épreuve les méthodes matricielles 2D et 3D élaborées au chapitre |3| afin de

confirmer la performance du formalisme qui leur est associé.

4.2.1 Géométrie elliptique

Rappelons-nous qu’'un systeme 2D correspond a un systeme invariant par translation selon
un axe donné (que nous avons choisi comme ’axe des z). Dans ce cas, une ellipse comme

celle illustrée a la figure représente un cylindre elliptique infiniment long.

Figure 4.1 Exemple d'une ellipse centrée a 7.
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Or, contrairement au cas 3D que nous allons discuter par la suite, le cas 2D permet ’obtention
d’une formulation analytique pour le tenseur de désaimantation. Plus précisément, selon
Osborn| (Osborn, 1945)), les coefficients croisés Ny, et Nyy sont nuls et nous avons :

b

NXX = ) 4.
— (4.5)

e+

Ny = —. (4.6)

Par contre, puisque nous considérons un polygone dans le cadre de notre calcul numérique,
nous nous attendons a converger vers de bons résultats lorsque la discrétisation de I'interface
de I'élément devient suffisament fine. Donc, en utilisant la fonction Matlab gellipse.m (voir
le script présenté a l’annexe pour générer l'ellipse et n2d.m pour évaluer les coefficients,
nous obtenons & titre d’exemples les résultats donnés dans les tableaux [4.1] et

Tableau 4.1 Auto-coefficients d’une ellipse (n = 50)

b/a Ny Nyy

1.0 0.50000 0.50000
0.9 0.47382 0.52618
0.8 0.44474 0.55526
0.7 0.41224 0.58776
0.6 0.37570 0.62430
0.5 0.33432 0.66568

Tableau 4.2 Auto-coefficients d'une ellipse (n = 100)

b/a Ny Nyy

1.0 0.50000 0.50000
0.9 0.47372 0.52628
0.8 0.44452 0.55548
0.7 0.41188 0.58812
0.6 0.37518 0.62482
0.5 0.33358 0.66642

Notez que l'entier n > 0 est associé a un polygone avec un total de n faces. En outre, le
point d’observation a été choisi au centre de Uellipse, c.-a-d. ¥ = 7, et les tableaux[A.T] et

présentés a ’annexe [A] contiennent les erreurs relatives des calculs effectués numériquement



20

par rapport aux valeurs de référence déterminées a partir des expressions (4.5)) et (4.6) telles
que données par Osbornl. A partir de ’analyse de ces erreurs, nous déduisons que le formalisme
matriciel 2D fonctionne correctement et qu'une augmentation de n implique une meilleure

convergence. Examinons maintenant le cas 3D.

4.2.2 Géométrie ellipsoidale

Tel que mentionné plus tot, le tenseur de désaimantation est uniforme partout a l'intérieur
d’un domaine éllipsoidal (voir la figure pour un exemple de ce type de géométrie). En
fait, ce résultat est bien documenté et a non seulement été abordé par Maxwell (Maxwell,
1881) vers la fin du 19°™° siecle mais également par Dirichlet environ 40 ans auparavant
(Dirichlet} 1839) qui a traité des problemes de gravitation. Plusieurs valeurs des coefficients
du tenseur ont été évaluées pour différentes longueurs des demi-axes a, b et ¢ de 'ellipsoide
(Stoner| [1945)). Plus récemment, une approche similaire a été considérée mais en rajoutant
davantage de chiffres significatifs (Cronemeyer, |1991). Ainsi, méme si le VIEM ne requiert pas
nécessairement des éléments de discrétisation ellipsoidaux pour étre employé, il est toujours
possible de valider la méthode matricielle 3D (section en se basant sur les valeurs des

coefficients présentées dans la littérature, comme nous I’avons fait pour le cas 2D.

7

Figure 4.2 Exemple d’un ellipsoide centré a 7.

Selon Osborn (Osborn, 1945)), tous les coefficients croisés Nyy, Ny,, Nyx, Ny,, Ny et N, sont
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nuls et nous avons lorsque a > b > ¢ :

Neo = e [F(k,9) — E(x, )], (4.7)
Ny = poidloet) [E(/ﬁ,ﬁ) — co?(o)F(x, ) — BEQIOe0] 4
N = ety a0t g )] (1.9)
avec les parametres ¢, ¢, ¢ et k définis selon :
cos(¥) = c/a, (4.10)
cos(p) = b/a, (4.11)
sin(¢) = L~ (b/a) = sin(p) = K, (4.12)

1—(c/a)® sin(0)

ol les quantités F et E sont respectivement des intégrales elliptiques incompletes de premiere
et deuxieme especes (Pierce, 1929) et nous avons 0 < 9 < %, 0<p< g et 0 <¢ < % En
outre, il est important de mentionner que, étant donné la présence de F et E, les expressions
— ne peuvent pas étre évaluées analytiquement de sorte qu’une intégration numérique
est requise dans ce cas (Osborn, |1945)). Or, en utilisant la fonction Matlab gellipsoid.m (voir le
script donné a l’annexe pour générer 'ellipsoide et n3d.m pour évaluer les auto-coefficients
selon le formalisme développé dans ce document, nous obtenons a titre d’exemples les valeurs
données dans les tableaux .3 et [£.4]

Tableau 4.3 Auto-coefficients d'un ellipsoide (¢/a = 0.5 et n = 50)

b/a Ny Ny, N,
1.00000 0.23658 0.23658 0.52683
0.98863 0.23564 0.23913 0.52523
0.95513 0.23276 0.24690 0.52034
0.90139 0.22784 0.26026 0.51190
0.83073 0.22076 0.27970 0.49954
0.74825 0.21147 0.30557 0.48296
0.66144 0.20027 0.33729 0.46244
0.58115 0.18833 0.37174 0.43992
0.52213 0.17841 0.40092 0.42067

0.50000 0.17440 0.41284 0.41276
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Tableau 4.4 Auto-coefficients d'un ellipsoide (¢/a = 0.5 et n = 100)

b/a Nix Nyy Ny,
1.00000 0.23645 0.23645 0.52711
0.98863 0.23549 0.23900 0.52551
0.95513 0.23260 0.24679 0.52062
0.90139 0.22765 0.26018 0.51218
0.83073 0.22052 0.27966 0.49982
0.74825 0.21116 0.30559 0.48325
0.66144 0.19987 0.33739 0.46274
0.58115 0.18784 0.37192 0.44024
0.52213 0.17782 0.40117 0.42101
0.50000 0.17377 0.41312 0.41310

Le nombre entier n > 0 présenté dans ces tableaux est le méme que celui utilisé pour ellip-
soid.m fourni par défaut avec Matlab[]; cette fonction nous mene a un polyedre avec un total
de n? faces. De plus, les résultats ci-dessus ont été obtenus en choisissant le point d’observa-
tion au centre de Dellipsoide, c.-a-d. ¥ = 7, et les tableaux et présentés a 'annexe [A]
contiennent les erreurs relatives des calculs numériques par rapport aux valeurs de référence
déterminées & partir des expressions ([4.7)-(4.9) telles que données par Osborn (voir le tableau
I dans Osborn, |1945)). A partir de I’analyse des erreurs, nous concluons non seulement quune
augmentation de n implique une meilleure convergence mais aussi que la théorie associée a la
méthode matricielle 3D fonctionne correctement. De plus, I’approche décrite ici ouvre la porte
a une nouvelle fagon de déterminer les coefficients d'un ellipsoide général qui, contrairement
aux approches effectuées par Osborn| et Cronemeyer (Cronemeyer, 1991)), n’emploie pas de
tables d’intégration ni d’interpolation. Ainsi, maintenant que nous avons vérifié le calcul du

tenseur N pour les cas 2D et 3D, nous sommes en mesure d’optimiser le VIEM.

4.3 Schéma de discrétisation

A ce stade-ci, il ne reste plus qu’a élaborer un schéma de discrétisation afin d’appliquer
le VIEM de fagon fiable a la section d’essais décrite au chapitre [I} Pour ce faire, nous allons
nous baser sur deux systemes magnétostatiques 2D pour lesquelles la solution analytique du

champ magnétique est connue, et étendre les résultats de I'analyse au formalisme 3D.

1. Plus précisément, gellipsoid.m et ellipsoid.m génerent les mémes ellipsoides mais ce premier génere les
données de sortie de fagon a les utiliser avec n3d.m
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4.3.1 Induction uniforme et cylindre creux

A la section , nous avons établi trois conditions physiques sous lesquelles I’aimantation
M peut étre considérée uniforme a l'intérieur d’'un domaine magnétique quelconque. Toute-
fois, dans le cadre du VIEM, nous avons vu qu’il est possible de contourner ces criteres tant
et aussi longtemps que la région d’intégration est suffisamment discrétisée. En effet, nous
déduisons que toute erreur numérique issue du VIEM doit nécessairement provenir du non
respect de ces conditions. Pour cette raison, il devient utile de considérer un systeme de ré-
férence pour lequel la solution exacte de H est connue et qui satisfait deux des trois criteres,
notamment, que Y, et H; sont uniformes dans le matériau donné. De cette fagon, pour des
éléments de discrétisation qui ne sont pas elliptiques (en 2D) ou ellipsoidaux (en 3D) il est
possible d’établir, comme nous allons le voir dans cette section, un schéma de discrétisation
pour le VIEM purement basé sur la géométrie du probleme et parfaitement adapté a la sec-
tion d’essais que nous proposons de simuler. Soit une anneauE] centré a l'origine ayant un
rayon interne a et un rayon externe b (voir la figure [4.3). Dans ce cas, le milieu magnétique
est assujetti a un champ magnétique libre uniforme H; orienté selon l'axe des z et a une

perméabilité magnétique p = g pr o0 gy = (14 xm) est la perméabilité relative.

Figure 4.3 Systeme magnétostatique #1 (Durand, |1968)).

2. Etant donné que nous considérons des systémes invariants par translation, un anneau se réfere a un
cylindre creux infiniment long.
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Il faut noter que la notation tensorielle pour x,, a été omise en considérant le milieu isotrope
(section [2.1.1). Ainsi, selon le travail effectué par Durand (Durand) |1968) pour ce type de

probleme, le potentiel scalaire magnétique total ¢ est défini comme suit :

Yi(F) = —arcosg, (4.13)
Po(r) = — (57“ + ;) cos ¢, (4.14)
v3(r) = — (“ﬁf‘” r+ g) Cos ¢, (4.15)

oll @, b, ¢ et d sont des constantes, ||H|| est le module vectoriel de Hy, r € [0, —oo] est le
module de 77 et ¢ € [0,27[ est I'angle entre 7 et 'axe des z. De plus, les indices 1, 2 et 3
attribués a la variable v représentent respectivement les régions définies par 0 < r < a,
a<r<betr>b (figure . Ainsi, sachant que le champ magnétique total H est relié (0

selon I'expression H = —V), nous trouvons :

- o 10y -
H7) =——7r—-——0¢, 4.16
()= ~5r =155 (1.16)
avec I = cos @i+ sin¢J et quﬁ = —sin¢ ¥+ cos ¢ 7 des vecteurs orthonormaux qui pointent

respectivement vers une variation positive de r et ¢. En ce qui a trait aux constantes, elles
sont déterminées a partir des conditions aux frontieres suivantes : (1) le potentiel scalaire 9
ainsi que (2) la composante normale de la densité de flux magnétique B doivent étre continus

a l'interface de deux régions (Feynman et al., 1979). En d’autre termes, selon la définition de

et les équations ([2.7)) et (2.8)), nous obtenons :

_ o1 Oty _
Y1 =19 et Lo o — M, lorsque r = a, (4.17)
Ve =13 et u % = L % lorsque r =b. (4.18)
or or

Ainsi, ces expressions nous permettent d’obtenir les constantes en jeu, c.-a-d. :

o Ay b H | (4.19)
(02 — a?) (14 2ty + i2)
- 2 (1+ ) b|| Hy | (4.20)
(02 — a2) (1 + 20, 520 + 2)’
2 (1, — 1) a2b?| H,
. (1r — 1) a”%|| Hy|| (4.21)

5 =) (1+ 205 + )
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1— p2) 0% H,
_ ”22%2” fHQ. (4.22)
T+ 2u 70 + 1y

!

Notez que ces résultats ne sont pas explicitement donnés par Durand (Durand, |1968). Main-
tenant que la solution exacte pour le champ magnétique a été élaborée dans ce cas, nous
devons déterminer a ce stade-ci les solutions numériques. Rappelons-nous que conformément
au formalisme développé a la section [4.1], une utilisation appropriée du VIEM requiert d’une
part la discrétisation d’'un mileu magnétique quelconque en L sous domaines et d’autre part
la spécification de points, ﬁk V k=1,2,...L, intérieurs a ces régions. Ceci étant dit, malgré le
fait que le VIEM tel que nous le connaissons aujourd’hui existe depuis le début des années 70
(chapitre [1)), peu d’information concernant son utilisation est disponible dans la littérature.
Premierement, Newman et al. (Newman et all, [1972)) ainsi que Turner (Turner, [1973)) choi-
sissent les points Ry, au centre d’éléments triangulaires (en 2D) et de prismes triangulaires (en
3D). Deuxiemement, Hoole (Hoole, [1989)) ainsi que Silvester et Ferrari (Silvester et Ferrari,
1990) appliquent la forme 2D du VIEM a des points intérieurs situés au centre d’éléments
carrés. Finalement, Morandi et al. (Morandi et al, |2010) emploie des tétraedres et évite de
choisir des points intérieurs en utilisant un formalisme basé sur le moyennage des coefficients.
A la lumiere de cette information, nous avons utilisé dans le contexte de I’analyse 2D du
VIEM des trapezes isoceles (voir la figure a titre d’exemple) tels que les points intérieurs
sont choisis au centre de chaque élément, c.-a-d. la position moyenne des quatre sommets
constituant le trapeze; la fonction Matlab gannulus.m (annexe [l)) permet de générer ce type
de géométrie. Veuillez noter qu’il est toujours possible de discrétiser davantage chaque trapeze
en éléments triangulaires (comme c’est le cas pour Newman et all) mais nous avons choisi de
ne pas procéder de la sorte afin de réduire le nombre total d’intégrales de parcours a effectuer
(section [3.2.1]). Dans ce cas, il est possible de définir le pas radial Ar et le pas angulaire A¢

a partir des relations suivantes :

b—a

Ar = N (4.23)
2

Ap = m, (4.24)

ol N, et Ny sont respectivement le nombre d’éléments radiaux et angulaires. Ainsi, nous

pouvons définir un nombre N pour les éléments de notre systeme donné par :
N = N, Ny. (4.25)

Or, nous sommes maintenant en mesure d’établir un schéma de discrétisation pour le VIEM
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basé sur 'analyse du systeme 2D illustré a la figure [4.3] Toutefois, avant de procéder, regar-
dons un cas typique d’application numérique afin de pouvoir valider I’approche de résolution
établie a la section d’une part et avoir une meilleure compréhension globale sur la perfor-
mance du VIEM d’autre part.

T
2asin| —
asm{ N, ]

Figure 4.4 Discrétisation de type trapézoidal pour un anneau centré a ’origine ayant un rayon
interne a et un rayon externe b. Dans cet exemple, les points intérieurs sont choisis au centre
de chaque trapeze et des valeurs de IV, = 2 et Ny = 16 sont utilisées.

Plus précisément, considérons un anneau centré a l’origine de rayon interne @ = 0.1 m, rayon
externe b = 0.2 m et ayant une susceptibilité magnétique de ym = 103 ; les valeurs pour a et
b ont été choisies de sorte a étre du méme ordre de grandeur que celles associées a la section
d’essais de type CANDU (figure et la valeur pour yy, est utilisée pour représenter 1’acier
410 (Landry-Lavoie, 2013)). De plus, le systeme est assujetti & un champ magnétique libre
uniforme de module vectoriel || Hy|| = 1 Am™~! orienté selon 'axe des z. En outre, la variable
principale sur laquelle nous allons nous baser pour effectuer notre analyse est I’erreur relative

eg, (donnée en %) associée au module de H,,, c.-a-d. :

_ ‘ HﬁmHnum — Hﬁeref’ %
”Heref

100, (4.26)

0

ol ||1T-_’[m | num €t Hﬁm ||ref sONt respectivement les modules obtenus a partir du VIEM et de la

solution analytique (Durand, |1968). De cette maniere, étant donné que les constantes données
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par les expressions - sont directement proportionnelles a Hﬁf” et que la solution
numérique pour H,, D'est aussi (section , la valeur attribuée & ||He|| naffecte pas ev.
Notez que nous employons le module de ﬁm dans la définition de ¢, puisque ce premier est
un champ de réponse et conséquemment son module ne peut pas étre nul pour des valeurs de
Xm 7# 0. En effet, cette formulation nous évite d’effectuer une division par zéro. D’un point de
vue numérique, nous avons choisi dans un premier temps de discrétiser la région magnétique
(@ <r <b)en N = 500 trapezes avec N, = 5 éléments radiaux et Ny = 100 éléments
angulaires. En ce qui a trait aux deux régions extérieures, notamment, lorsque 0 < r < a et
r > b, nous avons utilisé pour chacune d’entre elles une grille de points contenant 100 éléments
angulaires (vis-a-vis le centre de chaque trapeze) et 50 éléments radiaux. Premierement, dans
la région a < r < b, nous trouvons une erreur relative moyenne de 0.042 % par rapport au
calcul analytique, un écart type de 0.036 % et une valeur maximale de 0.15 %. De plus, tel
qu'illustré a la figure [4.5] nous avons pu déterminer la distribution des lignes de champ pour

—

H (c.-a-d. le champ magnétique total).

-l

0.2 e
Numérique

_Analytique

Distance relative (m)
o o =
s O —
| | |
|

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2
Distance relative (m)

Figure 4.5 Lignes de champ pour H associées au systeme magnétostatique #1.
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A partir de cette distribution, nous constatons qu’il n’y a pas de fuite du champ magnétique
vers l'intérieur du cylindre et que les solutions numériques respectent bien la forme analy-
tique mais semblent concentrer les lignes moins efficacement. Deuxieémement, dans la région
0 < r < a, nous obtenons une erreur relative moyenne de 1.4 %, un écart type de 0.18 %
et une valeur maximale de 3.5 % (pres de l’interfaceE[). Finalement, pour la région r > b,
nous trouvons une erreur relative moyenne de 0.58 %, un écart type de 0.34 % et une valeur
maximale de 3.5 % (pres de I'interface). Ainsi, nous concluons que le VIEM prédit assez bien

le comportement de H,, et de H dans toutes les régions.

Basé sur 'analyse effectuée jusqu’a présent, une question importante se pose : pour une
valeur de N donnée, existe-t-il une configuration pour N, et Ny qui minimise de fagon globale
I’erreur produite par la méthode du VIEM ? Intuitivement, puisque pour une valeur de N
fixe une discrétisation radiale trop rafinée mene a un pas angulaire trop élevé et vice versa,
nous déduisons qu’un schéma de discrétisation adéquat est tel que les distances radiales et

angulaires sont égales, c.-a-d. :

(b—a)N

2rr

Ar=rA¢ — NI (r)= : (4.27)
ol les expressions — ont été utilisées et N représente le nombre d’éléments radiaux
optimal. Ainsi, pour un systeme tel que N = 500, a = 0.1 m et b = 0.2 m comme celui étudié
précédemment, 1’équation ci-dessus nous mene a des valeurs situées entre N(a) = 8.92 ~ 9
et N (b) = 6.31 ~ 6. En effet, afin de comparer ces résultats avec les configurations optimales
obtenues a partir du VIEM, nous avons employé dans les régions 0 < r < a et r > b une
grille de points ayant 100 éléments angulaires situés a une distance de I'interface de 15 % du
rayon interne a; ce pourcentage correspond approximativement a celui associé a la couche en
céramique de la section d’essais (figure . Ainsi, tel qu’illustré a la figure , nous avons fait
varier N, pour une valeur de N fixe afin d’évaluer I'erreur relative maximale e5;** dans chacune
des deux régions. De cette maniere, nous avons pu déterminer une configuration pour N, et
Ny telle que e est situé a un minimum. Conséquemment, dans ce cas, les configurations
géométriques optimales obtenues numériquement concordent parfaitement avec celles prédites
par ’expression . En outre, nous avons aussi considéré deux autres configurations, les
résultats issus de cette analyse sont reportés aux figures et situées a l'annexe [B]
A partir de ces données, nous concluons sans aucun doute que les valeurs numériques pour

N sont tres bien prédites par le schéma de discrétisation élaboré dans cette section. Plus

3. Puisque le VIEM ne permet pas I’évaluation de N sur la frontiere d’un élément, nous avons choisi dans
les deux régions de distancer la grille de points de I'interface d’une valeur de 0.1 % du rayon interne a.
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précisément, pour une géométrie annulaire, une utilisation adéquate du VIEM est telle que :
(i) pour des points d’évaluation situés dans la région 0 < r < a, la discrétisation devrait étre
choisie de sorte a satisfaire Ar = a A¢ et (i7) pour des points appartenant a la région r > b,

nous devons poser Ar = b Ag.
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Figure 4.6 Erreur relative maximale pour un systeme tel que N = 500,a = 0.1 met b= 0.2m:
(a) région 0 < r < a avec un minimum a N, = 9 et eg® = 0.65 % (b) région r > b avec un
minimum a N, = 6 et e™ = 0.45 %. Veuillez noter que N, s’ajuste selon la valeur de N,
d’apres 'équation (4.25)).

De maniere rigoureuse, la discrétisation devrait se faire en utilisant des ellipses (2D) ou des
ellipsoides (3D), (Hall et Teyssedoul, 2014)). Cependant, il est clair que cette géométrie n’est
pas appropriée pour résoudre le probleme présenté dans ce document. De fagon générale, nous
déduisons que la méthode du VIEM devrait étre employée avec des éléments de discrétisation
qui sont, quand la géométrie le permet, bornés par des domaines carrés (en 2D) et cubiques
(en 3D) afin d’éviter un écart trop important entre les pas de discrétisation considérés. Ceci
étant dit, nous pouvons maintenant discrétiser la section d’essais de facon fiable. Toutefois,
avant de procéder a cette étape, regardons a présent un autre systeme de référence important

afin de comprendre davantage 'utilisation du VIEM.

4.3.2 Blindage magnétique d’une ligne bifilaire

Meéme si nous pouvons a ce moment-ci employer le schéma de discrétisation élaboré a

la section précédente, il est intéressant d’étudier brievement un autre systeme 2D qui res-
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semble davantage a la section d’essais, c.-a-d., qui utilise des éléments de courant associés a
un champ magnétique libre donné par ’expression . Rappelons-nous que la discréti-
sation du VIEM est basée sur une approche purement géométrique pour laquelle x,, et I—._if
sont considérés uniformes a l'intérieur de la région magnétique. Toutefois, dans la présente
section, seulement y,, sera considéré constant de sorte que nous nous attendons a ce que la
configuration géométrique optimale obtenue numériquement s’écarte de celle prescrite par le
schéma de discrétisation ; pour cette raison, il devient intéressant d’analyser un tel cas afin
d’étudier si notre méthode mene a des résultats acceptables. Ainsi, considérons un anneau

ayant une perméabilité p, un rayon interne a et un rayon externe b (figure [4.7).

Figure 4.7 Systéme de magnétostatique #2 (Durand, [1968)).

De plus, le systeme comprend deux éléments de courant situés a une distance relative a
lorigine de ¢ et —c le long de 'axe des z et ayant respectivement une intensité de I (qui sort
du plan zOy) et —1I (qui rentre dans le plan zQOy). Ainsi, selon le travail effectué par Durand

(Durand, |1968) pour ce type de probleme, le potentiel vecteur A= Ak sécrit alors :

- B ([ e (]9
Ay(F) = /%[ i ( [62n+1 (E)MH ¥ Consa (;)MH] cos (éi"jll) ?) ) . (4.29)

3
I
=)

=
S
Il
=
(=)
~
[~

<J2n+1 <§>2n+1 cos ((2n+1) ¢) ) | (4.30)

2n+1

o

0

3
I
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on @, bi, ¢ et d; Vi = {1,3,5...} sont des constantes et, comme & la section précédente, les
indices 1, 2 et 3 utilisés pour A représentent respectivement les régions définies par 0 < r < a,
a<r<betr>b(figure u Ainsi, sachant que la densité de flux magnétique B est reliée

a A selon I expression B =V x A nous trouvons :

i 1(‘3A 0A -

(r) = . 8¢ ~ 3 (4.31)

En ce qui concerne les constantes, elles sont déterminées a partir des conditions aux frontieres
suivantes : (7) le potentiel vecteur A ainsi que (7)) la composante tangentielle du champ
magnétique total H doivent étre continus & Dinterface de deux régions (Feynman et all,[1979).

En d’autres termes, selon la définition de u et les équations (2.7)) et ( . nous obtenons :

1 0A 10A

A=Ay et %8_7”1 = ;8_7"2 lorsque r = a, (4.32)
10A 1 0A

Ay =A; et ;% = %% lorsque r =b. (4.33)

Ainsi, ces quatre conditions nous permettent d’obtenir les constantes nécessaires, c.-a-d. :
. 4 1 2 1 2\ Ant2 -
dony1 = — <— + 1) - (— - 1) <—> ; (4.34)
:ur ,LLI“ /-Lr b
~ /’LI' 1 C 4TL+2 C 47’L+2 ~
(on+1 = (M_f - 1) [ <5> - <5> dony1, (4.35)
-1

) 1 1 2 71\ At 1 2 int2

A 2<——1> (—+1) (-) —(-—1) <9> . (4.36)
Hr Hr ¢ Hr ¢

—1

1 1 2 1 2 dn+2

Gans1 = 2<—+1> (—+1) - <——1) (9> . (4.37)
[ NE [ b

Veuillez noter que les expressions (4.35) et (4.36]) different de celles reportées par Durand

(Durand}, |1968)) en raison d’une erreur typographique de auteur. De plus, nous avons utilisé
dans le cadre de nos calculs 200 termes pour les séries infinies données par les équations
(4.28)-([4.30)) puisqu’une convergence suffisante est observée dans ce cas. En effet, en utilisant
une grille de points, une configuration géométrique ainsi qu’une susceptibilité magnétique y
identiques & celles utilisées pour obtenir la figure [4.5] la distribution des lignes de champ pour

H a été évaluée pour une valeur arbitraire de courant I =1 A (figure ; cependant, selon

les équations (12.1()4|) et (]4.26[) ainsi que la forme de la solution analytique pour H , la valeur

attribuée a I n’influence pas l'allure de cette distribution ni les valeurs de €¢. Or, comme

¢’était le cas pour le systeme considéré a la section précédente, la méthode du VIEM mene
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a une distribution numérique qui concorde tres bien avec celle prédite par la théorie mais

semble concentrer les lignes de champ moins efficacement.

0.2

_Analytique Numérique

Distance relative (m)
o o
o [
| |

1
©
—t

|

| | | | \
-0.2 -0.1 0.0 0.1 02

Distance relative (m)

Figure 4.8 Lignes de champ pour H associées au systeme magnétostatique #2.

De plus, dans la région a < r < b, nous trouvons une erreur relative moyenne de 0.085 %, un
écart type de 0.086 % et une valeur maximale de 0.38 %. En outre, dans ce cas, nous obtenons
pour la région 0 < r < a une erreur relative moyenne de 1.3 %, un écart type de 0.26 %
et une valeur maximale de 3.9 % (pres de Uinterface). Pour ce qui est de la région r > b,
nous trouvons une erreur relative moyenne de 1.9 %, un écart type de 0.75 % et une valeur
maximale de 6.3 % (pres de 'interface). Conséquemment, méme avec la présence d’éléments

de courant, nous concluons que le VIEM offre de bons résultats.

A ce stade-ci, il ne reste plus qu’a effectuer une analyse identique a celle qui a menée aux

figures [4.6] et [B.2] c.-a-d., de déterminer numériquement la configuration pour N; et Ny
qui donne la plus faible valeur de I'erreur relative maximale £5;**. Ainsi, en utilisant la méme
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grille de points que celle utilisée pour le systeme magnétostatique #1 (section {4.3.1)), nous

avons pu déterminer les configurations numériques optimales présentées a la figure [£.9,
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Figure 4.9 Erreur relative maximale pour un systeme tel que N = 500,a = 0.1met b =0.2m::
(a) région 0 < r < @ avec un minimum a N, = 12 et €™ = 0.46 %; (b) région r > b avec
un minimum a N, = 8 et g5 = 2.2 %. Veuillez noter que Ny s’ajuste selon la valeur de N,
d’apres 'équation (4.25)).

Premierement, dans la région 0 < r < a, nous trouvons un minimum a N, = 12, notamment,
la derniere valeur simulée pour le nombre d’éléments radiaux (figure ) Conséquemment,,
nous concluons que le vrai minimum doit se trouver a une valeur de N, > 12. Ainsi, méme
si cette valeur optimale est relativement éloignée de celle estimée par 1’équation (4.27]), soit
N =~ 9, cette derniere se retrouve dans une portion de la courbe qui d'une part se comporte
de facon monotone avec une faible pente et d’autre part meéne a une bonne erreur relative
(0.75 %). Deuxiemement, dans la région 0 < r < a, nous trouvons un minimum a N, = 8 de
sorte que nous déduisons que le schéma de discrétisation offre une configuration géométrique
adéquate dans ce cas. En effet, nous avons aussi considéré deux autres configurations, les
résultats issus de cette analyse sont reportés aux figures et situées a l'annexe [C|
Or, tel que prévu, les points optimaux obtenus a partir du VIEM s’écartent légerement
de ceux donnés par 1’équation . Toutefois, dans tous les cas, nous déduisons que le
schéma de discrétisation mene a des résultats valables. Maintenant que les deux systemes
magnétostatiques 2D ont été étudiés et validés, portons notre attention sur la section d’essais
de type CANDU décrite dans le chapitre [T}
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4.4 Section d’essais de type CANDU

Etant donné que le formalisme du VIEM a été validé et qu'un schéma de discrétisation
fiable a été élaboré, nous sommes actuellement en mesure de déterminer, entre autres, la
distribution du champ magnétique total H A travers la section d’essais de type CANDU
(figure[L.1)). Ceci étant dit, nous allons débuter cette section en donnant les détails concernant
la discrétisation du milieu magnétique et par la suite employer le VIEM afin d’obtenir les

quantités désirées.

4.4.1 Discrétisation de la section d’essais

Rappelons-nous qu’a la section [4.3.1] nous avions abordé différentes fagons de discrétiser
un domaine magnétique 3D. Plus précisément, nous avons vu que Morandi et al. (Morandi
et all 2010)) utilisent des domaines tétraédriques tandis que Newman et al. (Newman et al.,
1972)) ainsi que Turner (Turner} [1973) se servent plutot de prismes triangulaires. Toutefois,
afin de rester conforme avec la discrétisation 2D que nous avons appliquée a une géométrie
annulaire (figure [4.4]), nous allons considérer dans le cadre du calcul 3D des éléments ayant

la forme de prismes trapézoidaux isoceles comme ceux illustrés a la figure [4.10]

N,
2asin .l
M=NN, N=NN,

Figure 4.10 Discrétisation en forme de prismes trapézoidaux isoceles pour un cylindre creux
ayant une hauteur H, un rayon interne a et un rayon externe b. Dans cet exemple, des valeurs
de N, =2, Ny = 16 et N, = 3 sont utilisées.
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En effet, cette forme de discrétisation permet de modeler un cylindre creux de hauteur H,
rayon interne a et rayon externe b tout en minimisant le nombre d’intégrales de surface a
évaluer lors du calcul de N (section . Veuillez noter que la fonction Matlab ghcylin-
der.m (annexe |J|) permet de générer ce type de géométrie. De plus, nous allons choisir des
points intérieurs situés au centre de chaque élément, c.-a-d. a la position moyenne des huit
sommets constituant chaque prisme. Pour ce qui est de la section d’essais de type CANDU,
la région magnétique peut étre décomposée en deux types de domaines cylindriques : (7)
une couche centrale ouverte qui comprend les deux prises de pression et (i) deux couches
adjacentes fermées qui composent le restant du canal qui contient la grappe de combustible
simuléeﬂ Conséquemment, puisque nous nous servons dans ce cas de prismes trapézoidaux, il
est évident que nous ne sommes pas en mesure de former pour la couche centrale des prises de
pression conformes a la réalité, notamment, des orifices parfaitement cylindriques. En effet,
afin d’obtenir des dimensions qui correspondent & celles présentées a la figure [I.1] la portée
angulaire de chaque prise sera choisie de sorte que le diametre prescrit est satisfait a la paroi
extérieure de la section d’essais. En outre, il est possible de définir le pas selon z, Az, a partir

de la relation suivante :
Az=— (4.38)

avec N, le nombre d’éléments le long de 'axe des z. Or, comme c’était le cas en 2D, nous

pouvons définir un nombre M pour les éléments 3D de notre systeme donné par :
M =N, Ny,N, =N, N, (4.39)

ou nous avons employé I'expression (4.25]). Ainsi, tel que discuté a la section4.3.1] le schéma de
discrétisation associé au cas 3D requiert que tous les pas de discrétisation soient équivalents,
c-a-d. Az = Ar = r A¢. Donc, en combinant les expressions (4.23)), (4.27), (4.38) et (4.39),

le nombre optimal d’éléments selon 2z, N, s’écrit comme suit :

z

M } : (4.40)

0= |G e

avec O la portée angulaire du cylindre qui, comme mentionné plus tot, differe de 27 pour
la couche centrale ; veuillez noter qu’il faut aussi poser 2m — © dans l'expression (4.27)). En

effet, pour des points d’évaluation situés a U'intérieur du cylindre creux (0 < r < a), nous

4. 11 faut noter qu’afin d’alléger le calcul, nous allons simuler une seule grappe d’environ 50 cm de longueur
(figure|L.1). Ceci demeure physiquement acceptable sous approximation que les grappes voisines influencent
tres peu la distribution du champ magnétique pres d’une prise de pression.
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devons poser r = a tandis que pour des points extérieurs (r > b), nous devons utiliser un
rayon de r = b. Dans la prochaine section, nous allons appliquer la méthode du VIEM a
la section d’essais afin d’obtenir divers résultats pertinents a la compréhension globale des

phénomenes magnétostatiques en jeu.

4.4.2 Simulation de la section d’essais

A la section , nous avons établi trois objectifs de recherche qui consistent a élaborer
un formalisme magnétostatique 3D, de I'optimiser et de 'implémenter numériquement dans
un code Matlab. En particulier, il devient intéressant et important de mettre a 1’épreuve la
méthodologie développée dans ce mémoire afin de cerner I'influence des prises de pression sur
la distribution du champ magnétique a I'intérieur de la section d’essais de type CANDU. Pour
débuter, considérons une coupe transversale du canal contenant les grappes de combustible

simulées alignée selon le centre des prises de pression (figure |4.11]).

Acier 410

Perforation
2 mm

Prise de pression
39.970 mm

Couche en
céramigue

Figure 4.11 Coupe transversale de la section d’essais pour un assemblage de 28 crayons.

Ici, nous avons un systeme constitué d'un assemblage de 28 crayons, qui simulent le com-

bustible nucléaire, espacés par des patins d’écartement et traversés par un courant électrique
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total de 42 kA ainsi que des perforations dans la couche de céramique afin que les capteurs de
pression puissent étre reliés a la portion intérieure du Canallﬂ (voir Teyssedou et Oleknovitch),
2007, pour plus de détails sur la structure de la section d’essais). De plus, dans ce cas, les
prises de pressions ont été coupées en angle afin qu’elles s’adaptent a la discrétisation que
nous avons discutée a la section précédente. En outre, étant donné les dimensions du canal
(figure et la valeur du courant électrique attribuée a chaque crayon (1.5 kA), I'expression
(2.104) nous méne & un module du champ magnétique libre, || Hy||, compris entre 79 kA /m et
108 kA/m dans la couche en acier. A la lumidre de ces valeurs, il est important de mention-
ner que pour des champs appliqués relativement intenses, le milieu magnétique entre dans un
régime non-linéaire, c.-a~d., la relation constitutive donnée par I’équation s’écrit comme

suit pour un matériau isotrope :
M(F) = X (7, [|H(F) ) H (F). (4.41)

En d’autres termes, la susceptibilité magnétique x,, dépend maintenant de la valeur locale du
champ magnétique total. En effet, tel que discuté par Cubberly et al. (Cubberly et al., 1980)),
lorsque ||H|| — oo nous avons ym — 0 et le module de Paimantation atteint une valeur de
saturation || My ||. Or, la méthode de résolution décrite & la section devient inutilisable
sous sa forme présente étant donné que H est la variable inconnue. Pour remédier & ce pro-
bleme, il s’agit de fournir une courbe expérimentale de x,, en fonction de Hﬁ || et appliquer un
processus itératif pour le VIEM (Newman et all [1972)). Toutefois, comme cette démarche sort
du cadre de notre travail, il vaut la peine de noter que I'acier 410 a une valeur de || M| qui
correspond a 101 kA /m (Cubberly et al.,|1980) et par conséquent, elle est tres pres des valeurs
de ||H¢|| mentionnées plus haut. Ainsi, sous Papproximation que |H| ~ || H;| dans le mi-
lieu magnétique (ce qui est valide lorsque le matériau est hautement saturé), nous déduisons
qu'une valeur de y,, = 1 devrait nous mener dans notre cas a des valeurs de M physique-

ment cohérentes, c.-a-d. ayant des modules vectoriels du méme ordre de grandeur que || Mga]|-

A ce stade-ci, tous les parametres physiques et géométriques nécessaires a 1'utilisation du
VIEM ont été définis. D’abord, nous avons comparé les résultats 2D (c.-a-d. invariant par
translation) avec ceux obtenus par un calcul 3D. Etant donné que la longueur de la grappe est
approximativement cinq fois son diametre externe, les deux calculs doivent étre tres similaires.
A cet effet, a partir de la figure présentée a l'annexe @ nous observons en général que
I’écart entre ces deux types de calculs est presque négligeable lorsque nous nous rapprochons

de la périphérie de la grappe. Cette comparaison valide encore une fois la robustesse de

5. Toutefois, il faut noter que la structure en céramique n’influence pas le calcul du champ puisqu’elle
n’est pas composée d’'un matériau magnétique (xm, =~ 0).
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la méthode proposée dans ce mémoire pour le traitement des problemes 3D. Cependant, il
faut mentionner que la méthode 2D ne peut pas étre utilisée, rigoureusement, pour calculer
la distribution du champ produit par les discontinuités associées aux prises de pression.
Ainsi, en ce qui a trait aux discrétisations 3D du systeme, nous avons considéré une valeur
de M = 1500 et les calculs (3D) ont été répétés en absence et présence des discontinuités
magnétiques (c.-a-d. sans et avec les prises de pression). De cette maniere, a partir du schéma
de discrétisation décrit par les expressions et pour une valeur de » = a, nous
trouvons dans 'acier une valeur maximale pour le module de I'aimantation de 101 kA/m
sans les prises et de 107 kA /m avec les prises; ces résultats se rapprochent beaucoup de la
valeur de || M| donnée plus tot et conséquemment justifient la valeur utilisée pour xm. En
effet, afin de mieux comprendre l'influence des prises de pression, considérons maintenant
deux distributions pour la densité de flux magnétique a l'intérieur du canal. En utilisant une
grille de point comportant 1000 éléments, nous avons pu évaluer la distribution angulaire de

||| le long de la face interne de la couche en céramique (figure [4.12).

180 ‘ ‘ ‘
175
170
165

160 4

155

Module de la densité de flux magnétique (mT)

150 | | | | | | |
0 45 90 135 180 225 270 315 360

Angle (degrés)

Figure 4.12 Distribution angulaire de || B|| le long de la face interne de la couche en céramique.
La courbe en pointillé représente les solutions obtenues sans les prises de pression et la ligne
pleine donne les résultats trouvés avec les prises de pression. De plus, les angles de 0° (360°)
et 180° sont vis-a-vis le centre de chaque prise.

Nous observons dans les deux cas (sans et avec les prises de pression) qu’il n’y a aucune
asymétrie dans le champ et qu’il y a des oscillations ayant des maximums locaux centrés

avec chaque crayon externe de la grappe simulée (soit 16 au total conformément a la figure
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. En outre, nous voyons clairement a partir de la figure que les prises de pression
influencent l'intensité du champ et menent a une valeur maximale du module de 175 mT
versus 165 mT lorsqu’il n’y a pas de prise. Toutefois, dans tous les cas, les valeurs moyennes
sont tres similaires, soient 161.4 m'T sans les prises et 161.5 m'T avec les prises. Les variations
relativement importantes observées en présence des prises de pression sont provoquées par
les fuites magnétiques. En effet, 'absence de matériel magnétique dans ces régions du canal
de la section d’essais (figure provoque un accroissement non négligeable de la réluctance
magnétique. Par conséquent, aux alentours des trous, les lignes de champ s’écartent autant
vers l'intérieur que I'extérieur du canal. Il est clair que cette distorsion locale se traduit par les
variations observées a la figure [1.12] et permet d’expliquer le rapprochement des pics observés
autour de 180° en présence des prises de pression. Etant donné la condition stationnaire du
probleme, c.-a-d. des courants électriques constants et uniformément distribués a travers les
28 crayons (figure , la distribution du champ dans le restant du canal diminue légere-
ment. Il est important de souligner que cette condition de symétrie est seulement valable dans
le cas ou tous les matériaux, placés de part et d’autre dans les prises de pression, ainsi que
leur géométrie sont identiques. Dongc, il est clair que 'emploi d’'un matériau différent dans
une des deux connexions mécaniques utilisées pour la mesure de pression peut affecter la
symétrie du champ. Dans une telle condition, les distributions locales du champ magnétique
peuvent se traduire par des efforts non symétriques sur la grappe. Cependant, les effets de
cette asymétrie sur le transfert thermique tel qu’observé expérimentalement (Teyssedou et
Oleknovitch, [2007) ne peuvent pas étre expliqués uniquement par le phénomene magnétique

présenté dans ce mémoire.

En utilisant une grille de points comportant 500 éléments, nous avons pu évaluer la distri-
bution radiale de ||B|| le long de I'axe central des prises (figure 4.13). Ainsi, nous notons
d’abord selon la figure qu’il y a encore une fois aucun bris de symétrie et que le module
du champ a 'extérieur du canal en acier 410 est systématiquement toujours plus intense sans
prise qu’avec prises. Cependant, nous trouvons un maximum de 173 m'T en présence de prises
pres de la couche en céramique et 267 mT a Uintérieur de l'acier (sans prise). De plus, 1’écart
entre les deux courbes de la figure diminue au fur et & mesure que nous nous rapprochons
du centre du canal et un écart de 11.6 mT est observé a la surface extérieure de la grappe
(voir la ligne verticale présentée a la figure . Ces résultats confirment que la présence
ou absence de prises de pression influence peu l'intensité de la distribution du champ qui
peut affecter le transfert thermique autour de la grappe de simulation. Par ailleurs, il est
intéressant de noter qu’il y a quatre changements abrupts de la pente situés a des distances

approximatives de +15 mm, £20 mm, 30 mm et +35 mm qui sont tous engendrés par la
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proximité des crayons de simulation.
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Figure 4.13 Distribution radiale de ||B]| le long de I'axe central des prises de pression. La
courbe en pointillé représente les solutions obtenues sans les prises de pression et la ligne
pleine donne les résultats trouvés avec les prises de pression. De plus, les distances relatives
sont données par rapport au centre de la section d’essais et les deux lignes verticales (situées
a +50 cm) représentent la surface extérieure de la grappe.

Ceci étant dit, nous déduisons que les prises de pression ne provoquent pas d’asymétrie dans
la distribution du champ magnétique H A lintérieur de la section d’essais de type CANDU et
que, seulement a des distance surpassant l'interface interne de la couche en céramique, elles
influencent de fagon non négligeable I'intensité du champ. De facon plus générale, les résulats
obtenus au cours de ce mémoire avec ’approche novatrice 3D nous meénent a conclure que
la méthodologie développée est cohérente d'un point de vue mathématique et permet bel et
bien la résolution fiable des équations de Maxwell statiques. L’emploi de cette méthodolo-
gie confirme que la distribution du champ, quoique tres intense, n’introduit pas des effets

asymétriques pouvant influencer les données expérimentales.
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CHAPITRE 5 CONCLUSION

5.1 Synthese des travaux

Ce travail de maitrise a présenté une nouvelle méthode de calcul 3D pour évaluer la dis-
tribution spatiale des champs magnétostatiques. Plus particulierement, cette approche rend
possible 'application de la méthode numérique du VIEM a des géométries tout a fait générales
puisqu’elle est basée sur des éléments de discrétisation polyédriques. En outre, la méthodolo-
gie a été congue spécifiquement pour l'analyse d’une section d’essais de type CANDU (décrite
au chapitre (1| et a la section , et elle a permis de calculer, entre autres, les effets des
prises destinées aux mesures de pression. De plus, une série de codes Matlab a été développée
et insérée en annexe afin de rendre la méthode facile d’acces et simple a implémenter pour
tous travaux futurs. L’élaboration de cette méthode a requis plusieurs étapes importantes

que nous allons maintenant brievement récapituler.

Premierement, au chapitre [2 les solutions intégrales 2D et 3D de plusieurs champs magné-
tostatiques ont été données en détail, c.-a~-d. en partant des équations de Maxwell et allant
jusqu’a l'application de la méthode de la fonction de Green pour des conditions frontieres
appropriées. Parmi ces solutions, nous avons mis ’accent sur le tenseur de désaimantation
N , une quantité physique communément rencontrée en physique du solide et a la base de la
méthode de résolution numérique proposée. Toutefois, comme nous I’avons vu au chapitre [3]
un calcul approprié de N requiert une analyse supplémentaire lorsque le point d’évaluation
appartient au domaine d’intégration. Nous avons donc effectué une preuve mathématique
novatrice qui nous a permis de prescrire une facon d’évaluer adéquatement le tenseur. En
effet, nous avons élaboré une méthode de calcul matricielle non présentée dans la littérature
qui a permis d’évaluer N a partir d’'une géométrie polyédrique, un probleme qui n’a pas été

résolu depuis I’émergence du VIEM au début des années 70.

Deuxiemement, au chapitre [4, nous avons décrit en détail le formalisme associé¢ au VIEM
en faisant appel a I’équation de Clausius-Mossoti et a trois criteres physiques nécessaires a
la définition du tenseur de désaimantation. Par la suite, nous nous sommes basés sur ces
criteres afin d’élaborer un schéma de discrétisation pour le VIEM parfaitement adapté a la

géométrie cylindrique de la section d’essais. En effet, cette analyse nous a mené a conclure
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qu’une discrétisation optimale du systeme doit étre choisie de sorte a restreindre les éléments
a des domaines carrés (en 2D) et cubiques (en 3D). Aussi, nous avons proposé une fagon de
valider la nouvelle méthode de calcul basée sur les solutions du tenseur N pour un ellipsoide
général, un sujet qui prend ses racines des le début du 19° siecle par le mathématicien Diri-
chlet. Conséquemment, ceci nous a mené a une nouvelle facon de déterminer les coefficients
du tenseur de désaimantation pour un ellipsoide sans avoir a effectuer d’approximation ni

d’intégration numérique (c.-a-d. 'emploi des intégrales elliptiques).

Finalement, a la fin du chapitre [4) nous avons appliqué toutes les notions théoriques dévelop-
pées au cours du mémoire afin de simuler une portion de la section d’essais. De cette maniere,
quelques distributions pour le module du champ magnétique ont été analysées afin de cerner
de fagon préliminaire 'influence des prises de pression sur la grappe et par conséquent sur
les mesures (pression, température, etc.). A partir de cette analyse, nous avons pu constater
d’une part qu’il n’y a aucune assymétrie dans le champ et d’autre part qu’il y a un effet
discernable di a la présence des prises. Cependant, celui-ci est négligeable au niveau de la

grappe de combustible simulée.

5.2 Limitations du modele proposé

Quoique la méthode de calcul développée dans ce mémoire s’appréte a toute forme de
géométrie, il existe certains aspects théoriques du modele qui limitent les applications envisa-
geables. Tout d’abord, tel que discuté brievement a la section [£.4.2] en présence d’un champ
magnétique relativement intense, le milieu se comporte de maniere non linéaire. En effet, cela
signifie physiquement que la susceptibilité magnétique varie en fonction du champ appliqué
et de la réponse du matériel lui-méme. Or, méme si nous avons contourné ce probléeme en
utilisant des suppositions bien justifiées, notre modele n’est pas bien adapté a ce genre de
situation. De plus, afin de modeler les crayons de simulation présents dans la section d’essais
de type CANDU, nous avons appliqué la loi de Biot-Savard 2D donnée par I'équation
pour des éléments de courant infinitésimaux, c.-a-d pour des domaines ayant des dimensions
négligeables par rapport au systeme étudié. Etant donné que les courants électriques sont
appliqués dans les parois minces des crayons (voir la figure , I’emploi d’éléments ayant
des largeurs infinitésimales constitue une approximation. Pour améliorer la méthode, nous
devrions inclure dans le calcul la discrétisation fine de la paroi de chaque crayon. Consé-
quemment, une approche plus rigoureuse serait de résoudre la forme intégrale représentée
par I'expression ([2.96) pour une densité de courant Ji appropriée ; cette voie semble possible

selon le travail effectué par Beth (Bethl |1966]) pour le traitement 2D de ce type de probleme.



73

5.3 Ameéliorations futures

A la lumitre de tout ce qui a été realisé au cours de ce travail de maitrise, nous pouvons
a ce stade-ci suggérer quelques améliorations constructives a apporter a la méthode propo-
sée. En ce qui a trait a la discussion effectuée a la section concernant les milieux non
linéaires, un modele plus approprié du VIEM devrait implémenter une courbe expérimentale
ou analytique de x,, en fonction de ||ﬁ | dans le but d’appliquer une méthode itérative dé-
crite en détail par Newman et al. (Newman et al.,1972) ainsi que par Turner (Turner} [1973]).
Toutefois, une telle approche nécessite d'une part des données expérimentales sur le matériau
considéré et d’autre part une analyse de convergence adéquate. Par ailleurs, tel qu’abordé
en profondeur par Landry-Lavoie (Landry-Lavoie, 2013), la section d’essais de type CANDU
comporte aussi des supports externes en acier au carbone, un aspect que nous avons omis
dans le cadre de ce mémoire. En effet, afin d’obtenir une représentation plus fidele du systeme,
cette structure devrait étre implémentée a partir d’une nouvelle fonction Matlab congue pour
générer des rectangles (en 2D) et des prismes rectangulaires (en 3D) représentatifs de ces
supports. Finalement, tel que déja mentionné, meéme si les crayons ne sont pas ferromagné-
tiques, une discrétisation fine des éléments de courant le long de leurs surfaces est fortement

souhaitable.

Meéme s’il ne s’agit pas d’'un mémoire par article, nous devons mentionner que la premiere
partie de ce travail (section [3.1)) a été l'objet d’une publication dans la revue scientifique
“European Journal of Physics”. A ce moment-ci, un deuxieme papier sur le calcul 3D du

tenseur N est en rédaction et sera bientot le sujet d’une deuxieme publication.
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ANNEXE A

Erreurs relatives

D’abord, dans le cadre de la section [4.2] les erreurs relatives e (données en %) des calculs
effectués numériquement par rapport aux valeurs de référence données par Osborn (Osbornl,
1945)) sont définies comme suit :

| valeur approximative — valeur de référence |

¢= x 100. (A.1)

| valeur de référence |

De cette maniere, le calcul matriciel 2D nous mene aux tableaux suivants :

Tableau A.1 Erreurs relatives (en %) pour la méthode matricielle 2D (n = 50). Les erreurs
relatives e et €y, sont respectivement associées a Ny et Nyy.

b/a Exx Eyy
1.0 0.00 0.00
0.9 0.03 0.03
0.8 0.07 0.05
0.7 0.12 0.08
0.6 0.19 0.11
0.5 0.30 0.15

Tableau A.2 Erreurs relatives (en %) pour la méthode matricielle 2D (n = 100). Les erreurs
relatives ex et €,y sont respectivement associées a Ny et Nyy.

b/a Exx Eyy
1.0 0.00 0.00
0.9 0.01 0.01
0.8 0.02 0.01
0.7 0.03 0.02
0.6 0.05 0.03
0.5 0.08 0.04

Finalement, le calcul matriciel 3D nous meéne aux tableaux suivants :
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Tableau A.3 Erreurs relatives (en %) pour la méthode matricielle 3D (¢/a = 0.5 et n = 50).

Les erreurs relatives ey, €,y et €, sont respectivement associées a Ny, Nyy et N,,.

b/a

6XX

Yy

6ZZ

1.00000
0.98863
0.95513
0.90139
0.83073
0.74825
0.66144
0.58115
0.52213
0.50000

0.08
0.04
0.09
0.11
0.15
0.20
0.29
0.32
0.44
0.48

0.08
0.12
0.07
0.05
0.01
0.01
0.05
0.04
0.06
0.09

0.07
0.07
0.07
0.07
0.07
0.08
0.09
0.10
0.13
0.11

Tableau A.4 Erreurs relatives (en %) pour la méthode matricielle 3D (¢/a = 0.5 et n = 100).

Les erreurs relatives €y, €y et €, sont respectivement associées a Ny, Nyy et N,,.

b/a Exx Eyy €2z
1.00000 0.02 0.02 0.02
0.98863 0.03 0.06 0.02
0.95513 0.02 0.03 0.02
0.90139 0.02 0.02 0.02
0.83073 0.04 0.00 0.02
0.74825 0.05 0.00 0.02
0.66144 0.09 0.02 0.02
0.58115 0.06 0.01 0.03
0.52213 0.11 0.00 0.05
0.50000 0.12 0.02 0.03
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ANNEXE B
Graphiques : induction uniforme et cylindre creux
De la méme fagon qui nous a mené a la figure [4.6] nous avons déterminé numériquement
les configurations optimales pour N, et Ny, et ce, a partir de deux systemes avec des valeurs

de N ou b/a différentes de celles employées a la section m Premierement, en faisant varier

le ratio b/a, nous obtenons le graphique suivant :

2.0 ! 2.0 !
181 | 181 | .
| |
g 16 ° | g 16/ | 1
~ I ~ I
S 14r- } S 14+ } .
E l E 1 o
% 1.2 ! 3 1.2 ! y
€ [ S [ o
() 107 [u] ! () 107 ! 7
> ‘ > [
3 | - i o |
S o8 ! o S osf ! o .
= o \ o = [
— L | o . L | o B
§ 0.6 o ¢ o § 0.6 o : o
b 04 | b 04 °ow " -
| |
0.2 ! 0.2 ! b
0 | | | | } | | | | | 0 | | | } | | | | | |
2 83 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Nombre d'éléments radiaux Nombre d'éléments radiaux
(a) (b)
Figure B.1 Erreur relative maximale pour un systeme tel que N = 500, a = 0.1 m et

b=0.15m: (a) région 0 < 7 < a avec un minimum a N, = 7 et €™ = 0.54 % (b) région
r > b avec un minimum a N, = 6 et eg™ = 0.42 %. Veuillez noter que N, s’ajuste selon la
valeur de N, d’apres I'équation (4.25)).

Deuxiemement, en faisant varier le nombre N, nous obtenons le graphique suivant :
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1.0 | 1.0 |
0.9 | i 09r i |
| |
< 08f | 10 08 | i
~ I ~ I
g 07 C | 138 07r | ]
£ l E 1
= 0.6 - o ! n x 0.6 - ! y
€ \ IS |
o 05 o } - o 05F | |
2 w 2 w
®© 0.4+ u] | - «© 0.4 | n] i
“:’ SCR TR | :
> 037 | 7 > 037 | o I
o I o o o I g P
W 02+ | 4o o2f oo o .
| |
0.1 } — 01+ ! i
0 | | | | | | } | | | 0 | | | } | | | | | |
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Nombre d'éléments radiaux Nombre d'éléments radiaux
(a) (b)
Figure B.2 Erreur relative maximale pour un systeme tel que N = 1000, a = 0.1 m et

b=0.2m: (a) région 0 < r < a avec un minimum a N, = 13 et eg® = 0.33 %; (b) région
r > b avec un minimum a N, = 10 et eg™* = 0.22 %. Veuillez noter que Ny s’ajuste selon la
valeur de N, d’apres I'équation (4.25]).
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ANNEXE C
Graphiques : blindage magnétique d’une ligne bifilaire
De la méme fagon qui nous a mené a la figure 4.9 nous avons déterminé numériquement
les configurations optimales pour N, et Ny, et ce, a partir de deux systemes avec des valeurs

de N ou b/a différentes de celles employées a la section m Premierement, en faisant varier

le ratio b/a, nous obtenons le graphique suivant :

3.0 ! 4.0 !
2.7 | . 3.7 | .
| |
< 24 } 1 R 34r | i
~ I ~ o I
e ] el | |
= l £ 1
% 1.8 ! B 3 2.8 ! b
€ [ S |
o 1.5 [ N o 25 [ h
> ! > !
2 o | 3 | o
S q2r | 18 22r | o .
= | o | | . L o [ _
W 0.6- oo, l 40 16r l o .
u] ! o } o
0.3 OB 9 13+ m F .
0 | | | | | | | | } | 1.0 | | | } | | | | | |
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Nombre d'éléments radiaux Nombre d'éléments radiaux
(a) (b)
Figure C.1 Erreur relative maximale pour un systeme tel que N = 500, a = 0.1 m et

=0.15m : (a) région 0 < r < @ avec un minimum a N, = 11 et eg™ = 0.34 % (b) région
r > b avec un minimum a N, = 6 et e™ = 1.3 %. Veuillez noter que Ny s’ajuste selon la
valeur de N, d’apres I'équation (4.25)).

Deuxiemement, en faisant varier le nombre N, nous obtenons le graphique suivant :
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6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Nombre d'éléments radiaux Nombre d'éléments radiaux
(a) (b)
Figure C.2 Erreur relative maximale pour un systeme tel que N = 1000, a = 0.1 m et

b=0.2m: (a) région 0 < r < a avec un minimum a N, = 16 et eg™ = 0.27 % (b) région
r > b avec un minimum a N, = 11 et eg™ = 1.1 %. Veuillez noter que N, s’ajuste selon la
valeur de N, d’apres I'équation (4.25]).
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ANNEXE D

Graphiques : comparaison entre les approches 2D et 3D

Dans le cadre de la section 4.4.2] les erreurs relatives ¢ (données en %) pour le module
| H|| associées aux calculs effectués en 3D sans les prises de pression par rapport aux valeurs

obtenues en 2D (approche invariant par translation) sont définies comme suit :

_ = ][sp — [ H]]2p | "
| H||2p

100. (D.1)

Ainsi, en utilisant respectivement pour les cas 2D et 3D des valeurs de N = 1500 et M = 1500

pour la discrétisation du canal, nous obtenons le graphique suivant :

4 %1073
3 I
S
(0]
2
s 2
5
o
L
1
0 | | | | | | |
0 45 90 135 180 225 270 315 360

Angle (degrés)

Figure D.1 Erreur relative le long de l'interface interne de la couche en céramique pour un
systeme 2D tel que N = 1500 et un systeme 3D (sans prise de pression) tel que M = 1500.
Veuillez noter que dans les deux cas nous utilisons une grille de points ayant 1000 éléments
angulaires et que la discrétisation du canal est effectuée selon le schéma de discrétisation

décrit par les expressions (4.27)) et (4.40)).

En effet, nous constatons que la différence maximale entre les modules vectoriels ne surpasse

pas une erreur relative de 3.5 x 1073 %.



ANNEXE E

Tenseur de désaimantation 2D
Code MATLAB : n2d.m
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function [ N ] = n2d( x, y, nodes )
$N2D - Evaluate the 2D demagnetizing tensor.

o
°

$ N = N2D(X, Y, NODES)

format long;

%% Initialize variables %%

Nb_elements = numel (nodes) ;

N = nan(2, 2+Nb_elements);

%% Main algorithm %%

for i = 1:Nb_elements
matrix = [nodes{i}, nodes{i} (:, 1)1;
Nb_nodes = numel (nodes{i} (1, :));
NxxX = nan Nb_nodes) ;

Nxy = nan Nb_nodes) ;

(1,

(1, )
Nyx = nan(l, Nb_nodes);

(1, Nb_nodes)

4

Nyy = nan
for 37 = 1:Nb_nodes

x1l = matrix (1, J) - x;
vyl = matrix (2, 3J) - y;
X2 = matrix(l, j + 1) - x;
y2 = matrix (2, j + 1) - vy;
I = log((x2 + 1ixy2)/(x1 + 1ixyl))/(2*pi);
tx = (x2 - x1)/sqgrt((x2 - x1)"2 + (y2 - yl)"2);
ty = (y2 - yl)/sqgrt ((x2 - x1)"2 + (y2 - yl)"2);
alpha = real(I);
if dot ([x1 ; vyll, [ty ; -tx]) == 0
beta = 0;
else
beta = imag(I);

end




Nxx (j) = ty"2xbeta + txxtyralpha;
Nxy (j) = —txxty+beta + ty~2xalpha;
Nyx (j) = - (tx*tyxbeta + tx"2xalpha);
Nyy (j) = tx"2xbeta - txsxty=xalpha;

N(l1, tag + 1) = sum(Nxy);
, tag) = sum(Nyx);

, tag + 1) = sum(Nyy);
end

end




ANNEXE F

Tenseur de désaimantation 3D
Code MATLAB : n3d.m
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function [ N ] = n3d( x, y, z, nodes )
$N3D - Evaluate the 3D demagnetizing tensor.

o
°

$ N = N3D(X, Y, Z, NODES)

format long;

%% Initialize variables %%

Nb_elements = numel (nodes) ;

N = nan(3, 3%«Nb_elements);

%% Main algorithm %%

for i = 1:Nb_elements
Nb_faces = numel (nodes{i});
Nxx = nan(l, Nb_faces);
Nxy = nan(l, Nb_faces);
Nxz = nan(l, Nb_faces);
Nyx = nan(l, Nb_faces);
Nyy = nan(l, Nb_faces);
Nyz = nan(l, Nb_faces);
Nzx = nan(l, Nb_faces);
Nzy = nan(l, Nb_faces);
Nzz = nan(l, Nb_faces);

for j = 1:Nb_faces

matrix = [nodes{i}{j}(:, l:(end - 1)), nodes{i} {3} (:,

Nb_nodes = numel (nodes{i}{j} (1, 1l:(end - 1)));

RO = nodes{il} {3} (:, 1) - [x ; v ; z];
alpha = zeros (Nb_nodes, 3);

beta = zeros(l, Nb_nodes);

nx = nodes{i}{j} (1, end);

ny = nodes{i}{j} (2, end);
nz = nodes{i}{j} (3, end);

n = [nx ; ny ; nz]l;

1)1;
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for k = 1:Nb_nodes

Rl = matrix(:, k) - [x ; v ; z];
R2 = matrix(:, k + 1) - [x ; v ; z];
t = (R2 - R1)/sgrt(dot (R2 - R1, R2 - RI1)
u = sqrt (dot (R1, R1l)) + sqgrt (dot (R2, R2)
- sgrt (dot (R2 - R1, R2 - R1));
v = sqgrt (dot (R1, R1l)) + sqgrt (dot (R2, R2)
+ sgrt (dot (R2 - R1, R2 - R1l));
alpha(k, :) = -t/ (4+xpi)~*log(v/u);
if k == || k == Nb_nodes || dot (RO, n)
beta (k) = 0;
continue;
end
a = cross (RO, R1);
b = cross(R1l, R2);
= cross (R2, RO);
Zz1 = dot(a, c) - lixsqgrt (dot(cross(a, c)
22 = dot (b, a) - lixsqgrt (dot(cross (b, a)
Z3 = dot(c, b) - lixsqgrt (dot(cross(c, b)
beta(k) = (imag(log(Z21xZ2*xZ3*exp (—lixpi)
beta(k) = sign(dot (0.5 (R1 + R2) - RO,
end
alpha = sum(alpha);
beta = sign(dot (RO, n))xsum(beta);
Nxx = nx"2+xbeta + nxxnzxalpha(2)

= nxxnyxbeta + nyxnzxalpha(2) +
= nx*nzxbeta - (nx"2 + ny”2)+*alpha(2)
= nx*nyxbeta - nxxnzxalpha(l) -
ny”~2+xbeta - nyxnzxalpha(l)
= ny*nzxbeta + (nx*2 + ny”2)xalpha(l)
= nx*nz*beta + nxxnyxalpha(l) +
= nyxnzxbeta - (nx"2 + nz”"2)xalpha(l)

= nz"2xbeta + nyxnzxalpha(l)

= 3xi - 2;

tag) = sum(Nxx);

tag + 1) = sum(Nxy);
tag + 2) = sum(Nxz);
tag) = sum(Nyx);

tag + 1) = sum(Nyy);
tag + 2) = sum(Nyz);
tag) = sum(Nzx);

tag + 1) =
tag + 2) =

sum (Nzy) ;

sum(Nzz) ;

cross (t,

)i
)

)

c)))i
, cross(b, a))
b

' ))
)) + pi)/ (4xpi);

, cross(a,

14

cross(c, ;

)
)
)
)

- nx*ny+*alpha (3);
(nx*2 + nz”*2)xalpha(3);

- nyxnzxalpha(3);

(ny*2 + nz”*2)+xalpha(3);
+ nx*ny=*alpha (3);

+ nx*nz*alpha (3);

(ny*2 + nz”*2)xalpha(2);

- nxxnyxalpha(2);

- nxxnzxalpha(2);

n)))xbeta (k) ;
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ANNEXE G

Géométrie elliptique
Code MATLAB : gellipse.m

10

11

12

function [ nodes ] = gellipse( xc, yc, Xr, yr, n )
$GELLIPSE - Generate the nodal positions of an ellipse.

o
°

% NODES = GELLIPSE (XC, YC, XR, YR, N)

format long;

%% Main algorithm %%

phi = (0:360/n: (360 — 360/n)) + (1 + (-1)"(n + 1))*(90/n);
r = 1./sqgrt ((cosd(phi)/xr).”2 + (sind(phi)/yr)."2);
nodes = {[r.*cosd(phi) + xc ; r.xsind(phi) + ycl};

end




ANNEXE H

Géométrie ellipsoidale
Code MATLAB : gellipsoid.m
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function [ nodes ] = gellipsoid( xc, yc, zc, xr, yr, zr, n, display )
$GELLIPSOID - Generate the nodal positions of an ellipsoid.

o
°

% NODES = GELLIPSOID (XC, YC, zC, XR, YR, ZR, N, DISPLAY)

format long;

%% Initialize variables %%

counter = zeros(l, 2);
nodes = {cell(l, n"2)};

%% Main algorithm %%

if exist('display', 'var') && ischar(display) && strcmpi (display, 'on')
clc;

4

fprintf ('Generating ellipsoid...\n'

)
fprintf ('Percentage of completion: 0 %%');

end
theta = 0:180/n:180;
z = zr*xcosd(theta) + zc;

phi = (0:360/n: (360 - 360/n)) + (1 + (-1)"(n + 1))*(90/n);
phi = [phi, phi(l) + 360];

r = cell(n + 1, 1);

for i = 1:(n + 1)
1

- ((z(i)*ones(l, n + 1) - zc)/zr)."2;

(cosd (phi) /xr) .”2 + (sind(phi)/yr)."2;
rho = sqgrt (u./v);

v

r{i} (1, :) = rho.xcosd(phi) + xc;

r{i} (2, :) = rho.*xsind(phi) + yc;

r{i} (3, :) = z(i)+*ones(l, n + 1) + zc;
end
for i = 1:n

for j = 1:n

counter (1) = counter(l) + 1;
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end

end

if exist ('display', 'var') && ischar (display)
&& strcmpi (display, 'on')
if counter (1) == | | round( (counter (2)/n"2)*=100) ==
clc;

counter (2) = 0;

4

fprintf ('Generating ellipsoid...\n

o\
o\

)
fprintf ('Percentage of completion: %i
round ( (counter (1) /n”*2)*100)) ;

end

counter (2) = counter(2) + 1;
end
upper_layer = r{j}(:, (1 + 1):-1:1);
r{j + 1} (:, i:(1 + 1));

lower_layer

1

4

if § ==
upper_layer = upper_layer(:, 1);
elseif j == n
lower_layer = lower_layer(:, 1);
end
nodes{1l}{counter(l)} = [upper_layer, lower_layer];
r_rel = nodes{l}{counter(l)}(:, 1) - [xc ; yc ; zcl;
r21 = nodes{l}{counter (1)} (:, 1) - nodes{l}{counter(l)}(:
r31 = nodes{l}{counter(1l)}(:, 1) - nodes{l}{counter(l)} (:,
nn = cross (r2l, r31)/sqgrt (dot (cross(r2l, r31l), cross(r2l,
if sign(dot(r_rel, nn)) == -1
clc;
error ('An unexpected error occurred.');
end
nodes{l}{counter(l)} = [nodes{l}{counter(l)}, nn];

if exist('display', 'var') && ischar (display) && strcmpi(display,

end

end

clc;

2);
3);
r31)));

'OH')
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ANNEXE I

Géométrie annulaire
Code MATLAB : gannulus.m
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function [ nodes, r_in ] = gannulus( xc, yc, r, phi, Nr, Na, r_gap )
$GANNULUS - Generate the nodal positions of an annulus.
% [NODES, R_IN] = GANNULUS (XC, YC, R, PHI, NR, NA, R_GAP)

format long;

%% Verify input data %%

T

msg = i

char = {'mean', 'critical'};

if —exist('r_gap', 'var') % Verify 'r_gap' variable.
r_gap = 'mean';

elseif —isnumeric(r_gap) && —ischar (r_gap)
msg = 'The variable ''R_GAP'' must be numeric or a character array.';

elseif isempty (r_gap)

msg = 'The variable ''R_GAP'' cannot be empty.';
elseif numel (r_gap(:, 1)) % 1

msg = 'The variable ''R_GAP'' must have 1 line.';
elseif ischar(r_gap) && sum(strcmpi (r_gap, char)) == 0

msg = 'An unrecognized character array value for '"'R_GAP'' was given.';
elseif isnumeric(r_gap) && sum(isnan(r_gap)) =# O

msg = 'Numerical values of '"'R_GAP'' cannot be NaN.';

elseif isnumeric(r_gap) && sum(r_gap < 0) # 0

msg = 'Numerical values of '"'R_GAP'' must be > 0.';
elseif isnumeric(r_gap) && sum(r_gap > 100) # O

msg = 'Numerical values of '"'R_GAP'' must be < 100.';
end
if —isempty (msqg)

clc;

error (msqg) ;

end

%% Initialize variables %%
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counter = 0;

nodes = cell (1, Nr«Na);

r=r1r(l):(r(2) - r(l))/Nr:r(2);

phi = phi(1l): (phi(2) - phi(l))/Na:phi(2);

[

if isnumeric(r_gap) % Numerical array.

r_gap = r_gap/100;

r_in = cell(l, numel (r_gap));
for i = l:numel (r_gap)

r_in{i} = nan (2, Nr=xNa);
end

else % Character array.

r_in = nan(2, Nr=*Na);

%% Main algorithm %%

[)

for i = 1:Nr % Generate discretization elements.

for j = 1:Na

counter = counter + 1;
rl = r(i)x[cosd(phi(]j)) ; sind(phi(J))] + [xc ; ycl;
r2 = r(i + 1)«[cosd(phi(j)) ; sind(phi(3))] + [xc ; ycl;
r3 = r(i + 1)x[cosd(phi(j + 1)) ; sind(phi(j + 1))] + [xc
r4d = r(i)*[cosd(phi(j + 1)) ; sind(phi(j + 1))] + [xc ; ycl;
nodes{counter} = [rl, r2, r3, r4dl]l;

end

end
for 1 = l:numel (nodes) % Generate inner points.

rl = nodes{i}(:, 1);

r2 = nodes{i}(:, 2);

r3 = nodes{i}(:, 3);

rd = nodes{i} (:, 4);

if strcmpi(r_gap, 'critical') % Point of zero gradient.
matrix = nan(2);
matrix (1, 1) = r3(1l) - rl(l);
matrix (1, 2) = r2(1l) - rd(1l);
matrix (2, 1) = r3(2) - rl(2);
matrix (2, 2) = r2(2) - r4d(2);
vector = [r2(1l) - rl(l) ; r2(2) - rl(2)];
t = matrix\vector;
X = (r3(1) — rl1(l))*t(l) + rl(l);
y = (r3(2) - rl(2))+t(l) + rl(2);
r_in(:, 1) = [x ; vl
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elseif strcmpi(r_gap, 'mean') % Mean nodal point
x = mean([rl1(l), r2(1l), r3(1l), rd(1)1);

y = mean([rl(2), r2(2), r3(2), rd(2)]);

r_in(:, 1) = [x ; vI;

xx = mean([rl(l), r2(1l), xr3(1l), rd(1)1]1);
yy = mean([rl(2), r2(2), r3(2), rd(2)1);
rr = [XX — XC ; yy - ycl /sqrt (xx — xC)"2 + (yy — yc)"2);
[r1(1), r4(1)1);
[r1(2), rd4(2)1);
1), r3(1)1);
)

X_base = mean
y_lbase = mean
x_top = mean (
2), r3(z

)

)]

y_top = mean )1
(x_base - xc)
2

(
(
[r
[r
(
(

( i
m_base = sqrt 2 + (y_base - yc)”"2);
( +

A

3

o+

¢}

T
Il

sqrt ((x_top - xc) (y_top - yc)"2);
for 7 = l:numel (r_gap)
m = (1 - r_gap(j))*m_base + r_gap(Jj)*m_top;
= mxrr(l) + xc;

X
y = m*xrr(2) + yc;
r

_in{j}(:, 1) = [x ; v,
end
else
clc;
error ('An unknown value for ''R_GAP'' was given.');

end

if isnumeric(r_gap) && numel (r_gap) == 1
r in = r_in{1l};

end

end
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ANNEXE J

Géométrie cylindrique

Code MATLAB : ghcylinder.m

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

function [ nodes, r_in ]

ghcylinder ( xc, yc,

zc, r, phi, h, Nr, Na, Nz, r_gap )

$GHCYLINDER - Generate the nodal positions of a hollow cylinder.

o
°

S NODES = GHCYLINDER (XC, YC, 2zC, R, PHI, H, NR, NA, NZ)
format long;

%% Verify input data %%

msg = '';

char = {'mean', 'critical'};

if —exist('r_gap', 'var') % Verify 'r_gap' variable.

r_gap = 'mean';
elseif —isnumeric(r_gap)
msg = 'The variable
elseif isempty (r_gap)
'The variable
1)

'The variable

msg =
elseif numel (r_gap(:,
msg =
elseif ischar (r_gap) &&
msg =
elseif isnumeric (r_gap)
msg =
elseif isnumeric (r_gap)
msg =
elseif isnumeric(r_gap)
msg =
elseif isnumeric (r_gap)
msg =
end
if —-isempty (msqg)
clc;
error (msqg) ;

end

'Numerical values of

'"Numerical values of

'Numerical values of

'"Numerical values of

&& —ischar (r_gap)

'"'R_GAP'' must be numeric or a character array.';
'"'"R_GAP'' cannot be empty.';
) # 1
'""R_GAP'' must have 1 line.';
sum(strcmpi (r_gap, char)) == 0
'An unrecognized character array value for ''R_GAP'' was given.';

&& sum(isnan (r_gap))
"'R_GAP''

# 0
cannot be NaN.';
# 1

must contain 1 element.';

&& numel (r_gap)
'"R_GAP"'
&& r_gap < O
'""R_GAP'' must be > 0.';
&& r_gap > 100

'""R_GAP'' must be < 100."';




35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

%% Initialize variables %%

counter = 0;

r_in = nan (3, Nr*NaxNz);

if isnumeric(r_gap) % Numerical array.
r_gap = r_gap/100;

end

nodes = cell(l, NrxNax*Nz);

r=r1r(l):(r(2) - r(l))/Nr:r(2);

phi = phi(1l): (phi(2) - phi(l))/Na:phi(2);

z = -h/2:h/Nz:h/2;

%% Main algorithm %%
for i = 1:Nz % Generate discretization elements.

for j = 1:Nr
for k = 1:Na

counter = counter + 1;
for 1 = 1:6
if 1 ==
rl = r(3j);
r2 = r(j + 1);
r3 =r(j+ 1);
rd = r(j);
phil = phi (k);
phi2 = phi (k) ;
phi3 = phi(k);
phi4 = phi (k) ;
z1l = z(1);
z2 = z(1i);
z3 = z(1 + 1);
z4 = z(1 + 1);
elseif 1 == 2
rl = r(j + 1);
r2 = xr(j + 1);
r3 =xr(j + 1);
rd = r(j + 1);
phil = phi(k);
phi2 = phi(k + 1);
phi3 = phi(k + 1);
phi4 = phi(k);
z1l = z(1i);
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79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

z3 =
z4 =
elseif 1
rl =
r2 =

r3 =

phil
phi2
phi3

phid =

z2 =
z3 =
z4 =
elseif 1
rl =
r2 =
r3 =
r4 =
phil
phi2
phi3

phid =

z1l =
z2 =
z3 =
z4 =
elseif 1
rl =
r2 =
r3 =
r4 =
phil
phi2
phi3

phid =

z1l =
z2 =
z3 =
z4 =
elseif 1
rl =
r2
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123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

134

135

136

137

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

157

158

159

160

161

162

163

164

165

r3
rd
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=r(j + 1);
= r(J);

phil = phi(k);

(
phi2 = phi(k);
phi3 = phi(k + 1);
phid4 = phi(k + 1);
z1l = z(1 + 1);
z2 = z (1 + 1);
z3 = z(1i + 1);
z4 = z(1 + 1);
end
rl = [rlxcosd(phil) + xc ; rlxsind(phil) + yc ; zl + zcl;
r2 = [r2+xcosd(phi2) + xc ; r2xsind(phi2) + yc ; z2 + zcl;
r3 = [r3*xcosd(phi3) + xc ; r3xsind(phi3) + yc ; z3 + zcl;
r4 = [rd4xcosd(phid4) + xc ; rd4xsind(phid) + yc ; z4 + zc]l;
normal = cross(r2 - rl, r3 - rl);
normal = normal/sqgrt (dot (normal, normal));
nodes{counter}{1l} = [rl, r2, r3, r4, normall];
end
end
end
end
for 1 = l:numel (nodes) % Generate inner points.
rl = nodes{i}{6}(:, 1);
r2 = nodes{i}{6}(:, 2);
r3 = nodes{i} {6} (:, 3);
r4 = nodes{il} {6} (:, 4);
if strcmpi(r_gap, 'critical') % Point of zero gradient.
matrix = nan(2);
matrix (1, 1) = r3(1l) - rl(l);
matrix (1, 2) = r2(l) - rd(1l);
matrix (2, 1) = r3(2) - rl(2);
matrix (2, 2) = r2(2) - rd(2);
vector = [r2(1l) - rl(l) ; r2(2) - rl(2)];
t = matrix\vector;
X = (r3(l) — rl(l))*t(l) + rl1(l);
y = (r3(2) — rl(2))»t(l) + rl(2);
elseif strcmpi(r_gap, 'mean') % Mean nodal point.
= mean([rl(l), r2(l), r3(l), rd4(l)1);

mean ([rl(2), r2(2), r3(2), rd(2)1);




168

169

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

184

186

187

188

189

191

s

xx = mean([rl(l), r2(l), r3(1l), rd(1)1);
yy = mean([rl(2), r2(2), r3(2), rd(2)1);
rr = [XX — XC ; yy - ycl /sqrt (xx — xC)"2 + (yy — yc)"2);
x_base = mean([rl(l), r4(1)1);
y_base = mean([rl(2 ), 4(2)1);
x_top = mean([r , ) 1)
y_top = mean([r ), ( ) 1)
m_base = rt((x base - xc)”"2 + (y_base - yc)”"2);
m_top = sqrt((x_top - xc)”"2 + (y_top - yc)"2);
m = (1 - r_gap)*m_base + r_gap*m_top;
X = m*rr(l) + xc;
y = m*xrr(2) + yc;
else
clc;
error ('An unknown value for ''R_GAP'' was given.');
end
r_in( i) = [x ; v ; mean([nodes{i}{5}(3, 1), nodes{i}{6} (3
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