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Introduction

L'évolution technologique actuelle améne 1'ingénieur &
réaliser des projets de plus en plus complexes et coliteux dans les
domaines de 1'aéronautique, de 1'aérospatiale et du nucléaire.

Dans ces domaines et dans bien d'autres, 1'ingénieur a
besoin de savoir le plus précisément possible 1'influence de ses
décisions lors de la conception: i1 a besoin de mod&les pour si-
muler Te comportement de systémes physiques.

La mécanique des fluides et des solides permet de décrire
le comportement de ces systémes physiques au moyen d'équations aux
dérivées partielles; la méthode des éléments finis est une méthode
utilisée pour résoudre ces équations. Cette méthode fait appel aux
sciences de 1'ingénieur pour établir les équations, aux méthodes
numériques pour les discrétiser et & 1'informatique pour effectuer
efficacement les calculs sur ordinateur.

Le texte qui suit décrit les équations aux dérivées par-
tielles qui régissent ces écoulements, les grandes lignes de la
méthode de solution utilisée et quelques-uns des résultats obtenus.
La méthode est développée autour d'un probléme précis: modéliser
le comportement d'un fluide passant entre deux aubes directrices
d'une turbine hydraulique. Pour des raisons géométriques, 1'algo-
rithme présenté est développé en coordonnées polaires.
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Chapitre 1 - Présentation du probléme

Equations de base

Le présent algorithme est basé sur les équations de Navier-
Stokes en deux dimensions régissant le comportement des fluides vis-
queux incompressibles.

Les équations s'écrivent:

équation de Navier-Stokes:
(4D = £-0+psty (1.1.1)

équation de continuité (conservation de la masse):
V- -u=20 (1.1.2)

ol Re est Te nombre de Reynolds, le rapport adimensionnel entre Tes
forces d'inertie et les forces de viscosité rencontré fréquemment en
mécanique des fluides. Le terme (u - Y)u représente le terme de
transport, Yp Tles forces de pression et (1/Re)Ay Tles termes de dif-
fusion; les forces massiques f sont négligées.

Deux dimensions seulement seront considérées; les effets
tridimensionnels dis a 1'épaisseur du canal sont négligés.

Noter que les équations décrites ci-dessus sont valides pour
des écoulements stationnaires, qui ne varient pas en fonction du temps.

Géométrie’

L'algorithme de calcul présenté a pour but d'obtenir le
comportement d'un fluide dans une région ou portion de 1'espace physique
appelée domaine a 1'intérieur de laquelle i1 est intéressant de connaitre
le comportement du fluide.



Dans le cas présent, le domaine est un canal interaube de
turbine hydraulique, soit 1'espace compris entre deux aubes directrices,
une portion de 1'espace devant les aubes appelée entrée et une portion
aprés les aubes appelée sortie (voir figure 1). Le programme vise
particuligrement le calcul dans le canal formé des aubes directrices
et avant directrices de turbines Kaplan (voir figure 2). Un canal
interaube typique est présenté a la figure 3.

entrée aubes sortie

Figure 1. Canal interaube
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1.3 Conditions aux limites

A 1'entrée du canal, la vitesse est 1mposee et connue. De
chaque coté il y a une cond1t1on de périodicité, c'est-a-dire que le
comportement du fluide sur le bord inférieur du canal est le méme que
sur le bord supérieur. En effet ce qui se passe dans un canal donné
doit &tre identique a ce qui se passe dans les canaux voisins par
symétrie. Sur les aubes i1 y a une condition de non-glissement: Ta
vitesse doit 8tre nulle 1e Tong d'une paroi solide & cause de la visco-
sité. A la sortie, i1 n'y a aucune condition imposée; c'est une sortie
Tibre (voir figure 4).

Figure 4. Conditions aux frontiéres



1.4 Coordonnées polaires

Le canal interaube décrit précédemment, de par sa symétrie
radiale, est facilement représenté en coordonnées polaires. De plus,
dans le systéme r, ¢ Tla périodicité est tras simple a imposer: Up
et u, doivent &tre identiques de chaque coté du canal.

La principale raison de l'utilisation des coordornnées
polaires est la simplicité du traitement de la périod-
teité aux frontiéres.

La suite du développement est en coordonnées cartésiennes
par souci de simplicité; les équations en coordonnées polaires sont
équivalentes et peuvent &tre dérivées avec un changement de variables
approprié.

En coordonnées polaires les équations de Navier-Stokes
s'écrivent:

Du u? ap u ou
_r_ s =fr_,,____+_L Aur__r_m?am“ (1.4.1)
Dt r or Re r? 2 00
Du uu 2 Ju u
6, _re _fe_lé£+1 Ay 4l (1.4.2)
Dt r r 3¢ Re r? 00 r?

r
R T (1.4.3)



2.1

Chapitre 2: Méthode utilisée

Le comportement du fluide est obtenu en calculant la vitesse
de 1'écoulement et T1a pression par une méthode d'éléments finis. Le
calcul et les résultats sont en coordonnées primitives u_, U, P
soit respectivement les deux composantes de vitesse et la pression.

Pour les écoulements Taminaires & bas nombre de Reynolds

considérés, on peut supposer que la viscosité et la densité du fluide
sont constantes et les effets thermiques négligeables.

Formulation variationnelle

Utilisant 1a convention de sommation sur les indices répétés,
les équations (1.1.1) et (1.1.2) se réduisent a

-2 9

s T (Dij(B)) + (E-V)ui + (Vp), = fi , 1<i<nq (2.1.1)
J 2
) .2)
Vou = O
du, ou,
- = 1 ___'_'!..__ __;L (2.].3)
oll Dij(g) z(axj.+ axi)

Multipliant 1'équation (2,1.1) par y €V et 1'équation
(2.1.2) par g e Q et intégrant (2.1.1) par parties, on obtient la
formulation faible suivante:

s Oy, DL ¢ (@D, v - T = By Vyev,  (2.1.4)

(q,v.w> =0 V¥q € a. (2.1.5)

Les espaces V et Q doivent &tre judicieusement choisis
de sorte que (2.1.4) - (2.1.5) soit équivalent & (2.1.1) - (2.1.2).
Pour de plus amples détails voir la référence [4].



2.2

Discrétisation

Le domaine est d'abord divisé en sous-domaines appelés
éléments (voir figure 5). Nous construisons alors des espaces de

dimension finie V, et Qh approximant V et Q et la vitesse
et la pression sont approximées par

u =

ST a2 % 8 Q) (2.2.1)

(2.2.2)

= M=

P = 3% Py V()

Figure 5. Maillage typique



o N est le nombre de noeuds d'interpolation en vitesse et M Te
nombre de noeuds d'interpolation en pression. Les fonctions i et

Vi sont des bases de V et Qp respectivement. Le probléme discret
consiste a trouver Yps P tels que

2 .
Re (Dij (), Di5(vd) + (CwyWMuy ,v) - Py Tovy) = (£,vy) V‘lh €v,, (2.2.3)

Qs Tow) =0 th €0, (2.2.4)

que 1'on peut réécrire sous forme matricielle

| K W +‘N(L_;h> u, +C R = f | (2.2.5)
cT uh = 0O ' (:2.2.6)

La non-lin€arité de 1'équation (2.2.5) requérant un trajtement spécial,
une généralisation de 1'algorithme d'Usawa a é6té développée et utilisée
pour les équations de Navier-Stokes (voir la référence [4] ).
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2.3 Choix de 1'élément

IT est maintenant bien connu que les espaces Vh et Qp ne
peuvent pas &tre choisis indépendamment: i1 faut respecter une condition
théorique dite condition de Babuska-Brezzi (ré&férence [2] ) pour que le
probleme soit bien posé. L'&lément choisi satisfait la condition pré-
citée et est un des meilleurs en deux dimensions: 1'&lément Q9 - P

(voir figure 6). !

. g

élément des vitesses €1ément de la pression

Figure 6. Elément Qf’ - P,

La vitesse est biquadratique sur chaque &lément et continue d'un &lément
a T'autre tandis que la pression est lindaire et discontinue.

Avec cet €1ément, on définit la vitesse comme étant de la forme
a +br+cl +dre + er? + fr20 + gr202 4 hro® 4 192 (2.3.1)

et la pression de la forme

a + br + cf (2.3.2)
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2.4 Montée en Reynolds

Etant donné Tle caractere itératif de la solution, on ne peut
obtenir directement le comportement du fluide pour Ta valeur du nombre
de Reynolds désirée. On doit d'abord calculer une premi&re solution a
Reynolds = T puis on augmente le nombre de Reynolds graduellement jusqu'a
la valeur désirée. Quelques séries expérimentales typiques de nombres
de Reynolds sont illustrées a la figure 7.

L B I T T T T
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o 100

Numéro de 1'itération

Figure 7. Séries typiques de nombres de Reynolds
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La série des nombres de Reynolds utilisée dépend d'une ca-
ractéristique du maillage que nous avons convenu d'appeler sévérité;
un maillage peu sévere permet la montée rapide en Reynolds alors qu'un
maillage sévere requiert une montée plus prudente. De plus nous avons
remarqué que 1'algorithme d'éléments finis est borné en Reynolds, c'est-
a-dire que pour un maillage donné, il existe une valeur maximale du
nombre de Reynolds au-deld de laquelle 1'algorithme n'obtient plus de
solution stable et diverge. Cette limite peut varier de Reynolds = 800
ou moins @ 3000 et plus selon que e maillage est trés sévére ou peu
sévére: un maillage peu sévére a une solution stable &.un nombre de
Reynolds plus élevé.

Par expérience, nous observons qu'un maillage sévére est en
général un maillage ol les aubes obstruent beaucoup 1'&coulement ou un
maillage qui a des angles trés prononcés (voir figure 8). Pour un canal
polaire, i1 semble que la convergence du canal diminue considérablement
la sévérité; un canal divergent serait donc plus sévére.

/{7/

.
a

—__

W
//////%%ﬁ
\\[/////////

peu- sévére V -~ tréds sévére

A
N

Figure 8. Sévérité des maillages
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Etant donné la délicatesse requise pour choisir 1a meilleure
série de nombres de Reynolds pour obtenir 1a solution désirée le plus
vite possible tout en conservant des solutions intermédiaires stables,
nous avons tenté d'optimiser de facon automatique le choix des nombres
de Reynolds intermédiaires.

Premi&rement, nous avons remarqué que les séries de nombres
de Reynolds utilisées expérimentalement donnent une progression a peu
prés linaire sur papier logarithmique, d'ol une relation du type

Re =i (2.4.1)

o i est Te numéro de 1'étape et a un exposant i déterminer. On
remarque que 2 seul varie entre un maillage sévere et un maillage
peu sévére.

En deuxiéme lieu, nous avons défini un facteur de sévérité
compris entre 1 et 10 qui tient compte de la sévérité du maillage;
T'exposant a est calculé en fonction de ce facteur. Le facteur de
S€évérité est ajusté a chaque &tape intermédiaire en tenant compte de
la facilité a Taquelle 1'algorithme obtient une solution stable, c'est-
a-dire Te nombre d'itérations & un Reynolds donné.

Nous obtenons finalement un algorithme capable de s'ajuster
au comportement particulier de chaque maillage en essayant constamment
d'optimiser la montée en Reynolds, donc en diminuant le temps de calcul.
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Chapitre 3 - Résultats

L'algorithme présenté aux pages précédents est encore un test,
c'est pourquoi trés peu de résultats sont disponibles en ce moment.

Les pages qui suivent montrent le genre de résultats obtenus
avec un maillage de 8 rangées par 30 colonnes 3 un nombre de Reynolds
de 2730.

La figure 9 représente le champ de vitesses au centre de chaque
€lément. On remarque 1'inflexion de Ta vitesse au bord d'attaque et 1a
présence d'une zone de recirculation au bord de fuite de 1'aube Supérieure;
cette zone de recirculation peut &tre associée au décrochement de la couche
Timite.

La figure 10 montre les isobares correspondants. Noter la perte
de pression brusque au bord d'attaque de 1'aube supérieure surtout qui
correspond bien au changement de direction de la vitesse remarqué a la
figure 9.
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Figure 9. Champ des vitesses

Figure 10. Isobares
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Conclusion

Nous avons développé un algorithme d'é&léments finis en
coordonnées polaires capable de modéliser le comportement d'un fluide
incompressible en régime stationnaire entre deux aubes directrices
d'une turbine hydraulique. En premiére analyse, cet algorithme semble
donner de bons résultats.

Le programme sera testé sur plusieurs géométries dont le
canal avec aubes avant-directrices présenté 3 1la figure 5 et sur des
maillages trés fins, jusqu'a 20 rangées par 120 colonnes environ.
Finalement, Tes résultats obtenus seront confrontés aux résultats
d'autres algorithmes d'éléments finis et de différences finies et
si possible a des résultats expérimentaux pour évaluer la précision
et la vitesse de calcul de 1'algorithme. Ces tests, nous 1'espérons,
démontreront les capacités de 1'algorithme ainsi que ses limites.

L'avancement des tests &tant ce qu'il est, il nous &8t
malheureusement impossible de présenter une série complete de résultats.
Toutefois, le Tecteur pourra trouver une description détaillée des tests
et des résultats obtenus en se référant au mémoire de mattrise de

-

M. Michel St-Georges, 3 paraitre 3 1'Ecole Polytechnique de Montréal.
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