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CHARPITRE 1|

LES EQUATIONS D UN ECDULEMENT INCOMPRESSIBLE VISQUEUX

o1 INTRODUCTION

On présente dons ce Lraovall une mébthode nouvelle pour
résoudre les dquolLions de Navier—-Stokes oux grands nonbre de
Reynolds par éléments Cinis. Lo méthode presentés est une
exbension du schémo de HUGHES pour le traolbement des bermes
convecktifsa.

Les diffliculbés rencontrdes lors de ia solut.lion desg
équat.ions de Novier—Stokes sont de deux ordres:

i e non~linéaritd des éguatlions différentielles
due d lo présence des Larmes convecLifs.

2« La dégénerescence des opérateurs différentiels aux
grands nombres de Reynoldss

O résoud le premiaer probléme an adopbant un schémg
transitoire gul permet lo linéorisation des termes convec—
biPSQ

Le deuxidme polnkt se caractérise por lo Lrés Folble im-—
portance des bLermes diffusifs.On paut dire Qulaux grands
nombres de Reynoclds les équobions bLendent a devenir hyperbo—
liquess.la théorle des caractéristbigues nous apprend qull

Faut alors avoler reCOours aux schémas dits de
différentiabtlon amont® pour bralter les GLermes convec—
Lifs<.Claslt wune pratigue clossigue en différences Finlies

mals relotivement nouvelle en éléments Cinise

102 EQUATIONS PRIMLTIVES

LPécoulement bldimensionnel bLronsitolire d%un Pluide wvis-
queux incompressible est régit par un  systéme dféguat.ions
diffséreont.ielles aux dérivées poartielles non—1linédgires? ce
sont. leg éguat.ions de Navier—Stokes: en coordonnées
cartésiennes on a

B, g0 L3, g oo
ot dX oy p 9x



9-7_’~+a§-‘_i+\7§K=—l~3—9+0\72\7 (1b)
of X oy O 5y
LIS (1c)
dx  dy

Bien quion pulsse obtenisr des solubtlons numdrigues & por-~
Lir de ces édguotlionse 1%expérience o monbré gues pour les
écoulaments bidimensionnels, ia Fformulctlion en Lerme de
vorticlité stallt plus avantageuse car elle ne nécessite que
la solubtlion de deux variobles. plutot guie de Lrois.

1.3 EQUATIONS DE LA VORTICITE EY DE LA EQONCYION COURANT

Dérivanl le.o par rapporbt & y el leb par raopporb & X
eb. en soustroyant. on élimine la preossion.s Identifiaont lo
vorticits [

S 0v _ ai
&= - (2)
ax Jy
on obbtlient 1®éguntion parabollgue de bLransport de la

vorticits:

8§+.§ s ~a =
. VL = VW
b : (3)

Gn peul malinbenant dJd6éFinir la Ffonction couranb@

- - P

us=-—-  v=-— (4)
oy - ox

Ltédguation (l.c) est alors btoujours vérifiée; i1%&qguat.ion
{2) se réécrit

Vo= - (5)

L? égquation (3) est porabollique et avec 1%&guation (5)
constitus un probladme aux voleurs initlalese. il.es bLermes
convectifa sont non—lindagires car u e, v sont des Fonc—
t.ions de ¢ por l%intermédialre de l'égquation (S)a. Comme
on le constabtera plus lolns la présence des dérivées
premidres (Lermes convectLiFa) change complebtement le com—
portement de 1?déguations Lo représental jon numérigue de ces
termes reavat beaucoup dJd?importancee. Malheureusement - les
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mellleures méLhodss numériques pour représenter les bLermes
convectifs eb diffusifs sont souvent différentese

1.4 FORME CONSERVATIVE !

Pour un Flulds ilncompressibles 1*aquotion de continuibé
{(le.c) s'écorit

V.v=0 (6)

On psut dorlire celbbe expression a4 1f%alide de L*identité
vectorielle: de la Fogon sulvanke:

V.G =v. @)+« @ . 9t )

Le dernier terme é&tant nul & cause de (6, legdquat.ion (3)
peut. aglors stscrirs

Lh 7. (36) =y V¢ | (8)

Cette forme de l*équation ast dite conservatives
Ltexpérience a montré que les Formes conservabives condul-
sent généralement & des solublons plus précises » On o aussi
montréd leur intérst dons les écoulements avec discont inuités
{Roache 19765 Chap Y3

15 NORMAL ISATION

1e5s1 Normgl isation gonvechive

On utilise comme réfFérences
= L,une longusur caractéristiqgue
= U, wune vikLesss caractéristique

On peul clors définir les guontités adimensionnelles sul-
vaniLes

s
if
It

it

L—I/U0 v = v/U r

\ 2/ /L)

~
]

i

y/L t
0

XLy £/(U /L)
0o 0

Les équat.ions (8) st (S5) deviennent:
9 e * 1
L,y . (o) = = Vg (9)
ot Re

VY = - (10)
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ol Re est le nombre de Reynoldse. Alnsi pour une géomébrie
donnée . Re ast le seul paoromabre carach érisant
1tacoulement.

Pour un nombre de Reynolds é&levé (Rel>>1)e la convection
est. le phénoméne prédominant. Ceble équation est volable
lorsque la nombre de Reynolds bLend vers 1#infFinl; par conbtre
lorasgu®il btend vers zéro ciest lo diffusion qui controls
l1%écoulemant.; lg référencs Lemporells LY, doit alors etre
remplocéde par Li/v qui représente une constante de
Lamps de difFuslons Lesguatlon de la vorticité prend la

®

Forme suilwvonte

oL Ty L g2

st RV - (VD) = Vg (11)

1-% SCHEMA GENERAL OE LA SULUTION DU PROBLEME DE
MECANIQUE DES FLUIDES

Quelle gue soilt la mébthode ubllisées différences Finles
ou @léaments Finiss le schéma de solubion est le meme:

ie Etablir un moll loges

2e Au Lemps & = 0, ébablir les condibions init-
ioles de (» VYo wu et v en btout point du domaines EFlles
correspondante solt & lw situation physigue initiole doun
probléme Lransitoires soit & une estimabion grossidre de la
solublion parmanente.

3e Résoudire l1téquation de ia vorticiteé s
ctest—d~dire l*intégrer du Lemps € au bLemps L4+dba

Go Résoudre l%éguabion de Poisson pour obtenir
de nouvelles valeurs de 1a Ffonction de couraont Vv st des
vitesses u el Ve

Bae Calculer de nouvslles valeurs Frontidres de la
vorbLicités el les dépesndent générolsment de lo solution des
édbopes 3 ot 4.

Le cycle de calcul (3:4,5) est répélé Jusqu?d ce que 1l 2on

atteigne soit um btemps Fixé & 1%avonce solibt un critdre des
convergence caracbtérisant le régims pesrmanant.



1.7 FONCTION COURANT

Pour le probléme de la covité carvée (Flige tao-id} avec
parci mobile les conditions sur la Foncbion courant sont =

3
u=1 5%—= 1 (12)
E
u = 0 gl—’;«=0 (13)
v=o M-y (14)

Les quabre porols Forment une ligne de couranbsalors

b = cte (15)

Cette valeur éLant arbibtrolre nous 1o prendrons dgale
Zeéros Dn o donc finalement

y 0 Y 0 3y 0 (16)
- _ oy _
y =1 U =0 5;-- 1 (17)
X=0 =0 §%-= 0 (18)
- - 9y _
X =1 =0 e 0 (19)
1.8 VORTICITE
Les valeurs de e sont calculées en fFfoncbion ¢ el de

ses dérivées 4 lag Frontidres
Développons Y en série de Taylor & l%ordre 2.

PARQOI DC

R =y, W LA %2_50_ (20)

T = 7+ = =— v = 0 (21)



ubilisant Lo relobion‘M,:g$~ on obtient { = —=

Substituant dans {20) ab introdulsont les valeurs de

et. d¥ et lsolant (. g
a‘ . ALy IV
4
- 2 22
Ci,n (wi,nwl + Ay) 2/by (22)
PARDLI AG8
o Ay? 3%y )
Voo, =, o+ Ay = v ST wy (23)
i,2 i, 1 Jy i1 21 By‘ i1

par le mame raisonnement on obt iant

o

82

Substituont dans {23)s at, en inbtroduisant les valeurs
de ¢ et Q% on obtient

%

C :._2-%4.2_
i,l Ay? (25)
PARQOI AD
.= ) AxE 3? 26
1,j 1,]

dfagutre parbt?

ro= OV _ du
> 7 X dy
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or au/ﬁ#za car u = 0 sur ADs d cause de la condition
dfadhérences mais on a également 3

il

donc

T T e (27)

>

Substituant dans (26} et introduisant les valeurs de v et
de sa dérivés on obbtient

Cl,j = -2 wz,j/AXZ (28)
PARGCI BC
e ) ) Ax? B (29)
R s R =~
m,J m,J
Par le ralsonnement précédent on a
. 2%
c= - %2 (30)
On obbtlent ?inclementﬁ
z = - —~2——w 31
m, j Ax? "m-1,j (31)

On peut. douter de 1l%emploi des condiLions du premier or-—
dre. bLelles gue développées précéddemments Cependonl avec la
différentigtion amont la précision globale du schéma diminue
a4 un niveou difficile & evolusre D?gubre part Roaoche 1976
recomnande 1*emplol de FfForme du premier ordre en disant
qufelles sont généraglement. plus sures eob porfols plus
préclses gue des Formes dfordre plus élevés: Les calculs
thaoriques de PeJo. Taylor pour une fForme du deuxiéme ordre
indiguent des possibilibtés dfinstablilité pouwr des nombres
de Reynolds élevées. Dans nolbre cas: 11 serait inconsistant
et meme probablsment dangareux demployer une Forme d%ordre
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2 avec un schéma numérigus dont la précision se situe entre
i%ordre i al. 2e



CHAPITRE 11

SOLUTION D UNE EQUATION DE POISSON PAR LA METHODE DES
ELEMENTS FINIS

2a1 INTRODUCT ION

Soit 4 résoudre 1l*éguation différentielle suivante

i) LA
Kex e KYV dy? e (32)

soumisa & des conditbions de frontidre de Dirichlet » Le

calcul des vaoriations donne la Foncblonnelle correspondante
sous Jla Forme sulvonbte?

2 2
100) =J/~ 7 G0 ek, GY - aut e (33)

A%

¥ ébtant le domaines ou 1%onm cherche la solulion; cetbte Fonc-
Lionnelle ébant wvalable sur bLoubt le domaine elle Jltest en
particulier sur Lout élément MYe® de Ve Lo minimisabion de
la Fonctionnelle 1 por rapport gux degrés de liberté donne
1o solution de 1'équobLion différentcielle quielle représentee

soit [(4%) la Fonctlionnelle pour un &l ément
Iy = Z 1% (34)

Un peut. écrire lao variation de i sur le domalne

SI(W) =0 (35)

sous la Forme sulvante

z {81(v%) = 0} (36)
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Comme la solution sur le domaine est la somme des solutions
sur les éléments posons

i K 0
gfy = (2, 3 ) xx (37)
X ay
0 K
Yy
O peub alors acrire
1%y = LTy D{g } dv - z Y dv (38)
2 ge e e e
A\ A%
On choisi wne approximation de v da Forme polynom—
iale
(v = (M {a,} (39)
ol |

1. M est un polynome de degré n
2. Les gl sont des coefficlienis & déterminers

En écrlivant cetbtbte équabion 4 chogue noeuds on obtient
le systéme dvéquoations?

(.} = [Al{a;) (40)

A est ume mabrice donb chaque ligne est obtenue en
évaluont M au noeuds i. En inversanbts on obtient

-1
a3 = [a 711y} (41)
substituant dons {39)
W = (Ma™h {v,} (42)
on peut alors réécrire

M,x :
(g} = (A7, ) (43)
M,y
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En substituant dons {38) on obiient

- -1
i j( ATRIPWS TSRl [iﬁ;ﬂ (A7 14,3 dv

. f A0y, av (44)

v

La formulation du probléme d%eléments Finis se simplifies
sie ou lieu dtemployer le systéme de coordonnées global

cartésien {(xsyle on emploie un systadms local (&W) propre
& chaque élément . Ce sysbLaéme normalise les dimensions de
1glémente La Figure 2 préssenbe wun Lel syst éme de
coordornmnéese
On peubt reliers par le Jocoblens les dérivées par
rappport 3 x et Yy & celles en %n.
-1
8] o i[J] (45)
ox ’ dy ¢’ on T
d’ou

1 Topy-ly T, T o ool 1y MyE (-1 |
[ deDighede i B8 ey e
v ) (46)

I ne reste q&ﬁé dériver par rappordl. au vecteur des
degrés de liberté 2%»} pour oblenir le systéme d?éguations
donnant la solublon °

Le calcul maLricliel (Siegerlind} donne les résulbals
sulvonts pour la déerivation diune maotrice par ropport & un

vacteur?:

- Pour les Formes linéaires

¢, = [N1{¢.} (47)
8¢e

- Pour les Formes quadrabigues:

¢, = {¢z}[Nl{¢i} (49)
8¢e
3{¢.y = 2[N1{¢i} - (50)

1.
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- En appliguont ces résultats 4 1?éguat.ion {46} » on ob-—
Lient le systéme di'éguations alpgébrigues suivantb?

gy T T ¢ .-l -1, M,67 (-1
[f [A 1 IM, e, MomITITIIDI0S ]L,"%J (AT TIIH d§ dn {y;*

& 0 1 , (51)
j f [AZ7 1M g 1) d§ dn
£ n
ou Halts la voleur absolue du déberminant de [J]s permel
le passage du systéme de coordonndes on {xsyy) d celui en

(T‘V} bo

Sous forme symbolique:

LKy, } = {Fe} (52)

kg = [ [ o, o ] e a9
n

() f Jf (A7 0] ¢ 1ol dg an (54)
n

£ ’
S

Lorsque ]l'on ajoute la contribution de bLous les élémentss
on obbtient le systéme dféqgulitions global dont o solution
ash ltapproximabt ion 3 ia solubion de 1*équat ion

diffFérentielle:

[KI {y} = {F} (55)

202 REMARQUES SUR LA EORME DE KE EI EE

Dans le systéme de coordonndes locales, on paul Facile-
ment monbrer (Mc Intyre 1977) que lao maobrice A est un ta-
bleagu de nombres indépendants des coordonnées réellas des
noesuds de 1*8lément. et des variobles ¢ sl Mo On peut
donc écrirs: '

(k) = [A.}llf f le s G0l [1r ] ae an i (a7 o)
g7 ,
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Les mabtrices [A]x [Mﬁl[Mﬂ] dépendent. uniquement du po-—
lynome d*interpolations elles sont donc Indsépendantes de la

géomébrie el des propriétées physigues du probleémess Ce sont
les mabtrices [J] at, [D] qul contiennent cette informa-
Lione Pogsons:
1 1 P P
- - - = I 11 12 57
SRR S 1)1 B L (57)
21 22
Substituant dons {56) el eFfeactuant les produits maberi-

cielss on peut écrire

- T T
(k] = [ATllff (P DMl + P MGl [,g] + 2 (,E](M,n]
£ (58)
+ P [MIIM,nl df dn} 130 [A7Y]

22
Si 1°%on pose
-1 T ~1 59
s = 1A;7] [M,z1[M,n] d&dn [A7"] (59)
1 &
S
-1 T -1 60
S =[AT]ff [M, J[M,n] d¢ dn [A 7] (60)
’ £7n
At T de dn (A7 (61)
s =14y 1J;~j‘ () 1 ,n] dE dn
s N

on peut alors exprimer lao matrice dfinfluence d'un élément®

T
. = S +P S +P § + P
[Ke] 1M {Pxxsx 12 2 21 2 2

S} (62)
3

2

Les Lableaux Si des dquations (59} (60) ab, {61) sont

constLituds de coefficients numariques constanl s et
indépendants des propriatés physiques et géomébLrigues du
probléne. Ii est donc possible de les calculer une seule

Foils pour Lous les problames e, pour un Lyps de'éléments
donnés

Quant au membre de droile {Fe},il s'scrit

-1
(F.} ff [A710M] € d& dn 1J] (63)
¥
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Si 1'on approche { par un polynome de meme degré Qe M
on

¢ = mia M0z, (64)
d?ou
(F ) - 14 ff 1M g an (A7 T0000z,) (65)
£ 0N
soit
{F 3 = 131 s, {z,} (66)
5 = [A;H[j (M 04 dg an (A1) (67)
£

Ici aussi S54 est un tableau numérigque indépendant de la
péomébrie ot des propriéLés physliques du problémes

On  ULrouvera en appendices les mat.ricos Si pour 7
el ément. Lriongulaire linsalire.



CHAPITRE [II

SOLUTION DE L' EQUATION DE LA VORTVICITE PAR ELEMENTS FINIS

3el EQUATION DE LA YORTICITE
L'équotion de bramsporkt de Jlo wvorblicité s%dcribt  sous
Forme conservobtive

Tt + Vigr = 97 RélVC (68)

avec les condibions suivantes?

£(x,0) = ¢ ()
z;(k’s,t) = f(?Es,t) sur S (69)

VC(st’t)”: gs(xsz,t) sur S2

On suppose une approximation de la vorticibs de la forme
> - -+
c*(x,t) = £ C. (1) £, () (70)

On déFinit un résidu R que 1%on agnnule swur le domalne

{fWRdX=} (71)

de meme qutun résidu V me suront 1°s8cart entre V?F et
Qe ®

Lorsque pondéré por le méme esnsemble de Fonctions Wi et

K s une Foncbilon arblitralre » 2L combinant les deux ex-—
pressions résulitontess on obtisnt:
= { W, R dx X W. R, ds = 0} 72
- . X + X W, = )
i i Ny 95 (723
A" S
utilisant les expressions de R et RV on obbtlent:
- M T -1 T >
jr Wi R dx = —Jf Wi{v Re Veg* - ¥ uc* - grt} dx (73)
v v



is
Ltidentité vectorislles
e T T >
aVlB = v@h - @R
permel dfécrire que

T, <1o .y _ T, -1 4 T, -1o_ 4.
W9 (RVES) = VOOROVEY) - (W) RSNV

Substbtituont dans (73) et an appliguant le Lhéoréme de
la divergence:

RO T, -1g, % T« * >
- f WiRdx = &/[(vwi) Re ve* o+ wiv ug® o+ wig ,t] dx

- $, (WiR;1VC*)T-ﬁ ds (74)

Le résidu bLotal {72y stédcrit

5 {f(VWi)TR;IVc* N wivTuc* RN

_ ﬁS(WiR;1VC*)T.K ds + $ (uKz*) "R ds

Pulsqgue qgue K asl., aorbitralires posons K =Re” de sorte
que les deux derniers Lermes sfannulent

To-1g. % T * T - -1 ds = 0 (75
DLW ROVE + WV gt e Wort, ] dx - f R W gg ds (75)
Pour un  élément on supose une approximation polynomiale
de

N _ -1
¢ = N.goo= [MIA 1z}
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ie Ni sont. les fonctlons d‘lntarpolation;' dans le
cas présent ce sont les polynomes de Lagranges

2e U sont. les valeurs de la Foncbion aux noeudss.
Lles indices répélLés représentent la sommabtions

3. M ast la polyndme d?interpolotion sur
1*a]l émenta.

4o A ast 1o mobtrics d?inberpolation géomébtriqgues
Elle sst constante.

On consbote que les dsux FPormes sonb éguivalentes et gue

Substibuons dans la dernidre ésguation terme par berme sb
posons les définit ions suivantes? (Rappelons ques
lfapproximation de Gulerkin suppose jue Wi=Ni so0it

-1
e = [at1iv®

Terme diffusic

i

T -1.. 4 > - - > .
L) RCIVE" dX = g [ATIJ[VM]T[VM][A I ax Rel{gie}

= [BZe]{C. } (76)

1e

B2 est 1o mabrice de diffusion de 1%&lément

2o Terme Lronsitoire

it

- >
Jy Wight dx o= J A T

[Ble]{Cie} (77)

(AT M a™Y df (o)
l1e

1

ot

(.o représsents la dérivée paor rapport au Lempse
Bl, est la mabtrice transitoire de 1%8lément.

3= Larme de Neumann

-1 > - >
fs R W.g, ds = R, ﬁS[ATl][MT] g, d§ = {Gel (78)
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Ge aest. le veclhsur représentant. les conditions de
Frontisdre de Neumann de 1746lément .

49 Cerme convecbif
oW urt dx o= o LA M vTuMTATY ax () - (79)
V 1 ? \' T T i
BBQ asl. lo mabrice de convectlion de l?'dlémente.

Le systéme d?éaguabions différentlielles ordinaires pour
un élément sskt 2

[Ble]{C]!L} + [[Bzel + [Bse]]{ci} = {Ge} (80)

Lorsque les conbributions de Lous les $léments du domaine
sont. assembldges, nous oblenons le systéme décrivant
l1?ensemble du domaine d?intérebt:

[Bi}{z'} + [[B2] + [B3]1{z} = {G} (81)

Ltannexce C Lraite en débail des manipulabtions et de
l1*implantation des mabrices zaur ordinoteure Le Lerme con—
vectif reguiert un Lraitement spécial que nous présentons
dans une section sulvantes

3.2 REPRESENTATION DISCRETE DU TERME TRANSITUIRE

.o discrélisotion de lu dérivée de lo vorticitd par rap-—
port au tLemps est possible oavec bLrois tLechnigues:? les
éléments Finis dans le Lempss les différences Finies dans le
Lemps: ou les mébhodes de Runge—Kubbta »

Les $léments Finis dans le Lemps posséadent les memes
caract.éristiques de stabllibté gue les différences moysnnes
conventionnelles. Cepandont la précision est. Iinférjisure st
alies présentent wun effab dfamortissemsent . Pour des
équat.lons Lindoiress les @éléments bLemporels peuvsnt sauver
Jusqu?d 30 pourcenkt de tLemps de calcul par étape de Lemps
s*ll ntest pos nécessolire de recalculer le membre de drolte
{TAYLOR et HODD)=
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Les schémas aux difFféresnces avant peuvent sLtre Lras pra-—

Ll ques cCar o peut. alors &liminer certains termes
non—1 inéaires, mals sont si instables quils sont
généralement inutlilisaobles. Les diPP%rences orridéres bien
qua plus stabless sont moins précises { sauf pour les
premisdres &bLapes dans le temps ou olleas pauvent,. s?aovérer
supdrieures. La mélLhode gux différences moyennes semble
etre un bon conpromis.e Sa précision et son e0Ficocité sonk

éguivalente A celles dune mébhode de Runge—Kubboe

Prenons ie cas d? urs schéma trapezol dal gppligué au
probléme de diffusion uni-dimensionnel:?

3% _ ¢ ,
at %2 (82)

Avec 1fapproximatbion suivonte

82 . 32 82
.é«_jl = 1 ——-—~2Q + —-—g)- (83)
X" T eaht/2 X" e X lgypt/2
léquation devient?
Cn+l—Cn 1
[BF 3 =—5==¢ + 3 [B2+B3) ("""} + § [B2+B3] ("} = {G) (84)
at.
(= Bl + ! [B2 n+l 1 ! n
AT 2 [B2+B3]) {£7°7} = [+ B1 - 1 [B2+B3]1{z"} + {G} (85)
Passons au schéma aux différences arriéres?
n+l n
[B1] §E—=5 b (824831 (™} = {c} (86)
soit
[ 81+ B2 + B3 (£} = B o 4 () (87)

Le membre de drolite est connu & cause des conditlons init-
iglese
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3.3 IRALTEMENT DU TERME CONVECTIEF

Une fFormulabion symmétrigue awvec la mébhode de Galerkline
couse des oscillobions parasites dans les résultobse En
différences Ffinles on contourne ces difficultées avec la
difFférenciabion amonts Raithby als Raithby ble Runchol s
Fromm bLraitent de la différenciabtion amoent. dans e caodre
des méLhodes aux différences Finles. Hughes s s'inspirant
de Roaches Ziencklewicz et ales Chiilestie oL als st de
Heinrlch et als.s simplifie ot adapbe le conceplt & log méthode
des éléments Finise

On propose dans ce rapport une formulotion de la mabtrice

de convectlon gqui conduib a des solublons stables. Un
elément de ce btype sera dit élément £ini amont.. Dune Fagon
géengrales la mabhode consiste S Lenir compte de la

dépendance de 1%ébat dfun polint de itécoulement sur les
caractéristiques de Ll%écoulement dans ia réglon en amont du
point considérds On paorvient & une solut]on stable an ef -
Fecbuant une intdgration spéciale du bLerme de convections

Lo matrice de convecbion s?acrit:
T -1
19 UM A™Y ax (83)

Nowus verrons en gnnexe gue 1la mabrice A ast consbante. La

matrice B3 est. &valude par une intLégrale de GAUSS a un
PO int
-1 T %u(T)} ] -1 :
= v T A J(y v 84
(3] = (a0 17 {250 wen|ta™h o) (84)
ou 3
1as T esbt un point le long de lg droite portant la
vitesse. S5a positlion controle de Fagon conb inue

le nlveou de différenciotion amont .

2w J{0) est. le déLerminaont du Jocobien de la trans-—
Format.ion de coordonndess &valué o I1?origine.

3e V est le volume de 1°élément dons le syst.eme de
coordonnées locales de 1'élément.

Nous choisissons la position du point T de 1o fagon
suivonte:
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i- Déterml ner la longueur coaraecbtéeriabtigues de
l1%&lément. RO = h sulvant l1'oxe de la viteszsee.

>
2~ Colculer PO :Iullee nombre de Reynolds

caractérisant 1'4lémentas

B Evaluer la position relatlive de 7 par rap-

port a 1%origines

T=C0th06—~1—
o
aU
o
T = =
3
Si
oS3
4~ Colculer les coordonnédes de T dans le repére
local ’

SR (I

0

)
r]T = T]O + ’?(nR - no)

4

les indices ¥ » 124 et 0O indiguent las points T »
R ab 0

On montre Focliement gue pour un Blément i soparamétrique

1inéaires

on retombe sur le schémo de Hughes » que l?on salt

équivalent) & celul de Helnrich donl. 1%&8Fficocité e lao

précision

sont bien établlies {Heinrich b ale 1977}

La méthode proposée 0 les avantages sulvants:?

1. Elles est indépendante de la géomébLrie de
iI*élémaents Zienkiewlicz el olsse Christie ettt ales
Helnrich et ale s9 en Lisnnent & des
quodrilobéres ou parallélépipaddes

isoparamatriques.

Z» LPordre de la Formule d?intLégrabtion nfesi pas
plus élevé gue pour une Formulablon de Galerkin
classigues Zienkliewicz eb alse Christie eb ale
emploient. des Ffoncbtions polds Wi de degré plus
Bdlevé que les Fonctions dlinterpolotion NE3 il
Faut donc des schémas dY'intégraotion gaussienne
plus préclis.
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Elle s®adapte Facllement & des programmes exis-—
Lonts utlilisont une Formulabion de Galerkine

Conbrairement aux différences Finless on controle
le degré de différenciobion amonte On maoximise
donc la précision locale du schéamas.

22



CHAPITRE 1Iv

RESULTATS NUMERIQUES ET CONCLUSIONS

Les Figures 3 a 14 illustrent les résulbtats obtenus
pour dss nombre de Reynolds variant de 0 & 5000 Dans Lous
les cas on relrouvera la solution btransitolire du point cen-—

tral et les lignes de courant et d'iso~vorticibée & 1%ébat
sbat lonnaires.

La solution par éléments finis concorde bLrés blen avec
les caractéristigques phusiques dun Acoulement & grands nom—
bres de Reynolds: ainsi pour uns valsur de 5000 on rebrouve
sur lo carbe des lignes de courant un noyau circulaire pres-—
que parfalt caoracbtérlistique diun dcoul ement irrotabionnel
{(non-visqueux).Cetbe irrotabtionnalité dolt se Lraduire par
une zone de vorLicité consbante que 1%on retrouve effective—
ment sur la carte de vorbticibée

On peut at.beindre 1¢ataolb stat.iconnaire en une vingtalne
disdbapes aglors gue la solution aux différences en regqulert
ume caentaines.ll Faut. not.er qus e prix dune solut ion par
1%uns ou 1%aubre des méLhodes esbt 3 peu prés le meme sune
étape par élémenibs Finis coutant environ cling fFols plus
qulune étape par différencess

Ce comportement psut ebre ablribué oux caractéristigues
sulvantes?

l: La Fformulotion intLégrole de la discrébisablion de
1%éguat ion de la vorticitd assure une conservatlon
exactes des fFlux de vorbticité.Cetbe propriéte est
inhérente & la Formulation de Galerkin wubiliséee

2a Lo différentiaobion amont est correctement allpgnée
avec 1a direcblion de l*écoulament.

Bien gque sons slignification physigues la possiblillté de
calocul er une solution laminaire & des nombres de Reynolds
aussi élevés permeb de penser & inclurs un meddle de burbu-—

ience pow résoudre des probléames concreatbts courgoment
rencontré dons lo protique industrielle.Une formnulabtion en
variables primitives{vibLesses sabL pression) parmelbtralt de
solubi onner une plus grande variébL s de problémes

caractérisés par des condibions aux frontidres difficiles &
incorporer & la Formulobtlion préasentes{Surface libres
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pression ou cisagillements connus, problémes CLridimension-
nelse)

Le tablecu suivent bLente de résumer les principoles
caractarisbiques des deux mébthodes étudisese

Lo méLhode des ¢@léments Finls semble donc plus otbray-
ant.esll ne Faub cependant pas perdre de YUus @ gue son
efficacité depend beaucoup de la qualiié de lo programmat ion
et gue lo Formulation doune solution est plus complexe af
délicabe qu® en différences Finlese

Ces dernidreaess conceptuellements plus simplesssemblent
Jouir d'un regaln  de populoriteé grace & llavenement des
maillages adaptés st de la wébhode mulbigrid (YOUNIS et CA-—
MARERO 1979) Qi id3vent dans une certaline mesure les res-—
trictions dues aux géometries complexes ebt aux Lemps de cal-
cUuls Lréds dlevésas

Chaocune de ces deux wmébhodes devrailb Lrouver sa ploce
dans la ponoplie dfoubtils dont. dispose 1'ingénieursbLa
simplicité de la méthode des différences Cinies en falit un
outil occessible 8 tous-Par conbtre 1o générolite ab la
Flexiblité de lo mébhode des &léments Finis la prédispose &
la solution de problémes bLras complexes el de grande enver-—
gurae
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Appendice A

ANNEXE A

Asl MATRICES SI POUR UN ELEMENT TRIANGULAIRE L INEALRE

Soit un élémenkt triangulaire 1indolre quelconqgue gque 1 f%on

transforme en un btriangle rectangle lsocels dans le plan
(E,m)e (Voir Fige 16 )

Au chapitre traibant de l%é&guation de Poisson de lo Fonc~
Lion courant » il a 6té montrsé que

s, = (A7) S f DMLEIDM,ED e dn [A71)

-1 T -1

S, = [AL] Jg J M, ElIM,n] dE dn [A7]

’ s, = (A7) £ 7 [ ndiMn) dg an (A7)
s, = (a1 Jp S INTIDME dE dn [A7Y

Dans le cas présent M est le polyndme lindoire sulvant:®

[1,8,n]
alors
M,E==[G,1,m
MJ]=[O,&1]
Les lignes de la matrice A sont $gales au polynome

évalué & chaque noeud de 1l°&élément suilvonbt 1°ordre numérique
indiqué & la figure 16.



Nous obbLenons

[A] =

en inversankt

(a7l -

Ern substituant des valeurs
Luont les calculss

9]
N
1

28

0 0
1 1 0
1 0 1
"1 0 o
-1 1 0
-1 0 1

dans les intégrales. ot effec~

nous obtenons?d

.5 -.5 0
-5 .5 0
0 0 0
C .5 0 -.5)
-.5 o .5{

0 0 0
L o

.5 0 -.5

0 0 0

.5 0 .5
.083333 041667 .041667
.041667 ,08333  .041667
.041667 .041667 .08333



Appendice B

ANNEXE 8

Bel MAIRICES DE L EQUATION DE LA YORTICITE

Belal Mabtrice bLransitolre

Nous avons déjd montré gue
B = * = -
[ B1] Ty W.r¥,t dv [AT
soit

[ B1]

1
9]
EN
o

Bals2 Mobrice de diffusion
Cet.be manipulabtion est ident ique 4 celle présenté pour

l1®égquotion de Poisson de la Fonction courant sauf pour la
matrice D qui dons le cas présent sPéocrit:

on a btoujours
(P = Loz M10o1 a2

EL nous rebrouvons lYexpression de 82

[B2] = p S +P s +p ST

11 1 12 2 21 2 2283

- 29 -



30
Bels3 Matrice dg conveghion

C?ast la moberice de convectlion B3 qul difFfFérencie 1la
Formulation présente des Formulations précédentes.

Nous awvons

s3] = 1y (10 v [(8) tita ] ay

en utilisant 1le sysbédme de coordonnées locales précédents
NOUsS pouvons écrire

8 = Sy DTt [l 2} tgh {8 (il 0a™ | av

En supposant?

- un cas bidimensionneles - un élément btriangu-
laire linéaire (alors [J]=cte.)' - les vitesses
u ot v constantes dons un &lémenb .

Nous pouvons écrire:

: -1 -1 - - -
B3 = [AT Sy Dl el + var hiwgl + i} v v himgl) av [a

Choisissons le point 7 pour effecltuer une inbégrale de
GAUSS a un poink (Nous reviendrons sur le gcalcul de 7
plus loin);

-1 - -
B3 = (AL wiy) v va” v (1w, £(n)]
il v D I e 110 19 v

Hall est la déterminont du Jjacoblen de la Lransformation
de coordonnéess ’

t
@

L' aest le volume da l12é] é&ment dans e syst.éme de
coordonnées ({1 ).
Ve = 0.5 pour un Lriongle
vl = pour un qguadrli laob érees
Pour
[M] =[1’E’n])[M)T] :[OQI’O]’ [M’n] =[O’O’1]
{1?2indics T  indigus gue les guontités sont évaludes en
T)
0 a C
-1 SR I e
[B3] =[A"7] |o a, o [[ATTlJl Y
0 a c
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Rappelons que

i 1 0 0
[A77] =1-1 1 0
-1 0 1

Substituont et effecbuant les calculss nous obbtenons:?

-a +a +a -¢c + ¢ +¢C - - - -
[ ] 1 3 1 2 3 al a2 a3 cl C2 C3
B3l = -a -c¢
2 2 ag C2
- a - C a C

Bolot Coleuwl du point d ipbédaroblon
Caolcul du point Ke

On pesul. facilement calculer 1%8quation de la
drolite portaont 1o vibtesse: on connait son vecbteur directeur
(lo vitesse) eb un point (iforlgine de 1°61ément)e. DN peut
Facllement &Lablir les éguations des cobés de 17élémente

Lo solution des sysbtémes dféguations [équation de la
droite de vitesse. éguation d?unm cobé) nous Fournit un point
d?intersection gui n'est pas forcément dans l8élédment ob qui
n?est pas Forcément le point amont recherchés Cependant
dons le cos dun Lriongles on peaul. déterminer alsément le
coté d'intersection dans le systéme de coordonnées t&ns
an ef et 1o géométrie at.ant constante guel gque soit
leélémants 1"gngle de la vib?sse nous pearmebl de déterminer
directement. le cobLé d?intersection omonktes

Lo Langente de l'ongle de la droite est donné por le rop-
port V/U dans le systéme de coordomnédés {xe.y) U et vV
éLant les composonbes de la vitesse suiwvant x el yYe On a
de plus:

1)
dy
ay
vV = - ¥
ox
Montrons que dans le systeéme (7,7 ) la tangent e de 1%ongle
iocaol est V/U
-~ 3
. U‘—‘g'lg
ou n
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PREUVE :

On sailt gque lo bronsformoblon T enbre les deux reparss
(/f,’?) et (xsy) est linéalire.

o L ecri *
N peu crirs _\7 ST

ou > RN
V=T Y

on salt de plus que N
V=[K W

ol [K] [? “é]

at _ @& éy
V= [ax ’ dy J-

Dans le systame jj',.nb 1o transformé de Y est ¥  donnée
par

=9 T
ou 0
|
b= T
On peut alors écrire .
w o= T lvg
°* s 1 1 -1~
v=1 W =1 W= 7K T

On peub monbtrer gue dans le cas bidimensionnel
T'I[K] TEI = det [T_I][K]

d'O'\:J . :; 1 _
V= det T Vo
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en exprimont les composantes

g1 3
det T 3n
A S ]
det T 3t
les psnles psuvent alors s'exprimer dons ((,n‘
Vo,
i 9 7 An
dans {xog)
VoW, W
U ox * By

Revenons au calcul de Re On peut donc poser dons (Qn }

- v |
0 = arctg (E> 0 elo0,2n]

En se référant & la Figure 15 s posons

= n
v=0-7

en  s?arrangeant pour gque v elo,2n si Y < g on pose
Y ¢+ 27
On peut. géomébriguement ébablir les conditbtions suivontes
pel0, 1.8925] R € cbté (1,2)
¢ €11.8925, 4.3906] R € c6t& (2,3)

v €[4.3906, 6.2832] R e cote (1,3)

On montre aisément gue 1%8quation de lo droite portant la
vitesse sfacrilt

=
1
S <a

g + %— (1-23
el gue celles des 3 cobLés sont

cdté (1,2) n =0

cobé {2:3) n = -£+1

cobté (1,3) T =0
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en solutiomnant les sysbémes de 2 éguations a 2 incon-
nuess on obbient les coordonnées suivantes pour  Ro»

Coté R hR
1,2 La-y 0
3 v
2,3 _l__U~+ 2y lZEJJrY
350+ 7 3.0+ 7
1,3 0 1 Loy
3 i}
Le point R étant déterminds calculons la longueur

caractéristigue

h =

X,
1

Vi

asl la Lransformation

1
[0y -xp)” + (yy-yp)?12

i

Xt Ei (X, =%, )+ Ny (X, -x, )

i

y, * Eibg~n) + ”iOS‘VI)

de coordonnées pour un triangles



Fig. 1a Conditions frontiéres de la cavité carrée

Fig. 1b Maillage de la cavité carrée avec
diagonales alignées sur le méme sens.
Dimension de 1 x 1
Maillage de 15 x 15



n/ n s
(0,1)
3
S S
& X 1 2 e £
(0,0) (1,0)

Fig. Z2a Systéme de coordonnées naturclles

Fig. 2b Calcul du point r en fonction de

la vitesse d'é@coulement dans 1'élément.
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F'ig. 3 Evolution de la fonction courant (¥) et de

la vorticité (Z) au centre du vortex en

fonction du temps.

Maillage 1b (15 x 15)

Double précision avec viscosité artificielle

Re = 1, At = 0.001
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Fig. 4 LEvolution de la fonction courant (Y¥) et de

la vorticité () au centre du vortex en

fonction du temps.

Maillage 1b (15 x 15).

Double précision avec viscosité artificielle

Re = 100, At = 0.4.
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Evolution de la fonction courant (¥) et de
(£) au centre du vortex en
Maillage 1b (15 x 15).

la vorticité
fonction du temps.

Double précision avec viscosité artificielle
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Fig. 6 Evolution de la fonction courant (¥) et de

la vorticité (g) au centre du vortex en
Maillage 1b (15 x 15).
Double précision avec viscosité artificielle
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Fig. 8 [Lvolution de la fonction courant (y) et de
la vorticité (Z) au centre du vortex en
fonction du temps. Maillage 1b (15 x 15).
Double précision avec viscosité artificielle

Re = 5,000, At = 1.5
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Fig. 9 Evolution de la fonction courant (¥) et de
la vorticit@ (Z) au centre du vortex en
fonction du temps. Maillage 1b (15 x 15).
Double précision avec viscosité artificiclle

Re = 10,000, At = 6.0
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la vorticité () au centre du vortex en
fonction du temps. Maillage 1lb (15 x 15)
Double précision sans viscosité artificielle
Re = 5,000, At = 1.5
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