POLYTECHNIQUE

POLYPUBLIE e |

A [
UNIVERSITE =50

PolytechniqUe Montréal D'INGENIERIE

Titre:

Title: Vers une modélisation des ensembles fractals

Auteurs:
Authors:
Date: 1988

Type: Rapport / Report

Gilles Deslauriers, & Jean-Pierre Mongeau

JEA . Deslauriers, G., & Mongeau, J.-P. (1988). Vers une modélisation des ensembles
Reférence: fractals (Rapport technique n° EPM-RT-88-07).

Citation: https://publications.polymtl.ca/10166

Document en libre acces dans PolyPublie
Open Access document in PolyPublie

URL de PolyPublie: ) o
PolyPublie URL: https://publications.polymtl.ca/10166/

Version: Version officielle de I'éditeur / Published version

Conditions d’utilisation

Tous droits réservés / All rights reserved
Terms of Use:

Document publié chez I’éditeur officiel
Document issued by the official publisher

Institution: Ecole Polytechnique de Montréal

Numéro de rapport: o\ 18507
Report number:

URL officiel:
Official URL:

Mention légale:
Legal notice:

Ce fichier a été téléchargé a partir de PolyPublie, le dépot institutionnel de Polytechnique Montréal
This file has been downloaded from PolyPublie, the institutional repository of Polytechnique Montréal


https://publications.polymtl.ca/
https://publications.polymtl.ca/10166/
https://publications.polymtl.ca/10166/

£COLE POLYTECHNIQUE BIBLIOTHEQUE 15 MaRs 1988

EPM/RT-88/7

i VERS UNE MODELISATION DES ENSEMBLES FRACTALS E

\\\ . /!f

GilleséQgslaurigrs; professeur
Jean-Pierre Mongeau, jétudiant au Ph.D.
/

7

Département de mathématiques appliquées

Ecole Polytechnique de Montréal
mars&}988§
/

{



Ce document a pu étre publié grace a une subvention du F.C.A.R. du Québec
pour l’aide et le soutien & la recherche, (CRP-2093). Boursier C.R.S.N.G.,
Gouvernement du Canada.

Tous droits réservés. On ne peut reproduire ni diffuser aucune partie du
présent ouvrage, sous quelque forme que ce soit, sans avoir obtenu au
préalable 1'’autorisation écrite de 1'auteur.

Dépdt légal, 1°F trimestre 1988
Bibliothéque nationale du Québec
Bibliothéque nationale du Canada

Pour ce procurer une copie de ce document, s’adresser aux:

Editions de 1'Ecole Polytechnique de Montréal
Ecole Polytechnique de Montréal

Case postale 6079, Succursale "A"

Montréal (Québec) H3C 3A7

(514) 340-4000

Compter 0,108 par page (arrondir au dollar le plus prés) et ajouter 3,008
(Canada) pour la couverture, les frais de poste et la manutention. Régler
en dollars canadiens par chéque ou mandat-poste au nom de 1'Ecole
Polytechnique de Montréal. Nous n’'honorerons que les commandes accompa-
gnées d'un paiement, sauf s’il y a eu entente préalable, dans le cas
d’'établissements d’enseignement, de société ou d'organismes canadiens.



Table des matiéres

Introduction .

Ensembles récurrents de M. Dekking .

Systemes de fonctions itératives de

Schéma d’interpolation itérative de

Ensembles de Fatou et ensembles de Julia .

Bibliographie

15

20

30



VERS UNE MODELISATION DES ENSEMBLES FRACTALS

par

Gilles Deslauriers(!) et Jean-Pierre Mongeau?2)

1. INTRODUCTION

B, Mandelbrot, par ses écrits, est en quelque sorte
responsable de 1l’activité de recherche sur les fractals.

J. Hutchinson en publiant un article important en 1981 a sans
aucun doute inspiré d'autres chercheurs. M. Barnsley et S. Demko
indiquent que certains résultats qu’ils obtiennent, ont é&té
obtenus auparavant par Hutchinson. Ces deux auteurs présentent
les systémes de fonctions itératives comme une maniére unifide de
classifier et d'engendrer les ensembles fractals. Ils sont les
premiers avec P. Diaconis et M. Shashahani a parler du probléme
inverse, c’est-a-dire partant d'un ensemble fractal, construire
une procédure itérative dont le résultat serait cet ensemble.

Au tout début les exemples classiques d'ensembles fractals
satisfont une propriété d’'auto-similitude, c'est-a-dire que
l'objet se décompose en un nombre fini de sous-ensembles
similaires a 1lui méme, souvent disjoints deux a deux. Fin 1979
début 1980, on assiste 4 une généralisation de cette propriété et
conséquemment a 1l’obtention de d’autres modéles. Nous en avons
choisi trois, 1les ensembles récurrents de M. Dekking, les
systemes de fonctions itératives de M. Barnsley et S. Demko et un
schéma d’interpolation itérative que S. Dubuc et G. Deslauriers
ont derniérement développé.

Nous présentons dans les quelques pages qui suivent, assez
briévement, ces trois modéles pour engendrer des courbes ou des
ensembles fractals. Dans la derniére section, on y retrouve la
méthode de Newton appliquée aux polynémes complexes.

Texte basé sur une conférence présentée jeudi le 4 février 1988

dans le cadre de 1l'’année des Fractales & 1’'Ecole Polytechnique.

(1) Publié grace a une subvention du F.C.A.R. du Québec pour
l’aide et le soutien & la recherche. CRP-2093,

(2) Boursier C.R.S.N.G., Gouvernement du Canada.



Nous avons intégré a ce texte les ensembles de Julia et de
Fatou car 1ils sont obtenus par une méthode itérative trés
utilisée, la méthode de Newton (approximation de la racine d’une
fonction non 1linéaire). Cette méthode fut utilisée pour obtenir
les images du vidéo "Danse de Julia" que nous avons présenté lors
de 1la conférence du 4 février 1988 dans le cadre de "L’année des
fractales a 1'Ecole Polytechnique".

Nous avons illustré le texte de figures pour chaque modéle.
Ces figures furent créées sur ordinateur et nous tenons &
remercier les personnes qui en ont écrit les programmes. Deux
étudiants, Roselyne Perrault et Tran Trung-Dung, ont comme projet
de fin d'études, écrit les programmes du modéle de Dekking et du
modéle de Barnsley et Demko respectivement. Les programmes du
troisieéeme modéle furent écrit en collaboration avec M. L’'Heureux,
associé professionnel au département de mathématiques appliquées.

2. ENSEMBLES RECURRENTS DE M. DEKKING

Michel Dekking introduisit en 1982 une procédure itérative
pour décrire et générer une grande classe d'ensembles fractals
comme par exemple les courbes de Peano, de von Koch-Mandelbrot et
d'autres ensembles comme 1'ensemble triadique de Cantor, le tapis
de Sierpinski, ou 1'éponge de Menger, etc. Le formalisme
mathématique qui caractérisa cette procédure itérative fait
intervenir deux fonctions définies sur deux domaines trés
différents.

La premiére fonction assigne des mots aux lettres d’'un
alphabet, ( ensemble fini de lettres), tandis que la seconde est
une application linéaire dans 1'’espace Euclidien de dimension d,
R?, espace oi vivra 1'ensemble fractal ainsi généré.,

Nous rappelons ici cette procédure et en donnons quelques
exemples. Il est évident. que nous ne pouvons entrer dans tout
les détails et le lecteur devra consulter la bibliographie pour
en savoir davantage sur le sujet.

Désignons par:

S un alphabet fini.

S* 1'ensemble de tous les mots que l’on peut écrire & 1l'aide des
lettres de 1'alphabet S.

§ un endomorphisme de S" tel que f(uv)=68(u)d(v) pour tout les
mots u et v de S*. Evidemment § est définie par ses valeurs
§(s) sur les lettres s de S.



Comme nous voulons obtenir des ensembles fractals dans
l’espace Euclidien de dimension d, RY, il existe un homomorphisme
f de S" dans IRY tel que f(uv)=f(u)+£(v) quelque soit les mots u
et v de S" et une application linéaire (associdée &4 4) L de R4
dans lui méme telle que

£(8(s)) = L £(s) pour s dans S.

Comme 6§, cette fonction f est définie par ses valeurs f(s)
sur les lettres s de 1l’alphabet S. Cet homomorphisme assigne des
points de RY aux différents mots, mais nous voulons associer des
courbes ou en général des ensembles compacts aux mots. Pour ce
faire, considérons une gapplication K de S* dans Kode) ( les
sous-ensembles compacts de IRY) telle:

Kluv]=K[u]U(K[v]+f(u)) pour u et v dans S". (1)

En particulier, on peut prendre K[u]={af(u): O<a<l }, mais
tout autre dessin associé au mot u et fait au point f(u) serait
acceptable,

Nous sommes intéressés au comportement des ensembles R[4, (w)]
lorsque n tend vers 1’infini ou g, est l'itération n fois de § et
ou u est un mot fixe. Si les valeurs propres de L sont
supérieures 4 1 en valeur absolue ( L est dite expansive) on peut
contracter l'’ensemble K{f, (u)] en lui appliquant L™,

THEOREME

Soit 4 1'endomorphisme tel que défini précédement et L
1’application 1linéaire expansive qui lui est associée, K
1'application de S" dans K, (RY) satisfaisant la relation (1) et
supposons que pour chaque lettre s, K[s] soit non vide. Alors,
pour un mot u de S*, il existe un ensemble compact K, [u] tel que:

L™® K[§_,(u)] converge vers K, [u] lorsque n tend vers 1’infini
dans l'’espace métrique d'Hausdorff. Ce compact ne dépend pas de
l'application K et est une courbe continue dite courbe
récurrente. ¢

On pourra trouver dans l’article de M. Dekking [2], plusieurs
remarques ou modifications que 1l’on peut apporter a ce résultat.

Mentionnons que 1l’on  pourrait prendre une suite
d’endomorphismes g, ( au lieu d’'un seul ) ou §, appartient a un
ensemble fini d’endomorphismes ayant la méme représentation
expansive L.

Notons qu’il est possible que deux mots différents donnent la
méme courbe récurrente.

Donnons quelques exemples.



EXEMPLES :

. Exemple 1: Triangle de Sierpinski.

S={ s i=0,1,2,3,4,5 ).

i

L'endomorphisme 6 est tel que 4( s; )= $;S;428;8;4,8; pour
i=0,1,..,5 et oli la somme i+j se fait modulo 6.

L'homomorphisme f est tel que:
f(s;)=(cos ®i/3, sin #xi/3) pour i=0,1,..,5.

La fonction K utilisée est celle décrite précédement.

La figure 1 qui suit donne les 5 premiéres itérations de
Ky,(sy) et la 4'°me jtération du mot Sy S5 S, 8, S

1

0

DA

AA

figure 1



Exemple 2: Une courbe de von-Koch généralisée.

S=( s, , : i=0,1 et j=0,1,2,3,4,5 }.

i,J

L’endomorphisme § est tel que:

60C sy 5 )=158, . s, | s, . .
,Jd 0,5 "1,3+1 “1,3+5 Z0,§°
0Csy g )= 81 5 00 Sy, 500 ) 608, 4,5 ) 51,4
pour j=0,...,5 et ou les sommes sur j se font modulo 6.

L’'homomorphisme f est tel que:
£( s, 5 )= 21 ( cos 7j/3, sin =j/3 ).

La fonction K sera celle utilisée précédemment.

La figure 2 représente les 4 premiéres itérations pour le mot
Sy o et la 4*°™® jtération du mot

So,0 So,0 S1,2 S1,4-

gy
Y

figure 2



Une généralisation de ce résultat consiste A accepter que
certaines lettres s de 1'alphabet soient telles que K[s] est
vide, c'’est-a-dire qu’aucune représentation graphique dans R ne
sera donnée & ces lettres. Les lettres s de S telles que K[s] est
vide seront dites lettres virtuelles. Posons Q l’ensemble de ces
lettres virtuelles.

Donnons les conditions pour que l’ensemble limite ne soit pas
vide. Nous dirons que 1’endomorphisme § est Q-stable s’il existe
un nombre naturel m tel que chaque lettre s posséde un des deux
types de comportement:

type (I): si pour tout kam, g, (s) appartient a Q"
sous-ensemble de S*. :

type (II): si pour tout k>m, 4, (s) n’appartient pas a Q"
sous-ensemble de S*.

Les lettres satisfaisant 4 (II) sont dites essentielles et on
désigne l'ensemble de telles lettres par E. Un mot devra contenir
au moins une de ces lettres pour qu’'il puisse y avoir wune
représentation  graphique limite obtenue par itération et
contraction.

THEOREME

Soit 4 un endomorphisme de $* et L 1'application 1linéaire
expansive associée a 4§, K 1'application de S* dans K, (RY)
satisfaisant la relation (1). Soit Q={ s de S:K[s]=¢), et
supposons que # soit Q-stable. Alors, pour un mot u contenant au
moins une lettre de E, il existe un ensemble compact K, [u]
non-vide tel que:

L™" K[6,(u)] converge dans la métrique d'Hausdorff vers K, [u]
lorsque n tend vers 1'infini. K, [u] est dit ensemble récurrent.¢

Cet auteur donne d’autres généralisations d’'ensembles
fractals. I1 indique [2] wune fagon d‘obtenir les pavages
apériodiques de Penrose.

Nous terminons ce bref apercu du modéle de M. Dekking par
deux exemples.



EXEMPLES :
Exemple 1: Variation de Peano.

S={ S; 5t i=0,1 etj=0,1,2,3 ).

L’endomorphisme § est tel que:

6C 84,5 )= So,jsq.j+1so.j,sl,j+aso.3+151,q+aso,550.a‘+1so,j
ol la somme sur j est faite modulo 4 et j=0,1,

1

6C sy ;5 )=sy 5 8,5 8 ; pour j=0,1,2,3,

1,3
On wutilisera la fonction K définie précédemment sauf pour le
symbole $; ; qui ne sera pas dessiné.

La fonction f est la suivante:
£( s, i ) = ( cos(nj/2), sin(nj/2) ) pour i=0,1 et pour
j=0,1,2,3.

Toutes les lettres sont essentielles et la figure 3 qui suit
donne les quatre premiéres itérations pour le mot Sy o -

figure 3



Exemple 2: Le terdragon.
S={ s; ; : i=0,1 et j=0,1,2 ).

L'endomorphisme # est le suivant:

0O 8,5 ) = Siv1,5 S5 501 Sian g

ot la somme sur i est modulo 2, celle sur j l'est modulo 3 et ou
i=0,1 et j=0,1,2.

L'homomorphisme f est tel que la lettre S; j est envoyée sur
( cos(2nj/3), sin(2xj/3) ).

La fonction K assigne un segment de droite aux lettres Sy
et l’ensemble vide aux lettres §,,; pour j=0,1,2,

L’ensemble Q=( Sp,5 ¢ j=0,1,2 ), 1l’ensemble E=S c'est-a-dire
que toutes les lettres sont essentielles. La figure 4 donne les 5

premiéres itérations pour le mot So,0 So,1 So,2-

figure 4



2. SYSTEMES DE FONCTIONS ITERATIVES de M. F. BARNSLEY et S. DEMKO

Dans ce modéle, les ensembles fractals sont obtenus comme les
"attracteurs" (ensembles récurrents) d’'un certain processus
aléatoire de Markov. Cet ensemble est le support  d’'une
distribution stationnaire de probabilité.

Evidemment nous ne pourrons pas traiter ici de tous les
articles de ces deux auteurs et les personnes intéressées par le
sujet pourront consulter la bibliographie & la fin de ce texte.
Nous exposerons les principales parties de ces systémes assez
briévement dans les lignes qui suivent.

K un espace métrique compact.

W={ w,: 1i=1,2,...,d )} une collection finie de fonctions
Borel-mesurables de K dans K.

P={ p,: 1i=1,2,...,d } un ensemble de probabilités

d
telles que p;=0 et .21Pi=1-
l=

C(K) 1l'espace de Banach des fonctions continues a valeurs
réelles définjes sur K.

DEFINITION:
{ K, W} est un gystéme de fonctions itératives, SFI, si et

seulement si on peut associé un ensemble de probabilités P a
l'opérateur T défini par:

d
(T f)(x)=,21 p; f£(w; (x)) pour f dans C(K),
g ==
tel que T soit une application de C(K) dans lui méme.o

Si chaque w, est continue alors { K, W } est un SFI et
n’importe quel ensemble P peut étre associé a l'opérateur T.

EXEMPLES :

Exemple 1: K=[0, 1], w, (x)=x/3, W, (x)=(x+2)/3, d=2. Alors { K, W)
est un SFI pour n'importe quel ensemble de probabilités P=( Py
Py )
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Exemple 2: K=C U (=)}, P(w,z) est un polynome & coefficients

complexes dont le degré est d>l en w et e>1 en z. On définit
={w; (z):i=1,.,d}) les solutions de P(w,z)=0 pour z dans K, ou les
racines multiples sont séparées. Alors (K, W)} est un SFI avec
P;=1/d comme probabilités associées. On aurait pu faire de méme
pour les solutions de P(w,z)=0 pour w dans K et on aurait eu un
autre SFI,

On peut traiter W comme une fonction dont les valeurs sont

des ensembles; Wx)= { w,(x): i=1,2,...,d ). Nous sommes
intéressés a4 l'action des itérations de W sur K, { W™ (x) } ou
We R (x)=W (W 1)(x) ) pour n=0,1,.... et on définit pour les

sous-ensembles B de K, W(B)={ W(x): x dans B }.
DEFINITION

Pour x dans K, on définit l'attracteur (correspondant &4 x )
pour le SFI ( K, W } comme étant A(x)= lim W°(®)(x).o

Lorsque A(x) ne dépend pas de x, pour X appartenant a un
certain sous-ensemble de K, alors on posera A=A(x) et ce sera
1"attracteur du SFI { K, W ). Un attracteur A est compact et
invariant sous W, c’est-a-dire, W(A)=A.

EXEMPLES:

Exemple 1: (suite) L'attracteur est indépendant du point x dans
[0,1] et est l'ensemble triadique de Cantor.

Exemple 2: (suite) Si P(w,z)=(2w-z+1) (2w-z-1) (2w-z-21), pour tout
z complexe, l'attracteur A du SFI { K, W}, est le triangle de
Sierpinski dont les sommets sont -1, 1, 2i. Voir la figure 1. Les
petits encadrés indiquent l'effet des différentes fonctions du
systéme.

figure 1
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Considérons le processus de Markov & temps discret (K, W, P )
défini par:

P(x, B]= ig Pi 6(w; (x),B) olt §(w; (x),B)=1 si w,; (x)

1
est dans B sinon elle est nulle. P[ x, B] est la probabilité,
partant du point x, de se rendre en une étape dans 1'ensemble B.

Ce processus de Markov est équivalent & une marche aléatoire:
partant du point 2z, on se rendra au point z,=w, (z,) avec
probabilité p,, c’est-a-dire qu'on choisit 1’application W, avec

probabilité p, . On recommence le processus pour z . Z

27" n*

Nous montrons qu’il y a une mesure de probabilité
stationnaire pour ce processus.

THEOREME
I1 existe une mesure de probabilité u telle que:
p(B)=IK P[ x, B] du(x), pour tout borelien B de K.o¢

Nous disons que cette mesure stationnaire est la mesure
P-équilibrée du'SFI { K, W }.

Nous donnerons plus loin une condition pour que cette mesure
P-équilibrée soit unique.

Pour le SFI ( exemple 2 ) dont l'attracteur A est le triangle
de Sierpinski, cette mesure est unique et son support est
l1’attracteur A. Ce triangle est l'union de trois triangles w, (A),
W, (A) et w, (A) de mesure Py. P, et p, respectivement ot P,, P, et
P; sont les probabilités associées au SFI. De méme le triangle
wi(wj(A)) a la mesure P;P; .

DEFINITION

{ K, W} est un SFI hyperbolique si et seulement si il existe
une constante s, 0=<s<l, telle que:
Iwi(g)-wi(y)[< s ]x-y[ pour tout %,y dans K, i=1,...,d.¢

THEOREME

Soit { K, W } un SFI hyperbolique. Il posséde un attracteur A
unique (indépendant du point x dans K).o¢

Le lecteur intéressé aux propriétés des SFI voudra bien
consulter 1l'article [1] des deux auteurs. Ils y démontrent des
résultats trés intéressants. Le résultat suivant donne une
indication pour tracer les attracteurs.
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THEOREME

Soit { K, W } un SFI hyperbolique et P 1'ensemble associé des
probabilités. Alors, il existe une mesure P-balancée unique dont
le support est 1'attracteur du SFI et cet attracteur est
récurrent pour l'opérateur T. (en particulier, le support de la
mesure est l’attracteur et ceci ne dépend pas de P).o

On peut ainsi générer 1’attracteur d’'un SFI hyperbolique
lorsque K est un ensemble borné du plan réel ou complexe. En
effet, partons d'un point quelconque X, de K et choisissons par
récurrence x, parmi ( w,(%,.,): i=1,...,d ) avec probabilité P;
au choix w, (x,_,), pour n=1,2,...

Tragons succesivement les points X, pour >N, N assez grand
pour que x, soit dans A, a moins que le point initialement
choisit x, soit dans K.

L'ensemble des points tracés sur un ordinateur donne
l'attracteur et la densité des points donne une indication sur la
mesure.

EXEMPLES:

Exemple 1: La courbe en C de Gosper.

Ay Tt il e Al
‘14};.“4‘;@«‘;0.: M

figure 2




13

Exemple 2: Le dragon

figure 3

Un cas particulier des SFI est celui ol les fonctions w
des applications affines de K dans K.

1 sont

Une propriété importante de 1'attracteur A d’un SFI
hyperbolique est la suivante:

A = w, (A)Uw, (A) .. .Uw, (A).

Cette propriété d'auto-recouvrement de A indique comment on
peut approximativement recouvrir un ensemble fractal par un
attracteur A d'un SFI hyperbolique.

Dans ce cas particulier de SFI ou les fonctions sont des
applications affines, les moments pour la mesure stationnaire n
peuvent étre calculés explicitement en termes des paramétres qui
définissent les SFI. Ce résultat permet donc de construire un SFI
dont 1'attracteur serait une bonne approximation d’un ensemble
fractal en estimant les paramétres du SFI.

On pourrait dire beaucoup sur ce modéle mais nous nous devons
d'étre bref. Nous terminons cette modélisation en donnant deux
exemples que 1l’on retrouve dans les articles de M, F. Barnsley et
S. Demko.




EXEMPLES :

Exemple 1: La feuille d’érable.

14

Exemple 2: La

fougére.

figure 4

I

14

figure 5
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3. SCHEMA  D'INTERPOLATION ITERATIVE DE G. DESLAURIERS ET
S. DUBUC

Nous présentons une nouvelle méthode d’interpolation dite
interpolation itérative. Elle nous fournit une nouvelle maniére
de construire des courbes irréguliéres et en particulier celles
de von Koch-Mandelbrot,

Cette méthode est trés générale, cependant nous limiterons
notre présentation au plan complexe. Le lecteur intéressé par le
sujet devra consulter les références a la fin de ce texte.

Le point de départ de ce schéma d'interpolation itérative est
une fonction z(n) définie sur les entiers relatifs que nous
prolongeons a tout 1'axe réel,

Désignons par:

d un entier supérieur a 1,

D, 1l'’ensemble des nombres rationnels m/d® ol m est un entier

relatif et n=0,1, ..., D, est l’ensemble des entiers relatifs,
Py est une suite de nombres réels ou complexes qui remplit la
condi?ion de compatibilité: p =1 et Prg=0 pour k entier
relatif non-nul.

Par récurrence, z étant déja définie sur D,, on prolonge z a

D,, D,, Dg,... Au point j/d on prolonge z de la facon suivante:
Z(j/d)=§ pj_dk z(k).
On peut poursuivre le prolongement & Dy, D3, ...: si j est un
entier, on pose:
2(3/dr ) B w(k/dn). (1)

La condition de compatibilité permet de prolonger la fonction
z de facon consistante. De plus, si la série Z ka] converge,
la formule (1) sera bien définie & condition que z(n) soit
bornée. Une condition un peu plus forte consiste a exiger que
pour un nombre fini d’indices k, P, est non nul, alors la formule
(1) est toujours bien définie. On notera le prolongement de la
suite z(n) par z(t).

Nous donnons, comme premier exemple de cette procédure
itérative, comment on  peut générer les courbes de von
Koch-Mandelbrot.
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Soient d+l points du plan complexe Zy, Zy,...et zy, on
suppose 2z,=0 et z;=1. Nous posons z(0)=0, z(1)=l, et les autres
valeurs z(n) sont choisies de fagon arbritraire. Nous recomman-
dons le choix suivant pour les poids Py !

Py=1-z, si k est un entier compris entre 0 et d,

Px=Zx+q Si k est un entier compris entre -d et O,

P =0 pour les autres valeurs de k, |k|>d.

Si j est un entier donné, et si j=md+r ( m et r sont respec-

tivement le quotient et le reste de la division de jpar d ), la
formule (1) devient dans ce cas-ci:

z( j/d**t )=( 1-z, ) z( m/d® ) + z, z( (m+l)/d™ ).
La fonction z(t) ainsi obtenue par cette formule et

restreinte & l'intervalle [ O, 1 ] est la courbe de von
Koch-Mandelbrot observées sur 1l'ensemble des fractions d-adiques.

EXEMPLES:

Dans ces exemples on posera toujours z,=0 et z,;=1.

Exemple 1: La courbe en C de Gosper, d=2 et z;=.5+.5i. La
représentation graphique est connue,

Exemple 2: La figure 1 (la spirale) est 1la représentation
graphique de la courbe lorsque: d=2, z,=.2+.451,

figure 1
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Exemple 3: On obtient la courbe connue du flocon de neige de von
Koch en posant d=4, z,=1/3, z,=.5+i/3, et z,=2/3.

Exemple 4: Pour d=6, z,=1/4, z2,=(1+i) /4, z,=1/2, z,=(3+i)/4 et
z;=3/4, la courbe est représentée par la figure 2.

e

g,

G ]

figure 2

Exemple 5: La courbe la plus connue, celle de Peano, s'obtient en
posant: d=9, z,=1/3, z,=(1+i)/3, zg=(2+1)/3, z,=2/3, z;,=1/3,
zg=(1-1)/3, z,=(2-1)/3, et zg=2/3.

Exemple 6: Comme dernier exemple pfenons d=4, z,=1/2, z,=(i+2)/4
et z;=(i+5)/4. La figure 3 (le givre) donne cette courbe.

figure 3
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Afin d'étudier le prolongement obtenu par interpolation
itérative, nous introduisons une fonction trés importante. Nous
1l’appelons 1’interpolante fondamentale. Si F(0)=1 et si F(n)=0
pour les autres valeurs entiéres de n, la fonction prolongée,
F(t), obtenue par le schéma d’interpolation est cette
interpolante fondamentale. Cette fonction est telle que sur D,

F(j/d)=p, .

Notons que pour 1les courbes de von Koch-Mandelbrot,
z(t)=F(t-1) pour t dans l'intervalle [0, 1]. La fonction F est
nulle hors de 1l'’intervalle [-1, 1], et la fonction 2, F(t+2n-1)
sera un prolongement périodique de période 2 de la courbe de von
Koch-Mandelbrot. Nous avons démontré que, sous des conditions
trés simples, ( toujours vérifiées pour ces courbes ) nous
pouvions écrire les séries de Fourier de ces courbes.

I1 est connu que si chacun des accroissements Izk+1-zk| est
inférieur a4 wun, la courbe de von Koch-Mandelbrot est continue.
L’'interpolante fondamentale correspondante se prolonge
contintment & tout 1l'axe réel avec un support compact. Il est
évident que la courbe ainsi obtenue est de carré sommable. On
peut dire un peu plus. On a démontré, [3], que si % _, 4
Izk~zk_1l2<d, alors la courbe de von Koch-Mandelbrot est de carré
sommable.

Comme deuxieme exemple de cette procédure itérative, posons
d=2, et py=1, p_y=a, p_,=b, P;=¢, py=d o a, b, ¢ et d sont
complexes et de somme 1. Les autres P, sont nuls. Voici deux
exemples d’'interpolantes fondamentales. On pose z(0)=1 et z(n)=0
pour les autres valeurs entiéres de n.

EXEMPLES:

Exemple 1: La figure 4, de z(t), est obtenue pour a=-i/4,
b=(2+1i) /4, c=(2-i)/4 et d=i/4. Nous avons fait 10 itérations et
fait varier t de -3 & 3.

> (V J\'ﬁ
. - Gy
i ¢ o » - & , T 4{! S e
fF ‘,..}«“"k"ﬁ"l T( s Kﬁn- ’f:} E’J ‘5» ‘{\‘7’3 .
“‘%\« o

r‘%ﬂk : \H-r “‘-J-'..i ?r, k;\p

- e
R ¢;% '_t oy

ﬁg? v

figure 4
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Exemple 2: Posons a=-(1l+i)/10, b=(6-i)/10, c=(6+1)/10 et
d=(i-1)/10. Aprés 12 itérations, pour t entre -3 et 3 on obtient
la figure 5 suivante.

figure 5

Les courbes hyperboliques de S. Dubuc, [4], peuvent étre
obtenues par cette méthode d’'interpolation. Donnons un exemple.

Iei z,=0, z,=(21i-1)/3, z,=(1+41i)/3 et z;=1+i. Posons z(l)=z,
et z(n)=0 pour toutes les autres valeurs entiéres, d=3, et la
somme des poids sur les voisins immédiats est égale a 1+i. Voir
figure 6.

figure 6
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4. ENSEMBLES DE FATOU ET ENSEMBLES DE JULIA

Nous allons étudier le comportement des itérérations
sucessives de fonctions rationnelles dans le plan complexe, En
particulier, nous allons décrire la dynamique de la méthode de
Newton (approximation de racines de fonctions non linéaires)
appliquée aux polyndémes dans le plan complexe.

Préliminaires:

Soit 1le polynéme: p(z) = a, +a, z+ ... +a z" , ol z et
les coefficients sont complexes et { X, i = 1 .. n ) est
l’ensemble de ses n racines.

L'équation de Newton s'écrit:
Zh+1r < N(zn) =2, - P(Zn) / p'(zn)

On remarque que:

L- N (%) = p' (%) p(xy) / (p'(x))?
= 0 (si x; est une racine simple).
2- N(z) = ( =z Pp'(z) - p(z) ) / p'(z) est une fonction

rationnelle de degré n=deg( N(z) ).

- : - " s H 4 "
3 &}? z, X; pour "certains points de départ" z,

Donnons nous quelques définitions:

1- Itération d'une fonction rationnelle: Soit R(z) une fonction
rationnelle, R, (z) sera la n'°™°® itération de z (sous R(z),
R, (z)=z) et sera égale a:

SRR
RCR(C ... R(z) ) )

2- Orbite: On appelle orbite d'un point z 1’ensemble:

0(z) = { R (z) [ ne2)

3-0n a : 0(z) =0%(z) U0 (z) ,

o 1 0%(z) = (R _(2) | neN) et
07(z) = (R._(2) [ neN).
Remarque: Comme R n'est pas nécessairement inversible on

définit: R (z5) = ( z | R (z) =z, ).
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4- Un ensemble de points p (ou un point p) est périodique
lorsqu’il existe un entier n tel que R .(p) = p. Le plus petit
entier n est 1l'ordre de la période et 1’ensemble

§(p) = { R, (p) l i=1...n}) est le cycle de p.

5- Le bassin attractif d’un point périodique p est 1l’ensemble:

A(p) = { z | lim R, (2) € 6(p) )

Points périodiques:

Globalement, on distingue deux tendances chez les orbites des
points de C. En effet, on remarque que d'une part 1l'orbite tend
vers un ensemble périodique ( R (z) - §(p) lorsque n tend vers
1'infini pour un certain p), d'autre part elle posseéde une
dynamique étrange bien que sa trace ne soit pas un ensemble

distribué aléatoirement dans le plan. La figure 1 représente une
telle orbite,.

figure 1

Ensemble de Julia d'un polynéme complexe du sixiéme degré.
Les racines sont identifiées par des croix.
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Ces ensembles sont nommés les ensembles de Julia en 1'honneur
du mathématicien Gaston Julia qui en 1919 publia (voir référence)
un mémoire les décrivant. Voyons, en un premier temps, le cas
des orbites éventuellement périodiques. Ces orbites font partie
des bassins attractifs des cycles vers lesquelles elles tendent
et sont caractérisées par la nature de ces cycles. On distingue
cing types de points périodiques:

1- point super-attractif: R’ (p) = 0 .

2- point attractif: | R’ (p) | <1
3- point répulsif: | R'_(p) | > 1
4- point indifférent: | R' (p) l =1
a) | R’ (p) | = e2791 | ou g e q
(parabolique). :
b) | R _(p) | = e278% | ou § € R\Q
(irrationnel)

Ensembles de Fatou:

La réunion de tous les bassins d’attractions que comporte le
plan complexe (relativement & R(z)) forme 1’ensemble de Fatou.
Cet ensemble est ainsi nommé en 1'honneur d’un autre
mathématicien M. P. Fatou contemporain a G. Julia (voir
référence). L'’ensemble de Fatou se compose d'une infinité
dénombrable de composantes connexes. Chacune de ces composantes
est  éventuellement périodique. On distingue cing types de
composantes périodiques selon le type de points périodiques
qu’elles contiennent. Et la dynamique y est uniquement
déterminée. :

1- Composante super-attractive:

Il existe un homéomorphisme & (autour du point périodique)
tel que:

®eR & 1 (z) = zF

ou k est 1l'ordre de la premiére dérivée de R, qui ne s’annule
pas. Le comportement des itérées dans cette composante est ainsi
identique au comportement des itérées du polynéme z* au voisinage
du point z€ro. Lorsque l'on considére la méthode de Newton, les
bassins d’attraction des racines simples sont tous de cette
nature.

2- Composante attractive.

3- Disque de Siegel:
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Un point périodique indifférent dont # satisfait la condition
diophantienne.

Pour ces deux derniers types, il existe un homéomorphisme &
tel que:

@R +@ 1(z) = Az o XA = R’_(p).

Pour la composante attractive, comme |A[ <1l, on a que les
itérées tendent vers p (le point périodique) comme les itérées de
Az tendent vers le point zéro (dans un voisinage du point zéro).
Par contre, lorsque |A| = 1 pour les disques de Siegel, nous
aurons un comportement analogue 4 une rotation d’un angle
irrationnel.

4- Composante parabolique:
Il existe un homéomorphisme & tel que:
R 3 1(z) = Az (1+z°%) ot k = 1
5- Anneau d'Herman:

I1 existe une conjugaison topologique avec la rotation
irrationnelle.

La figure 2 montre 1l'’ensemble de Fatou associé au méme
polynéme que celui de la figure 1. Les anneaux emboités
représentent les bassins d’attraction. Les six grands lobes sont
les bassins immédiats des racines (identifiées par des croix). Un
point d'un de ces bassins prendra autant d'itérations, pour
converger (avec une certaine tolérance) vers sa racine, qu'il y
a de permutations du noir au blanc le long du segment le liant a
sa racine. En fait, un anneau représente un ensemble de points
convergeant vers une méme racine en un méme nombre d'itérations.
Les groupes . d'anneaux concentriques autres que les six grands
lobes sont les composantes connexes éventuellement périodiques
(pré-périodiques). Ici tous les bassins sont du type
super-attractif.

La figure 3 illustre le probléme d'instabilité recontré lors
du calcul des orbites. On remarque que les lobes de la figure 2
sont devenus des zones dont la frontiére est brisée et trés
irréguliére. Ce probléme vient de la représentation tronquée des
nombres dans 1l’ordinateur. Ce phénoméne nous améne a pensé qu'il
se peut que les figures 1 et 2 soient elles aussi entachées
d'erreurs au point de ne plus étre significatives. Ceci
proviendrait d’une trop grande sensibilité de 1la méthode de
Newton aux erreurs de troncature des nombres. Nous avons calculé
de nouveau les figures 2 et 3 avec une précision doublée. Ce
n'est que dans le cas de la figure 3 que nous avons constaté un
changement brusque dans la forme des zones. Ainsi on suppose
(sans trop se tromper) que les figures 1 et 2 sont correctes.
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figure 2

Ensemble de Fatou d'un polynéme complexe du sixiéme degré.
Les zéros sont identifiés par des croix.
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Ensemble de Julia:

Considérons maintenant 1’ensemble formé du plan complexe
moins 1’ensemble de Fatou. Etant donné sa nature, l’ensemble de
Fatou est clairement invariant (i.e. R(Fatou) cC Fatou), ainsi
1'’ensemble que nous venons de définir sera aussi invariant. I1
s’agit en fait de 1'ensemble de Julia (noté J) que nous avons
identifié précédemment. La principale caractéristique de la
dynamique sur cet ensemble est sa nature chaotique. Donnons
nous en une définition.

Une fonction R est dite chaotique sur J si

1- R a une dépendance sensible aux conditions initiales.
Soit z € J alors:

}}? N, (z+c) = %, (pour la plupart des c).

La racine x; dépend de ¢ mais non de |c|.

Ainsi chaque point de 1l'’ensemble de Julia touche a chaque
bassin d'attraction. On comprend mieux 1'instabilité numérique
ressentie au voisinage de certains points.

2- R est topologiquement transitive. Soit U,V C J deux ouverts
alors il existe n € N tel que:

R(UDINV=¢ .-

En effet, soit z € J et U un voisinage de z,

lim Rn( Y ) =C \ { pexceptionnals }

n—+o

Comme U \ J C { Fatou } alors lim R(UnNnJ)=1J

n—+o

Cette propriété implique que 1l'’ensemble de Julia posséde un
intérieur non vide seulement s’'il est le plan complexe en entier.
De plus on remarque que l’ensemble 07 (z) est dense dans
1'ensemble de Julia et ce pour tous points de C. On posséde donc
un algorithme pour tracer cet ensemble.

J € fermeture( g R, (z ) ) pour z € C \ { Pexceptionnels !
I1 est cependant peu efficace car certaines parties de
1’ensemble sont rarement visitées par les itérées inverses
sucessives.

3- Les points périodiques sont denses dans J. On a que:

J C fermeture{ points périodiques répulsifs }.
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De plus, soit p un point périodique attractif, r son orbite
alors:

J C frontiére( A(r) ).

C'est 4 dire que si { X, 1} sont des points périodiques
attractifs et { 7 )} leurs orbites respectives alors quelque soit

iet j:
frontiére( A(r,) ) = frontiére( A(Tj) ).

Les propriétés 1 et 2 de la définition du chaos laissent
supposer qu'il sera difficile de comprendre la dynamique sur
l'ensemble de Julia. On se doute qu’elle ne sera pas uniquemenmt
déterminée par la nature de certains points que 1'ensemble
contient mais qu’elle dépendra entiérement de 1la fonction
rationnelle choisie.

Remarque:

Dans ce travail, nous avons résumé quelques caractéristiques
de la dynamique des fonctions rationnelles dans le plan complexe.
Nous laissons au lecteur le soin d’aller chercher 1le formalisme
de ces notions dans les articles et 1livres cités dans la
bibliographie.

Conclusion:

Revenons sur la troisiéme propriété énoncée dans les
préliminaires:

3}? Z, = X; pour "certains points de départ" z, € C.

De fagon classique, dans 1les livres d'analyse numérique,
cette propriété s'énonce comme suit: si z, est assez pres de X,
alors les itérées convergeront vers X; . La notion "d'assez preés"
est définie par la nature de 1l'ensemble de Fatou. Nous voyons
qu’elle signifie que z, doit appartenir au bassin d'attraction de
X; . Les figures 4 et 5 montrent le bassin d'attraction d’une des
racines du polynéme du sixiéme degré utilisé jusqu’a maintenant.
La complexité de cette structure est due au fait que tous les
bassins d'attraction doivent avoir la méme frontiére (chaque
point de 1l'ensemble de Julia touche a tous les bassins
d’attraction). Nous avons donc réparti dans le plan six ensembles

de frontiére commune.
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Bassin d'attraction d'une racine d’un polynéme du sixiéme degré.
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figure 5
d’attraction d’'une racine d'un polyndéme du sixiéme degré
Les racines sont identifiées par des croix.
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