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SOMMAIRE

Le but du présent travail est de déterminer la déformation des dents d'un

engrenage en matiére plastique sous 1'effet d'une charge répétée, variable et

E ] P | B PR

mobil le profil des dents. A cause de la nature viscoélastique du maté-

e Ssur

a

riau, les déformations sont cumulatives, occasionnant une détérioration pro-
gressive de 1'engrénement. Les résultats de cette &tude permettent donc
d'évaluer, pour'un matériau donné, le nombre de cycles d'application de 1la
charge (nombre de tours) au-deld duquel la déformation de la denture dépasse
1'interférence de fonctionnement tolérable. Le profil original pourrait donc
8tre modifié de facon a se transformer en un profil idéal apré&s un certain

nombre de cycles.

-

Une dent d'engrenage en développante de cercle peut &tre assimilée a une
poutre courte, en porte-a-faux, dont 1a section est variable. Une variation
cubique a é&té supposée dans ce travail. Lors de 1'engrénement, le chargement

est mobile sur Ta dent, passant du sommet & la racine, ou réciproquement.

Le probléme &lastique est d'abord solutionné pour un chargement station-
naire, puis mobile, en tenant compte des déformations de flexion et de cisaille-
ment. La solution viscoélastique est obtenue au moyen des intégrales héridi-
taires. Le détail de cette solution est donné pour un solide & trois para-
métres dont les propriétés s'apparentent & celles des plastiques utilisés pour

la fabrication d'engrenages.



1. INTRODUCTION

Les engrenages en matiéres plastiques poss&dent, sous certains aspects,
des avantages sur les engrenages en acier: 1ils nécessitent peu ou pas de
lubrification, ils peuvent &tre moulés, ils sont en général plus silencieux
et leur fini de surface peut &tre, sans inconvénient, relativement grossier.
Cependant, Teur principal inconvénient est d'étre, a dimensions égales, en-
viron 30 fois moins résistants que ceux en acier. Les premidres tentatives
d'utilisation des matiéres plastiques pour les engrenages visérent donc
1'&conomie de fabrication beaucoup plus que la transmission d'une puissance
importante. La disponibilité de matériaux plastiques de plus en plus résistants
ainsi que des plastiques armés permet de rendre ceux-ci compétitifs pour la
transmission de puissance dans certaines applications particuligres. Les
facteurs qui influencent la résistance et la déformation de la denture de tels
engrenages sont mal connus, ce qui n'encourage certainement pas les concepteurs
d les utiliser. Le but du présent travail est de contribuer & 1a compréhension
du phénoméne de déformation des dents d'un engrenage en matigre plastique sous

1'effet d'une charge répétée, variable et mobile sur Te profil des dents.

La déformation d'une dent en acier, durant le contact,a peu d'effet sur
la géométrie de celle-ci et le profil de la denture demeure pratiquement in-
changé. Tel n'est pas le cas cependant pour les engrenages en matigres plas-

tiques dont les dents sont beaucoup plus flexibles. Cette flexibilité, jointe



au cumul des déformations dU & la nature viscoélastique du matériau, peut pro-
voquer des interférences de fonctionnement intolérables. La connaissance des
déformations cumulées aprés un certain nombre de cycles d'application de 1la
charge peut permettre la modification du profil original des dents, de telle

sorte que pendant le fonctionnement, celui-ci se transforme en un profil idéal.

Les dents en déve]éppante de cercle seront assimilées & des poutres courtes
en porte-a-faux dont le profil est montré a la Figure 1. Lors de 1'engrénement,
la charge est mobile sur la dent, passant du sommet & la racine ou réciproque-
ment. La méthode &laborée dans le présent document solutionne d'abord le pro-
bléme &lastique pour un chargement stationnaire, puis mobile. Les déformations
de flexion et de cisaillement de 1'axe neutre sont alors considérées. Au moyen
des intégrales héréditaires, on obtient la solution viscoélastique pour un
chargement répété. Les déformations de contact pour deux cylindres viscoélas-
tiques ont déja été déterminées par Bazergui et Hung [1] et peuvent &tre super-

posés pour obtenir les déformations totales. La réponse a un matériau spécifi-

que compléte 1'étude.



2. FLEXION ELASTIQUE POUR UNE FORCE STATIONNAIRE

Le profil en développante de cercle (Figure 1) peut &tre représenté

approximativement par la relation

1/3
h=H - x) ()
ol H = largeur de la section & 1'encastrement,
£ = Tongueur de Ta poutre,
X = x*/£ = ordonnée non-dimensionnelle,
et Xx* = ordonnée mesurée sur 1'axe neutre.

Le moment d'inertie de la section devient alors

IX = bh3/12 = bH3(1 - x)/12 = 1(1 - x) , (2)
ol b = largeur de 1a poutre
et I = bH3 /Iﬁ (3)

-

Considérons une force normale F située & une distance L* de 1'encastrement.
Cette force F posséde une composante transversale P et une composante axiale N

(Figure 1). Le moment fléchissant MX d une section d'ordonnée x est

M, =Pe(¢ - x) , pour x <o, (4)
et Mx =0 »  pour x > ¢ , (5)
o  ¢=L/C. (6)

Dans le cas de déformation plane, la relation entre la courbure de 1'axe

neutre (d2w/dx2) et le moment fléchissant est

(d2w/dx2) /el = M /T, (7)



ot 8 = (1-v2/E = [1/6+3/(k+8)]/4,

E = module d'élasticité de Young,
G = module d'élasticité transversale,
v = coefficient de Poisson,

K = module de dilatation = E/3(1 - 2v),

et w = déplacement transversal non-dimensionnel de 1'axe neutre = w*/¢g,
Pour x & ¢, on obtient, en introduisant (2) et (4) dans (7)

d2u/d® = (Pe26/1) [1- (1 - 0)/(1 - x)] . (8
Aprés intégration de 1'équation (8), on trouve

dw/dx = (Pe26/1) [x+ (1= ¢) Tog (1-x) +¢] , (9)
et w = (P£20/1) gxz/z - (1-4) (1= x) flog (1-x) -1]+ ¢, + clg , (10)

ol C et C! sont les constantes d'intégration. En imposant dw/dx = 0 et w = 0

-

a x =0, on trouve C =0 et C! =-(1 - ¢).

La déformée de 1'axe neutre est alors

=
I

(P226/1) ;x2/2 - (1 - 9) [(1 - x) log (1 =x) + x}% , pour 0&£x<¢. (11)

Pour x > ¢ , la courbure de 1'axe neutre est nulle et

=
!

[WJ x=t + (x - ¢) [dw/dx}x_ . (12)

En introduisant (11) dans (12), i1 est facile d'obtenir

w = (P£24/1) 3¢2/2 - (1 -x) [(1 - ¢) Tog (1 - ¢) + ¢]s, pour 0<¢<x. (13)



3. FLEXION ELASTIQUE POUR UNE FORCE MOBILE

La variation de la distance L (Figure 1) est calculée en fonction du temps
en annexe 1. Pour un cas particulier, cette variation est tracée a la Figure 8.
Une variation linéaire donne une assez bonne approximation de la variation ré-

elle de la distance L. On peut alors écrire

L o= H(T-1t) & (1-t/T), (14)

It

oli t = temps & partir du début du contact sur la dent,

—4
]

temps total de contact sur la dent (Figure 2),

£y = valeur maximale de la distance L,

be

L

~
il

fonction Heavyside.
La valeur de ¢ (6) devient donc

6 = H(T -1t) o (1-t/T), (15)
ol a = Ly/h.

Considérons une certaine section d'ordonnée x pour laquelle la distance L est
égale a x* lorsque t vaut t;. Les relations (11) et (13) peuvent alors &tre

groupées et prennent la forme

w = (Pe2e/1) ;H(to - t) [x2/2 - (1 -9¢) (1 -x)log (1 -x)-(1- ¢)>J
+ H(t - tg) [¢2/2 - (1 -x) (1 -9) Tog (1 -9) - (1-x) ¢]( . (16)

En élevant la relation (15) au carré, on obtient

92 = H(T - t) o2 (1 + t2/T2 - 2t/T) . (17)



Le remplacement de ¢ (15) et ¢2 (17) dans (16), donne lieu & des produits
de fonctions Heavyside qu'il est possible de remplacer par des différences

des mémes fonctions (Figure 3).
H(tg - t) H (T - t) = H(ty; - t) = H(t) - H(t - t5) , (18)

H(t - tg) H (T - t) H(t - tg) - H(t - T) . (19)

I

En remplacant (15) et (17) dans (16) et en utilisant les relations (18) et (19),
on obtient finalement
w = (Pe20/1) gH(to 1) [x2/2 - (1= a+at/T) (0= %) Tog (1 - x) + xp]
+[H(t - tg) - H(t - )] [a2t2/272 + at(1 = x = a)/T + alx - 1 + o/2)
+(1-x) a(l - t/T) 10g{1 - H(T - t) a(l - t/T)>]

- H(t - tg) (1 - x) log <‘1 - H(T - t) o(1 - t/Ti}% . (20)

Donc, pour 0=t <ty <T, (20) devient

w = (P£20/1) ;x2/2 - (1 -a+at/T) [(1-x) Tog (1-x) + x}% (21)
et pour tg< t < T, (20) devient
w o= (P22e/1) 3a2t2/2T2 fat(l - x - o)/T+alx -1 - a/2)
- (=% [1 -6l - /) tog [1- a1 - t/T)]$ (22)

et finalement pour tg £T<t , w=0.



4. FLECHE DUE AU CISAILLEMENT ELASTIQUE

La dent d'engrenage &tant une poutre courte, il faut considérer la fléche
due aux contraintes de cisaillement. Pour une poutre & section rectangulaire
la contrainte a 1'axe neutre est t = 3P/2A oll A est la section au point consi-

déré. Pour x £ ¢, la déformation unitaire de cisaillement est y = t/G ou bien

dwl/dx = v = 3P/2AG , (23)

o w! = flache non-dimensionnelle due au cisaillement,

bh = bH(1 - x)1/3 .

o
il

Introduisant A dans (23) et intégrant, on obtient

Wl = - (op/abie) [(1 - x)2/3 + ] .
En imposant la condition w! =0 & x =0, on trouve C = -1 et wl devient

W= (9P/4bHG) [1- (1 - )2/3) , pour 0< x <o . (24)

Cependant, pour x > ¢ la contrainte de cisaillement est nulle et dw!/dw = 0.

La valeur de w! est alors obtenue en faisant x = ¢ dans (24); on a donc
1
wh= (9p/abhe) [1 - (1 - ¢)2/3) , pour 0< g <x . (25a)

Introduisant la notion du temps t, pour lequel la valeur de ¢ est égale & x

et utilisant la relation (15), i1 est possible d'écrire

wl = (9P/4bHG) [1 - (1 - x)2/3] s pour 0t <t T (25b)
wl = (9P/4bHG) §1 -[-a - t/T)]2/3£ , pour to<t < T (26)
et wl= 0, pourt < T<t. (27)



5. FLEXION VISCOELASTIQUE DES DENTS

La fléche de 1'axe neutre due & la flexion d'une dent &lastique (21) et

(22) est de la forme wyf(t) pour chacun des intervalles de temps. Lla solu-

tion viscoélastique peut &tre obtenue au moyen des intégrales héréditaires ’2] .

-

W, = (we/0) ;f(o) J(t) +/t It - t1) [d F(th)/at!] dt1€ . (28)

v
ot

oll W, fléche de 1'axe neutre pour un matériau viscoélastique

et J(t)

complaisance viscoélastique du matériau.
Introduisant les relations (21) et (22) dans (28), on obtient pour 0St<ty<T,

W, = (Pe2/1) §<x2/2 - (1 - @) [(1 - x) log (1 - x) + x}>> J(t)
- (a/T) [(1 - x) log (1 - x) + x}J/ﬁt J(t - tl) dt1§ (29)

o+
et pour ¢, <t<T,

W, = (P£2/I)%<x2/2 - (1 -a) [(1 - x) log (1 - x) + x?} J(t)
- (o/T) [(1 - x) Tog (1 - x) + x]fto It - tl) dtl-

0+
; (aZ/mft £t - ¢1)°E (aZ/T)/t It - t1) dt!
£ £,
- (/7)) (0 - x)/t J(t - tl) log [1 - a1 - tl/T)]dt1£ | A(30)

to



et finalement pour t,<T<t,
W, = (Pe2/1) 3<x2/2 - (1 - a) [(1 - x) log (1 - x) + x]) J(t)
- (a/T) [(1 - x) log (1 - x) + x]/fto J(t - tl) dt!

vo+
+ (OLZ/TZ)'/‘T tl J(t - tl) dt! - (CLZ/T)'/T J(t - tl) dt!
to to

- (o/T) (0 - X)./‘T J(t - t1) log [1 - a1l - tl/T)} dtl% . (31)
to

6. FLECHE DUE AU CISAILLEMENT VISCOELASTIQUE

Soit J1(t) la complaisance viscoélastique pour les déformations de cisail-
lement du matériau. De 1a méme fagon que pour la flexion, la fléche due au

cisaillement devient donc

who= Wl Ggg(o) Ji(t) +ft JL(t - t1) [dg(tl)/dtl] dtlf , (32)

ot

ol g(t) est tel que w! = wyl g(t) [voir (25) - (27)} . Introduisant les

relations (25) - (27) dans (32), on obtient pour OStstogT}
Wl = (9P/4bH) [1 - - x)z/ﬂ J(t) (33)

et pour t,<t<T,

Wl = (9P/4bH) 3[1 S 0] g - (za/mft (et [0 - au-tl/T)]’l/sdtlé

to



et finalement pour t,<LT<Lt

Wl = (9P/4bH)§[1 S0 P - (20L/3T)/T e - )1 - a1 - tl/T)}’mdtlf.

t
" (35)

A cause de la linéarité du modéle viscoélastique et des équations décrivant le
comportement de celui-ci, la fléche totale de 1'axe neutre est donnée, pour

chacun des intervalles de temps, par la somme de W, (29) - (31) et wé (33) - (35).

7. REPONSE A UN MATERIAU SPECIFIQUE

Dans les développements précédents, la charge P a été supposée constante
en intensité pour 0<t<T. Par le principe de superposition, rendu possible
3 cause de la linéarité du systéme, cette charge peut &tre maintenue constante
pour un certain intervalle 03t<t; et peut ensuite &tre augmentée ou réduite
par la superposition d'une solution valable pour t;<t<t, et résultant d'une
charge additionnelle P;. Les solutions pour une charge constante P assurent

donc toute la généralité nécessaire pour une force variant en escalier.

-~

I1 peut 8tre intéressant d'obtenir la réponse a un matériau spécifique
et plus particuligrement un solide & trois paramétres auquel il est souvent
possible d'apparenter les matigres plastiques. Pour ce modéle particulier, la

complaisance au fluage est donné par
3t) = pre Mgy + (1 - e Mg, (36)

ol A = qy/q; - La méme relation serait valable pour J!(t) en remplagant res-

pectivement qg, q; et p; par qgl, ai;! et pil .

- 10 -



7.1 Composante due a la flexion

Cette composante est calculée en remplagant la valeur de J(t) (36) dans

(29) - (31).

Pour 0 = t<tgsT

On peut mettre 1'équation (29) sous la forme

W, = A J(t) + Bft J(t - tl)dtl!, (37)

0+
aQec A = (PL2/1) ¢ x2/2 - (1 - a) B] - x) log (1 - x) + x]) (38)
et B = - (P22y/TI) [(1 - x) Tog (1 - x) + x]. (39)

En portant (36) dans (37) et en intégrant, on obtient

w, = et (Au - Bu/x) + Bt/qp + A/qp + Bu/a (40)

Pi/a1 - 1/q0 .

o

o

=
[l

Pour to < t £T

L'équation (30) peut &tre mise sous la forme

t
W, = A J(t) + Bf 0 J(t - ti)dt! + cft tl J(t - tl)dt!
0" tg

+ th J(t - tl)dt! + EftJ(t - tl) log [1 - a1l - tl/T)] dtl ,
to to (4-!)

- 11 -



avec C = P€202/T21, D = - PL242/TI, E = - (P£2a/TI) (1 - x). (42 a-c)

En portant (36) dans (41) et en intégrant, on obtient en se servant du ré-

sultat de 1'annexe 2 pour 1'intégrale Ia

W o= e-—)\t

, (A - Bua) + e 5% [Bun - cu(aty - 1)/32 - du/]

+ Ct2/2qp + t [cu/x + D/qo]
+ (Eu/2) ; Tog [1 - a(1 - ¢/T)] - e %) 100 [1 . a1 - to/T)]é

- (Fuyn) eMET(=0)/d] 3]09([1 - a(1 - t/T)]/[] - a1 - to/T)]

v [ore i) - w - em] T [ - e - g 1>f

=]
+ (ET/aqo)iD - (1 - /M) <log [1 - af1 - t/T)] - 1>
-1 - et - tom) <rog [1 - a1 - /7)) - 1>£

- Ct3/2q9 + to (B/qg - D/ag) + A/qy - Cu/A2 + D/ , (43)

ol w = pi/g; - 1/q90 .

Pour to <T< t

L'equation (31) prend la forme

t
W o= AJ(t) + Bf 0 3(t - t1)dt! + ch £10(t - t1)dt!

Y +
0 t

+ D/T J(t - tl)dt! + EfT J(t - t!) 1log [1 - ol - tl/T)] dt! . (44)
to to

- 12 -



En introduisant (36) dans (44) et en intégrant, on obtient en se servant

des résultats de 1'annexe 2 pour 1'intégrale Ib

wo = e (ay - Bu/) + e M (tto) [Bu/a - Culatg - 1)/a2 - Du/A|

v

t-T) |

e M [Cu(AT = 1)/32 + Du/a]

(Bun) e ME) qog [1- a1 - to/T)]

(EU/)\) e")\[t'l‘T(]‘a)/a:l 3_ -log [] _ (1(.‘ ~ tO/T)]

4

i

i] [a7a)T/i-4t] <1 - [1 - w0 - to/T)]i>$

(ET/ago) 31 + (1= a1 - to/m)] < log (1 - all - to/T)] - 1>

)

-+

C(T? - t§)/2qq + to(B - D)/qq + TD/qg + A/qq » (45)

o u=pi/a; - 1/q0

7.2 Composante due au cisaillement

Cette composante est calculée en remplacant la valeur de

-1
I (t) = wle™ " - 1/q (46)

i

U

dans les relations (33) - (35). Dans 1'expression (46), on a
uwl =pl/ql - 1/q} (47)

et Al = qé/qi . (48)

- 13 -



Pour 0 <t ty ST

On peut mettre 1'équation (33) sous la forme
who= FOlY) (49)

o F = (9p/abH) [1-(1- x)2/3] . (50)

Introduisant (46) dans (49), on a

-1
Wl o= Flule™F - 1/ql) (51)

Pour ty < t<& T

L'équation (34) peut &tre mise sous la forme

W= FOL(t) + kf*- e -t [1- et - gym Y8 de (52)

o K = - (3Pa/2bHT). (53)

Introduisant (46) dans (52) et intégrant, on obtient en se servant des résultats

de 1'annexe 2 pour»]'intégra1e IC
-1 - Al 4Tl
wio= Fule™ 2 1/q1) + (RulT/a)e™ [t-T(a-1)/a] 31.5 [1 - a1 - w123

- 1.5 [1 - 001 - tO/TﬂZ/3

+ 25 [0/t 23] <1 - (- m] ML - aq -to/Tﬂ1”+2/3>%

n=1

- (1.5 KT/aq}) 3[1 - (1 - /] 22 - 1 - a1 - tO/T)]2/3§. (54)

- 14 -



Pour to ST <t

L'équation (35) peut &tre mise sous la forme

- -1/3
W\l/ = FJi(t) + K[T Ji(t - t1) [1 - a(l - tl/T)} / dtl , (55)
to

ol F et K sont donnés par (50) et (53). Introduisant (46) dans (55), on obtient

en se servant des résultats de 1'annexe 2 pour 1'intégrale Id

wlo= Fule™ T - 1/q0) + (RulT/a) e‘*l[t‘”“'”/“];].s <15 [1 - a1 = toT)?

oo

+ 2 BxlT/a)D/%!(n + 2/3ﬂ <1 - [1 - ol - tO/T)] n+2/3>£

n=1

- (1.5 KT/aq}) 31 - [1- a1 - to/m)] z/3§ . (56)

8. DEFORMATION RESIDUELLE APRES m CYCLES

Soit w tours/seconde la vitesse de rotation de 1'engrenage considéré. Sur

une méme dent de cet engrenage, le contact s'établit donc tous les 1/w secondes.
Aprés un certain nombre d'applications de 1a charge sur une dent donnée, ce n'est
pas tant la déformation de 1a dent en fonction du temps qui présente un intérét
pratique mais bien la déformation résiduelle juste avant que le contact ne s'éta-
blisse de nouveau. Cette déformation résiduelle peut provoquer des interférences
de fonctionnement qui rendent 1'engrénement inadéquat & cause du bruit, de 1'usure
accéléré et, éventuellement, de 1'arrachement des dents. Le cumul des déformations
a cause des charges répétées est montré qualitativement & la Figure 5. Aprés m

cycles de chargement, la déformation résiduelle de 1'axe neutre de la dent due &

- 15 -



un chargement appliqué au temps j/w est donnée par la superposition des dé-
formations de flexion (45) et de cisaillement (56) en considérant t = (m - j)/w.
Puisque T < 1/w, il est évident que T < t et les formules (45) et (56) doivent
&tre utilisées. Les déformations résiduelles 3 1'instant t = (m/w)” sont donc
obtenues en faisant la somme des déformations partielles Torsque 1'incide j
varie de 0 a (m-1). L'examen de la Figure 5 montre que le méme résultat est
obtenu en considérant t = j/w et en fajsant varier j de 1 @ m. Les déformations
_résiduel]es sont donc

m

W, = Z]{ e MM (ay - Busa) + e Md/wmto) [Bu/a - Culatg = 1)/32 = Du/a]
j=

+ e'x(j/w'T)[?u (AT = 1)/2%2 + Du/k] - (Eu/x) ie-K(j/w‘to) Tog E1 - ol - to/T)}g

- (EU/)\) e-l[j/w + T(] —a)/cgg_ log [] - ol - tO/T)]

¥ i‘] 01/ 14 - 1= a1 - to/m)] ">€
j= -

(ET/aqg)

1+ [1 - a1 - tO/T§]< fog [1 ;Am - to/T)}-1>$

+

c (TZ - t%)/qu + to (B - D)/qO + TD/qO -+ A/qO

+ F (ule-xlj/w . ]/qé) . (kulT/a)e'Al[j/w - T(a-1<ﬂ 31.5 - 1.5 ‘@ - (1 - to/T)

+

:;1 [(AIT/a)“/ni (n+2/3)] <1 = 1= a1 = tg/T)] ”*2/3>$

‘2/35 : (57)

y
~

(1.5 KT/aq}) §1 - [V - a1 - o)

ol A, B, C, D, E,'F et K sont respectivement donnés par (38), (39), (42 a-c),
(50) et (53).
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9. REMARQUES

Tous les calculs précédents considérent que P et N, composantes transversale
et radiale de la force F (Figure 1), sont constantes. Or, si la valeur de F est
théoriquement constante lorsqu'une seule dent est en contact, 1'angle de charge-
ment entre P et F est variable ce qui entraTne nécessairement une variation de
P et N pour une valeur fixe du couple transmis. L'approximation faite en général
par tous les auteurs est de considérer P = F cos o et N = F sin a (o &tant 1'angle
de pression) ce qui est exact en un seul point de 1'engrénement. Puisque 1'angle
de chargement varie 1é&gérement de part et d'autre de 1'angle de pression, cette

approximation donne des résultats trés acceptables.

Tel que nous 1'avons déja mentionné dans la section 7 de cet article, la
théorie présentée ne considére qu'une seule dent en prise. En réalité, au début
et @ la fin du chargement d'une dent particuligre, la charge ne sera que la moi-
tié de 1a charge thé&orique puisque deux dents seront alors en prise. Les résul-

tats tels que présentés ne tiennent donc pas compte de cet aspect particulier.

-17 -



ANNEXE 1

Calcul exact du bras de

levier L

Lorsque la force P se déplace le long du profil, la distance L (Figure 1)

varie en fonction du temps.

Pour une dent en développante de cercle dont 1'an-

gle de pression est o (Figure 6), 1'équation de la ligne de conduite (D) par

rapport au repére X0,Y est donné par
Y = (X - Ry) cotg a,

ol R, = rayon du cercle primitif.

En utilisant les formules de changement d'axes lors d'une rotation 6, on obtient

1'équation de (D) dans le repére X;0,Y;

X1 =Xcos 8- (X-Ry)) ksine {b)
et Yp=Xsine+ (X-Ry) kcoso,
oli k = cotg o . (c)
Le point M a pour ordonnée YlM = 0. En portant cette valeur Y1M dans (b), on
trouve

XlM = Ryk/(sin & + k cos 8) (d)
La valeur de L est donnée par

L =X,y -R (e)

ol R =

R2 - dédendum = R2 - de = Rz(] - d)

- 18 -



et d dépend de l1a denture considérée. En introduisant (d) et (f) dans (e), on

obtient

L =R, [k/(sin 8 +kcos o) -1+ d] (9)

La relation (6) définit ¢ comme Te rapport L/£&. L'expression de ¢ devient
donc

6 = (Ro/2) [k/(sin 8 + k cos 8) - 1+ d] (h)

Les valeurs extrémes de ¢ (donc de L) sont atteintes pour les valeurs extrémes
de o lorsque le point de contact est soit en E soit en E'. Le point E est situé
a 1'intersection de (D) et du cercle de téte de 1'engrenage II (Figure 7). L'é-

quation du cercle de téte est donné par

X=Ry, cos s et Y=Rpy,sing. (1)

Soit & la valeur de & au point E. Si 1'on porte (a) dans (i) en utilisant (c),

on trouve

R, sin & - RT2 kcosé+Ry k=20

T2

dont la solution est

o
i

- 0.5) .
arc sin {{- k +k u2+ (p2-1) kz} f /u (1 +k2)>, (3)
ol u= RT2 / Ry . (k)
La premigre limite d'engré&nement o, est donnée par (Figure 7)

81] =[] - |a (2)

- 19 -



ol a= ta / 2RT2 » ty étant 1'épaisseur de dent au cercle de téte. La valeur

A

) r ‘
de t, est donnée dans L4] , [SJ
ty=2Ry u §H/2N2 + inv a - inv [arc cos (cos a/u)}s (m)

{ y J

N, étant le nombre de dents de la roue II et o 1'angle de pression de la denture.

Suivant le méme raisonnement pour le point de contact E', on obtient

lea| = |e| + [b] (n)
ol e = arc sin(gk-k[n2+k2 (n2 - 1] O‘Sg/nu - k2)> (o)
et approximativement

b = arc sin (t, / 2k, cos a) , (p)
et n =R, /Ry, | : (a)

i3

oll RT3 et R; sont les rayons de té&te et primitif de 1a roue III.
La valeur de tb est donnée dans [4} s [5}

t, = 2Ry cos o [H/ZNZ + inv a] . (r)

Exemple: Soit les données suivantes

R2=R3=30cm

1

o 20 degrés

N, = N3 = 30 dents
Addendum = 2.5 Ry/N, = 2.5 cm

- 20 -



Les relations (&) et (n) donnent aprés calculs
6; = 9.02° et 8, =16.74°

Le tracé de la courbe réelle ¢£/R, = f (6 - 8;) obtenu a 1'aide de la relation
(h) permet de voir 1'approximation utilisée pour simplifier les calculs dans la
section 3 (Figure 8). Dans 1'expression de ¢£/R, (voir (h)), 1'on remarque que
seul d dépend de 1'engrenage considéré pour un angle de pression o donné. En
d'autres termes, pour un exemple différent de la courbe ci-dessus, la courbe de
la Figure 8 serait la méme mais déplacée par rapport & 1'axe ¢£/R,. Les limites

6; et 8, seraient alors en général différentes.
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ANNEXE 2

A2.1 Evaluation de 1'intégrale Ia

I =ft [u g ME-th) | 1/q0] log [1 - a1 - tl/T)] dt!
t

0

-
[

soit Il + 1o

- -1
ol 11=uft gr(t-th) 109[1 - a1 - tl/T)} dt!

et 1, = qu)/t log [1 - ol - tl/T)} dt! .
to

En intégrant I, par partie, on trouve

Iy = (/1) %109 [1 - a1 - t/T)] - omMt-to)
= C{,I3/T$
ol I, =/t g ttl/[]-oa1"tl/T)]€dtl
to

En faisant le changement de variable z! = [1 - a1l - tl/T)] , on obtient

I, = (T/a) e-A[t—!—T(]-u)/uf]/‘Z [(e)\Tzl/a)/zl} dzl

2y

- 22 -

log [1 - a(l - to/T)]



dans lequel des limites d'intégration sont z =1 - a1 - t/T) et
zg=1-a(l - ty/T). L'intégrale I3 est donnée dans [3} ; 1'on obtient

aprés dimple substitution

% | ( ~ - -

1, = (T/a) e M LEFT(1-e)/e] jmg V-l - /M7 -all - te/T)]>

+ 2 [or) il -wt - o] - [1 - a0 - 1] (h)
i'=1 -
L'intégrale I, est simplement évaluée en faisant le changement de variable

zl = [1 - afl - tl/T)]; on a alors

I, = (T/ocqo)/‘.Z Tog (z!) dz!
Zg
I, = (T/aqy) 3[1 - (1 - t/T)]< Tog [1 - a(1 - t/T)] -1

- [1 - a(l - to/T)] < log [1 - ol - to/T)] - 1)2 (1)

La valeur de I_ est donc donnée par (I; + I,), I, étant explicitée par (i) et

I, par (e), la valeur de I; dans (e) &tant donnée par (h).

A2.2 Evaluation de 1'intégrale Ib

1 =fT [u‘*(t‘tl) +1/35] 109 [1 - a1 - £1/7) | a2 (3)
to

En utilisant la procédure utilisée précédemment, i1 est facile de montrer que

I = I+ 1s (k)
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ot I, = -(u/A) Ze'*(t‘to) Tog (1= a(l = to/T)] + (a/T) I6£

(D
+
—
w
It

-(17aa0) {1+ [1 - al1 = to/m]Cloa [1 - 401 - to/m)] - 13|
et la valeur de Ig dans (£) est

I, = (T/a) e E#T(1-0)/0] g Tog [1 - a(l - to/T)]

+ }of [GT/a) /i i -[1-a00- to/T)}i>§

=]

A2.3 Evaluation de 1'intégrale IC

I =ft [ule““(t‘tl) - vay] [ - w1 - tl/T)]'l/3 dt!

to
SOit IC = I7 + 18
YR ! ~-1/3
o I, = ul/t ME) o em] T an
to
-1/3
et Iy = -(1/ q;)ft [1-at-tm] att.

ty

En faisant encore le changement de variable z! = [1 - a(l - tl/T)], on obtient

o= G N T [ LNT/Z (175 g
Zg

1
Mais MT/a)z ( J-1/3 gzl

YN
20

Iy =fz (z2/3 ; DS [(}\IT/a)zl]n/n!§ dz!
Zo n=1

- 24 -
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et en intégrant terme par terme, on obtient

g = 1.5 (22/3 - 2%+ 3 (027760 0k (0 + 273)] (™ - A5

n=1

m
o
o
3
ct
3

de t et t; respectivement, on obtient

I, = (u!T/a) e‘ll[’c‘T(“‘”/“];].s [1- a0 -tm]? s [1-a - tom "’

" Z [70)ml (v 2/3)] < [1 - w1 - M) L 1 e - to/T)]n+2/3>£.
(u)
Par simple intégration on obtient aussi

Iy = -(1.5T/sq}) 3[1 - (1 - t/T)]Z/3 - [1 - (1 - to/T)]mg . (v)

La valeur de I est donnée par la somme de I, et Ig respectivement donnés par

A2.4 Evaluation de 1'intégrale Id

Lol - -1/3
I, =fT [ule A(e-th) 'l/qé] (1 - a0l - tm] T gt
to

En utilisant la procédure utilisée dans la partie A2.3 il est facile de montrer que

Iy = (ulT/a) e M [E-T(a-1) /0] 31.5 - 151 - el - to/T)]z/3
" Z (00170l (n+ 2/3)] < 1= [1 - all = tom)]™2

- (1.5 T/ocqé)§ (1 - all - to/m)] /3§ (w)
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DEFORMATION RESIDUELLE W,

Fig. 5

- 27 -



Fig. s

COCROONNEES DU 4
SYSTEME . O'ENGRENEMENT 2

/

cercles

de tdte

- 28 -

I1I

PARTICULARITES GEOMETRIQUES .



f(8-8,) ..

i ;
- S S = nl- - “
N ;
/ﬁn “
. . i
- =3 w
e . | L
: ! @
W =L .
3 R TR ”
] e ee .
», . B
. [
A NP
..... IR _ D
i - g N i
: !
. - .
: [P
:
.
S -
!
x
m
-
- — e - _
H — . . _
i '
& + R [ - W] 2 B
Sl

courbe reelle

- 29 -

1 2.



REFERENCES
[1] HUNG, L.C. et BAZERGUI, A., "Contact de roulement sous traction
tangentielle; une solution numérique-expérimentale", Revue Fran-
caise de Mécanique, No 47-173, pp. 59-71.

n
[2] FLUGGE, N., Viscoelasticity, Blaisdell Publishing Co.

3] HoDGMAN, C.D., editor, Standard Mathematical Tables, C.R.C.,
10th edition.

[4] MABIE, H.H. and OCVIRK, F.W., Mechanisms and Dynamics of Machinery,
J. Wiley and Sons, 1957.

[5] HENRIOT, G., Traité théorique et pratique des engrenages, Dunod.

- 30 -






