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LISTE DES SYMBOLES

v Vi BCDEiité cinématique?

Re Nombre de FÏeynolds

Cp, Coef'<:i cieînfc de presîsion

C,.i Coef-ficient de trainée (drag)

C f Coefficient, de -fr-iction

S l " Cp,



l. INTRODUCTION

Nous présentons ici les résultats d'une étude visant la

simulcAtion numérique d'écoulements visqueux incompressiibles dans le
canal inter-aubeis d'une turbine hydraulique. Cette étude s'insère

dans le cadre beaucoup plus vaste d'un projet PRAI en collaboration
avec le?5 Ateliers et ' ingéni eri e Dominian et visant la simulation
complète de l'écoulement dans une turbine hydraulique. Dans cette

première étape, nous considérerons des écoulements laminaires,
bidimensionnels, stationnai re*» et instationnaires. De<5 algorithmes de
résolution utilisant la méthode des éléments finis sont présentés
ainsi que? des résultats numériques illustrant l'utilité de ces

méthodes dans l'industrie des turbomachines.

2. POSITION DU PROBLEME

L'étude de l'écoulement d'un -fluide visqueu;-; incompressible
nous amène à considérer l a(l es) solution(s) des équations de

Navier-Stokes. Rappelons que pour un domaine 0 de |R" <n = 2,3), de
frontière .1. ipchits-ienne f, ces équations s'écrivent (utilisant la
convention de sommation sur les indices répétés),

3u,
-L - -^ ^— (D^ (")) -•- (u'V) ".; + (VP). = f, , l<i<n, (2. l )3t Re 3x^ '•"ij*-^"'-' " v-^ -L'' "i ' '•~'t'-'i ^i ' " ~* ' "' '''""

8u. Su.

dans 0, où D^) = K^L: + ^) ,

V.u = 0 dans 0 (2.2)

u = g sur
~< w

n <2.3>

u (>;,(:» = u<!-;) dans n <2.4)
nw r^ ^^ n^

Dans le système d'équations précédent, p = p (x i ,;-;s,;-;3,t)
désigne la pression hydrostatique au point K = (>; i ,>!a.i>îs> et au temps
t et u = (L!). ,Uai,u.-s> est bien entendu le vecteur vitesse. Les

îoncCions u et g sont connues et donnent respectivement les
conditions initiales < à t = Û) et les conditions aux limites (sur P).
Finalement, Re désigne le nombre adimensionnel de Reynolds et est
défini par

Re = ^d <2.5)

où V et d sont respectivement une vitesse et une longueur de référence
et v est la viscosité cinématique.

Dans le cas qui nous intéresse, à savoir le canal
inter-aubes d'une turbine hydraulique, il est bien évident que



l'écoulement est fondament£ile>ment t.ridimensionnel (et turbulent). On

peut cependant obtenir des renseignements utiles (mais incomplets) par-
une simulation bidimensionnelle. On en vient alors à étudier les

écoulements dctns» des géométries similaires à celle de la figure l.

Un pr-o'fil de vitesseî yo est imposé à l'entrée du canal (l)
et la condition de non-glissemen-fc (y = 0) sur les parais solides (3)•
Les conditions de périodicité <2) signifient que l'on a en pratique
une cascade de canau;-; inter-aubes superposés» Les points où ces

conditions sont imposées ne font pas» véritablement partie de la
•frontière F". Fi nalemenfc, on impose des conditions de contraintes
nulles à la sortie du canal (4) à savoir

2 9u'n

-p +Ri-^n- (contrainte normale) (2.6)

3u«n 8u-T

+ —5— = 0, (contrainte tangentielle)
9T 3n

(2.7)

où n et T désignent respectivement les vecteurs unitaires normal et
tangent à la +rontière P. Nous verrons plus loin que (2.6) et (2.7)
sont des conditions au;-; limites naturelles associées à la méthode
d'élémentsî -finis utilisée. Nous référons le lecteur à L'A J pour plus
de détails.

3. METHODE DES ETLEMENTS FINIS

Nous nous proposons de résoudre le système d'équations
(2.1)-"(2n4) par la méthode des éléments finis. Nous considérerons
tout d'abord le cas d'écoulements stationnaires i.e. d'écoulement ne

variant pas dans le temps. La condition (2.4) devient alors super-flue
tandis que u et p ne dépendent plus que de ;•! et on a donc ôui/3t = 0.

Nous montrerons que le cas instationnaire se ramène à la résolution
d'un problème stationnaire à chaque pas de temps.

3.1 Ecoulements stationnaires

Dans le cas d'écoulements stationnaires,
Navier-Stokes se réduisent à

les équations de

é-5i- CDniCu)) + (U.V)U, + CVp), = f, , l <i <n
fx^ ' 13'~'' '~ 'l. " * ' l ~1

V.u a 0

(3. l)

(3.2)

Multipliant l'équation (3.1) par v € V et l'équation (3.2) par q <= Q
et intégrant (3.1) par parties, on obtient la formulation faible
sui ventes

e- î-V"), D^M) . ccu.viu , y) . (P,V.v) = Cf,y) Vy G v, <3"3>



n

l u = y

S frontière périodique.

3 u = 0 .

4. contraintes nulles (1.4)
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(q,V.u) = 0 Vq € Q . (3.4)

Les eïspaces V et". G! doivent être judicieusement choisi de sorte que
(3.3)-(3.4) soit équivalent à (3.1>-(3.2) tout au moins au sens des
distributions. En général, 0. sera l'espace des fonctions de carré
sommable et V un sous-espace des foncrtions de carré sommable et dont

les dérivées sont de carré sommable» Plus précisément, on a

Q = Ls<n) = -tv l | vs dX < 003.,
n

Ht(ft) = -tvlv (= L'-3<0), (W) € (L3(0))", vL = Oî
0 ~

v " (H:t<n»".
0

Les parenthèses ( , ) désigne le produit scalaire de L3i(Q).

(3...5)

(3.6)

(3.7)

Pour discrétiser la formulation faible (3.3)-(3.4), on
parti tienne en premier lieu le domaine 0 en sous-domaines appelés
éléments. On construit alors des espaces de dimension finie V^ et Qi

appro;-îimant V et Q. On appro;-;ime alors la vitesse et l a pression par

N
u.l. = ;?1 a4 <<!?^ (x)^h i=l "i ^i'-'~-

M
= ^S, p; ip; (x)'h i=l ri ri*-'~-

(3.8)

(3.9)

où N et M désignent le nombre de noeuds d'interpolation en vitesse
.3.N_, etet en ..pression respectivement. Les fonctions <<pi. <;•; ) 3'^_.

•£\|/i (>; > 3-^^ -forment des bases respectives de V^ et Q'h et'sbnt des
•f:oncfio1")s polynomiales par morceaux. Le problème discret consiste

alors à trouver u^ et p^, tels que

à ^Vuh)' Wh" + «uh'v)uh'Yh) - CPhï!-Yh) = ^^) ^hevh'<3-lo>

(^ w ' ° ^ e Q. C3.11)

que l'on peut réécrire sous forme matricielle

K u, + N(L^) u,. + C P^

CT u,_ = 0

(3.12)

(3,13)

On remarque immédiatement que le système d'équations (3.12)-<3.13) est

non-linéaire ce qui demandera un traitement particulier. De plus, la
contrainte (3.13) (ou 3.11) n'est plus équivalente à v.u^ = 0. En

conséquence», la conservation de la masse ne sera imposée que" dans un
sens plus faible (voir C1J). Il est de plus maintenant bien connu que

l'on ne peut pas choisir indépendamment les espaces V,, et Q,!?h- En



eî-ffet, pour que le problème (3.12)-<3.13) sait bien posé, ces espaces
doivent satisfaire une condition théorique mieu;-; connue sous le nom de
condition de E<abuska-Brez:.:i (cf. C 4 'J ). On doit donc être très

prudent en ce qui a traifc au choi>; de l'élément utilisé. E::n deu>;
dimensionsî, l'un des meilleurs chai;-; possibles est l'élément Q^9'> - Pi
(voir figuro 2). La vitesse est biquadr-atique sur chaque élâment et

continue d'un élément à l'autre tandis que la pression est linéaire et
discontinue. On obtient ainsi 18 degrés de liberté en vitesse et 3 en

pression sur chaque élément.

Ei.SLy-Cj3-. L'elément Q<9.>

2

Afin de réduire autant que possible le temps» de calcul et
l'espace-mémoire nécessaires à la résolution, nous avons mis au point
un algorithme permettant d'éliminer le noeud interne en vitesse et les

deu;-; composantes du gradient de pression. Cela est possible en
utilisant la contrainte (3.11) et nous référons à L 3 3 pour les

détails techniques. Nous avons donc, au point de vue calculatoire, 16
degrés de liberté en vitesse et l en pression sur chaque élément tout
en conservant toute la précision de l'élément Q *'9 * - F'i (qui est un
élément d'ordre 2).

Finalement, la non-1inéarité de l'équation (3.10) requérant
un traitement spécial, une généralisation de l'algorithme d'Usawa

, valide pour les équations de Stokes, a été développé et
utilisé avec succès pour les équations de Navier-Stokes (voir C23).
Cette nouvelle méthode résulte en l'algorithme suivants

Posant

R(u ,p ) =
*w

an résout successivement

- ^ Au + (u-V)u + Vp - f,
»" -" ^ -S'" 'V

(3.14)

EtapEî Os
Etage l a

^>, p«

n

donnés arbitrairement

ï 0, <u", p" étant connus)

l»Kn/n,-,.>«n ^f-n^^n ^^n^n.
-;,-5^ Aôu" + (u"-V) ou" + (6u"«V)u" + rV(V-ôu")

*W-w"- -^ -s/ <Nwr »V-w's*

= R(u",pn) + rV(V-u")

<3.15)

Etape_25 u"-t = u" - ôur*

" pn.+.l. S pr> ~ y V.U"'1"1



la condition
la résolution de
d'une nouvel le

aisément cette
pour laquelle la

L ' algori •1-hme pr-tècédent est sr>imi l ai re à la méthode? classique de

Newton-Raphson, à la di4:férenc:e près qu'un terme de pénalisation est
ajouté dans (3,15) pour tenir compte de
d ' incompr-essibi l ifcé . On remarque également que
(3.15) requiert l'assemblâge et la •factar.iisation

matrice à chaque itération. On peut contaurner
dif fi culte en utilisant une méthode dite quasi-Mewton

matrice est f:l;-;ée une fois pour toutes. II suffit pour cela de
remplacer- y*"' par y0 dans le membre de gauche de (3.15). On ob-tient

ainsi un algorithme beaucoup plu*5 économique.

3.2 Ecaulements instationnaires

L'utilisation concrète de l'algorithme (3.15) doit être

associé à un processus de montée en nombre de Reynolds» Typiquement,
l'ut.i. l isateur commencera à Re = l et £tugmente?ra graduel l ement
jusqu'au nombre désiré. 1.1. y a cependant une limite supérieure au>;
nombres de Reynolds que l'on peut atfceîindre au--delâ duquel on perd la
convergence de l'algorithme. Il peut y avoir plusieurs» causess à ce
phénomène, notamment des raisons purement numériques, L'et-ipérience a
cependant démontré que cette perte de convergence était causée par le

développement d'un écoulement instationnaire i.e. variant avec le

temps» Pour en tenir compte, on doit retourner au;-; équations de
Navier-Stokes complètes <2.1)-(2.4) e-t discrétiser le terme ôuî/ôt.

Il Oî-iiste de nombreuses façons de traiter numériquement les
écoulements instationnaires. Nous référons par e?-;emple à (3RESHO

et al. C 7 3 pour les schémas e>;pl icites. Nous avons pour notre part
opté pour un schéma implicite qui o-ffre une plus grande précision et

beaucoup moins de problèmes de stabilité.

Le schéma implicite le plus populaire est sans doute le

schéma d'Euler résultant en algorithme

.n+1 n
u" --u'

'At~
l A_,n+l . / n+1 n^-n+1 . /n_^n+l- -^ Au"" + (u"".V)u"" + (Vp)"" = f

n< -N, ~ ~ ~- ~

V.Ll"-^1 = 0

(.3. 16)

On voifc donc que connaissant la solution au pas de temps précédent

yrt, on doit donc résoudre à chaque nouveau pas de temps un problème
similaire au cas stationnai re auquel on ajoute un terme. Quoique
(3«16) donne d'assez bon résultats, on remarque qu'il n'est que
d'ordre l en temps. On peut se demander s'il ne serait pas possible

d'obtenir un schéma d'ordre 2 sans pour cela augmenter indûment le
coût. Nous avons donc considéré un schéma d'ordre 2 dit de Gear ,

pour lequel il suffit de remplacer le premier terme de (3.lu) par

3/2un+1
2u

n
l/2u

n-1
(3.17)

Le prix
quiur

à payer pour
nécessite un

utiliser
plus

^r
(3. 17)
grand

est le stokage de la solution

espace-mémoire. Ce coût



supplémentaire est à notre avis largement compensé par un gain en
précision et la possibilité d'utiliser un pas de temps At plus

grand. Nous avons en effet testé les schémas (3.16) et <3«17) dans un

cas où la solution des équations de Navier-Stokes instationnaires est
connue. On peut en effet montrer que

u = s l n K e: os y e'

-s l n Y cas >i e" (3.18)
p = .25 (cas 2;-; •+• cas 2y) e- •/+t

est une solution e;.!ac1:e des équations de Navier-Stokes. Nous avons
ensuite considéré le? domaine? 0 = t:0,r(3;:'; et nous avons calculé
l'erreur ly"-1"1 - y e;-!ac-fc l pour différents pas de temps. Les résultats

sont donnés à la figure 3. On remarque immédiatement que pour At
donné, l'erreur est beaucoup plus petite avec le schéma de Gear. Ce
n'est bien sûr pas étonnant car ce dernier a un ordre de précision de
plus. Nous pouvons cepBndant conclure qu'étant donné le faible coût
supplémentaire,, le schéma de Gear est très avantageu;-; •

|u^-u__J 0.2
n exact

l !*1 tllll II

Figure 3

Re,marSy-!a!! îï e5t à no'ter qu'il n'est pas nécessaire de refactoriser
une nouvelle matrice à chaque pas de temps pour utiliser l'algorithme

(3.17). On peut en effet ne factoriser une nouvelle matrice que

lorsque, par exemple, le nombre d'itérations nécessaire à la
convergence de la méthode quasi-Newton devient trop grand. On
économisseî ainsi be?aucoup de temps de calcul. De plus, une méthode de
mise-à-jour de type E<royden est envisagée dans le but de diminuer
encoris le temps de calcul.



Une tentative a été effectuée; dans le but d'améliorer ce

schéma. En effet, à chaque pas de temps, on doit résoudre un problème
non~linéaire par une méthodE? quasi Ne'wton-Rctphson. Au temps tn+i , la
meilleuro appro;-;imation disponible de ur>"":l est bien sûr u". L'idée

est alors d'utiliser une méthode de Prédiction-Correction pour

améliorer cet estimé initial. Nous avons testé entre autres le schéma
suivant;

?.cÉ^..?_^_?.y e'..s i- e a P ~ ^1"' D 9 £?>!pl i. e i t e

n+1 __n-l

^ -. ,L^ — - ^Aun + (un.V)u + Vpn = f
2At -~ '- -----

Car r e-c. t eur ; Gear" e>; p l i cite

L.'e?;-; péri once fut cependant un échec car lorsqu'on utilise
u"-'1 comme estimé initial dans le schéma de? Gear, on ralentit la
convergence" Cela est du au fait que u""*"1 ne satisfait. pas la

condition d'incompressibilite (3.11). En conséquence, les premières
i ter citions du schéma correcteur sont utilisées pour rendre la solution
initiale à divergence nulle. Le schéma prédie tour-correcteur a donc
été abandonné.

4. RESULTATS NUMERIQUES

4 • l ^.COMl.^.fîÊJlî:-^.-._P..^.r..f.?..?-Q.!?.D.^5.

L'utilisation du logiciel d'éléments finis développé dans le
cadre* àf3 cette étude, se diviEie en quatre étapes principales;

l) Obtention ou création d'un prof il d'aubes»

2) Création d'un mai 11 âge.
3) Résolution numérique par éléments finis»

4) Analyse des résultats.

Les différents profils d'aubes considérés, nous ont été

-fournis par les Ateliers d'Ingénierie Dominion» Une fois les
coordonnées d'un profil disponibles, on procède A la création d'un

maillage en vue de la résolution par éléments finis. On obtient

typiquemont des maillages comme celui de la figure 4. Nous référons à
L"53 pour les détails concernant la technique de création du mai 11 âge.

Les coordonnées du mai 11 âge sont alors passées au programme
d'éléments finis qui résout les équations de Navier-Stokes et qui

donne comme résultats le champ des vitesses et la pression. Ces
résultats sont ensuite passés au post-processeur- qui les analyse et
les traduit sous forme de champ de vitesses, isobares, isovorticité,
perte de pression totale, etc. L'utilisateur peut alors, s'il le
désire, faire des comparaisons entre différents profils d'aubes et

s'en inspirer pour prendre des décisions. Les figures 5 à à donnent
des exemples d'affichage du post-processeur. On remarquera à la



dt'"oite du gr-aphique les paramétrées fondamBntai.»; tels que nombre de
Reyno'.l.ds, taille du maillageï, caractéri sstiques du pro-fil etc. Un

obtient ainsi un tableau assez complet de<3 propriétéss d'un profil

donné (que l'on peïut voir dans le cadre ss.upérieur du graphique)-

Nous ne prétendons pas bien sûr être en mesure de simuler
parfaitement l'éc--oul6;ment dans» une turbine hydr-aul ique. Nous
travaillons présentement à l'élaboration d'un logiciel tridimensionnel

et; fcurbulent qui sera certainement plus près d'un véritable
écoulement. Nous espérons» par la «suite nous approcher davantage des
résultats e?;-; péri ment au;-;, ce? qui est présentement difficile puisque le

programmo actuel ne permet de simuler que des écoulements à bas
nombres de Reynolds.
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