
Titre:
Title:

Solution numérique des équations compressibles de Navier-Stokes

Auteurs:
Authors:

David Elkaim, Mohamad Agouzoul, & Ricardo Camarero 

Date: 1988

Type: Rapport / Report

Référence:
Citation:

Elkaim, D., Agouzoul, M., & Camarero, R. (1988). Solution numérique des 
équations compressibles de Navier-Stokes. (Technical Report n° EPM-RT-88-32). 
https://publications.polymtl.ca/10018/

Document en libre accès dans PolyPublie
Open Access document in PolyPublie

URL de PolyPublie:
PolyPublie URL:

https://publications.polymtl.ca/10018/

Version: Version officielle de l'éditeur / Published version 

Conditions d’utilisation:
Terms of Use: Tous droits réservés / All rights reserved 

Document publié chez l’éditeur officiel
Document issued by the official publisher

Institution: École Polytechnique de Montréal

Numéro de rapport:
Report number:

EPM-RT-88-32

URL officiel:
Official URL:

Mention légale:
Legal notice:

Ce fichier a été téléchargé à partir de PolyPublie, le dépôt institutionnel de Polytechnique Montréal
This file has been downloaded from PolyPublie, the institutional repository of Polytechnique Montréal

https://publications.polymtl.ca

https://publications.polymtl.ca/
https://publications.polymtl.ca/10018/
https://publications.polymtl.ca/10018/


2 4 OCT, ms

EPM/RT-88/32

SOLUTION NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS
COMPRESSIBLES DE NAVIER-STOKES

-» •-

^

/

<: J

David Elkaim, étudiant au Ph.D.
Mohamed Agouzoul, étudiant au Ph.D.

Ricardo Camarero, professeur titulaire

Département de mathématiques appliquées

École Polytechnique de Montréal
septembre 1988



Ce document a pu être publié grâce à une subvention du Gaz Métropolitain.

Tous droits réservés. On ne peut reproduire ni diffuser aucune partie du
présent ouvrage, sous quelque forme que ce soit, sans avoir obtenu au

préalable l'autorisation écrite de l'auteur.

Dépôt légal, 3e trimestre 1988
Bibliothèque nationale du Québec

Bibliothèque nationale du Canada

Pour ce procurer une copie de ce document, s'adresser aux:

Editions de l'Ecole Polytechnique de Montréal

Ecole Polytechnique de Montréal
Case postale 6079, Succursale "A"
Montréal (Québec) H3C 3A7
(514) 340-4000

Compter 0,10$ par page (arrondir au dollar le plus près) et ajouter 3,00$
(Canada) pour la couverture, les frais de poste et la manutention. . Régler
en dollars canadiens par chèque ou mandat-poste au nom de l'Ecole

Polytechnique de Montréal. Nous n'honorerons que les commandes accompa-

gnées d'un paiement, sauf s'il y a eu entente préalable, dans le cas

d'établissements d'enseignement, de société ou d'organismes canadiens.



-t l l -

SOMMAIRE

On présente dans ce rapport un schéma numérique pour la résolution des

équations de Navier-Stokes pour un fluide compressible s'écoulant en régime

laminai re.

La méthode proposée est explicite et d'ordre deux dans le temps. Elle est

basée sur la technique des volumes finis et toutes les variables sont calculées

au même point. La méthode est appliquée à deux cas tests:

1. Ecoulement supersonique dans une tuyère.

2. Ecoulement subsonique dans un canal avec expansion.

La comparaison des résultats obtenus avec les résultats expérimentaux est

très sat isfaisante.
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ABSTRACT

In this work we présent a numerical scheme for the compressible

Navier-Stokes équations. The method is explicit and second order accurate in

time. 11 is based on the fini te contrat volume technique and al l the variables

are calculated at the same computational point.

The method is applied for two test cases:

1) Supersonic nozzle flow.

2) Flow in a canal with sudden expansion

Comparison between expérimental and présent numerical results is very good.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

L'intérêt croissant pour les chambres de combustion aux performances plus

élevées, dans les brûleurs à gaz par exemple, conduit au besoin de développer

des méthodes et des techniques fiables pour analyser et concevoir de tels

systèmes. L'étude de ces chambres de combustion nécessite une description

détaillée de t'écoulement à l'intérieur du brûleur ainsi que des effets de la

turbulence et des réactions chimiques. Dans ce travail on se limite à la

simulation de l'écoulement laminaire d'un fluide compressible sans réaction

chimique.

Les équations de Navier-Stokes permettent de décrire l'écoulement d'un

tel fluide. La résolution de ces équations nécessite l'utilisation de méthodes

numériques à cause de leur complexité: système d'équations, non linéaires, aux

dér ivées part ielles.

Les solutions analytiques ne sont possibles que pour des écoulements

simples. Une des techniques utilisées pour la résolution numérique de ces

équations est celle des volumes finis [Patankar, 1980]. La plupart des

méthodes, basées sur la technique des volumes finis, utilisent lemaillage

décalé, introduit par Harlow et Welch (1965), et ce afin d'éviter le problème

des osciliât ions ("checkerboard") [Patankar, 1980]. Dans ce cas, les variables

(pression, vitesse) ne sont pas calculées au même endroit et l'application des

conditions aux frontières est difficile ca-r certaines variables ne sont pas

localisées à l'endroit où les conditions aux frontières doivent être

appliquées. L'un des avantages de la technique des volumes finis, est qu'elle

a un sens physique puisque la discretisation des équations par une telle

technique résulte d'un bilan de flux entrant et sortant du volume. Dans le

travail présent toutes les propriétés sont calculées au même endroit grâce à un

nouveau schéma numérique basé sur celui de Ni (1981). La méthode est explicite

et d'ordre deux dans le temps.
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Outre cette nouvelle méthode on présente également un traitement

particulier de la discretisation du domaine. Ceci est fait grâce à une méthode

de zonage [Reggio et al., 1988] qui consiste à diviser préalablement le

domaine en zones (une zone étant un quadrilatère) et de générer à l'inter leur

de chaque zone un maillage. Ainsi on traite plus facilement les irrégularités

géométriques d'un domaine donné. Notons toutefois que la résolution numérique

reste point par point.

En résumé dans ce rapport on présente une solution numérique des équations

de N-S pour le cas d'un fluide compressible s'écoulant en régime laminaire. La

méthode utilisée est dérivée du schéma de Ni (1981) qui est de second ordre

dans le temps.

La discretisation des équations dans l'espace est basée sur la technique

des volumes finis. Le code, basé sur le schéma développé, permet de résoudre

l'écoulement laminaire d'un fluide compressible dans des géométries

bi-dimensionnelles quelconques. L'objectif final étant d'élargir ce code pour

les écoulements axisymétriques turbulents avec réactions chimiques.
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CHAPITRE 2

LES EQUATIONS DE BASE

Dans ce chapitre on présente les équations de conservation décrivant

l'écoulement bi-dimensionnel d'un fluide compressible obéissant à la loi de

Stokes. Ce sont les équations de Navier-Stokes (N-S).

2.1 Les éauat ions

Sous forme vectorielle, ces équations peuvent se mettre sous la forme:

OU ÔF ÔG
+ — + — = o

ôt ôx ôy

U, F et G sont des vecteurs donnés par:

(2-1)

u =

p

pu

pv

F =

G =

pu

pu2 + p . a^

/5UV - ^y

(Et +p) u - ua^

pv

puv - a^

PV2 + P - <7yy

(Et + p) v - u^y

- v<Txy + q.

(2-2)

- vyxy + qy

Et est l'énergie totale par unité de volume, elle est donnée par:

1
Et = p (e + - (u2 + v2))

2
e: énergie interne par unité de volume

e = CyT

(2.3)

(2-4)
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les contraintes de cisaillement et les flux q,, et qy sont:

2 ou ôv 2 <9v ou ou ôv
(TXX = -^(2—- —); ffyy =-/i (2—. —); a^y = ^ (—+ —) (2-5)

3 ôx 3y " 3 3y ôx "' ôy ôx

ÔT ôT
q^ = - k — ; qy = - k — (2-6)

ôx ' ôy

Afin de fermer le système d'équations (2-1) on utilise l'équation d'état du

fluide. Pour un gaz parfait l'équation d'état est:

p = pRT (2-7)

L'enthalpie est reliée à la température par h = CpT et les chaleurs

spécifiques et la constante R sont liées par les relations:

Co R -ïR
7=—;c^=—;Cp=— (2.8)

cy ' -y-1 ' -y-1

A l'aide des équations (2-3), (2-4), (2-7) et (2-8) l'énergie peut

s'exprimer de plusieurs façons, soit:

RT 1 _ , P 1
Et = p { — + - (u2 + v2 ) ) ou Et = (— + - p(uz + v2)) (2.9)

-y-1 2 " ' -y-1 2

La pression et la température s'expriment en fonction de l'énergie comme

su! t :
1 , -7-1 E,; V2

p = (7 - 1) (Et - - pV2) ; T = — (— - —) (2-10)
2 R p 2

avec V2 = u2 + v2

* Adimensionalisation des équations

Il est souvent pratique d'écrire les équations de N-S sous forme

adimensionnelle. Ainsi on fait apparaître des paramètres caractéristiques tels

le nombre de Mach, le nombre de Reynolds, le nombre de Prandtl, etc..., qui

peuvent être variés indépendemment. On ut Mise ici l 'adiment ional isat ion

suivante:
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On définit des variables adimensionnelles (désignées par *) selon:

p" = pl p^ , p' = p/^po , T' = T/TQ

E; = E,/p^ , u* = u/a^ , x* = x/L , t* = t/(L/aJ

(L: longueur caractéristique, py = pg /RT^, a;, =

les propriétés de stagnation à l'entrée)

L'équation (2 - 1) devient alors sous forme adimentionnelle:

-yRTo et po, To, Pc

avec

u* =
P*u*

* *
p-v-

Et*

9U* ôF* BG*
+ —. + —. = 0

81 <9x* ôy*
(2.11)

E* =

* *
p~u-

P*"*2 ^ P* - ^*xx

* * <
p u v - a xy

.* . * > * * *
t. + p )u - u a XX

.* f
v a xy

+ q'

(2-12)

F* =

P*v*

* * * <
p u v - o- xy

p v '- + p - ff
yy

(E\ + p* * *
U 0 xy

* *
V 0-

yy
+ q"

Les contraintes de cisaillement et les flux de chaleur devenant:

ou* 3v*

XX (2 —+
3Re 9x' 3y'

2 ôv* ou* 1 au* ôv*

) ; a y y = ~~~ (2 —^- —-^-) ; 0- x y = —~ (—-*+ —-T)
3Re ' ôy* 9x*' "' Re 'ôy* ôx*



page 6

1 ÔT* 1 ôT*
q\ = - (-y - 1) — —T ; q*y = -(-T - D ;— —7 (2-14)

RePr ôx* ' ' ' RePr ôy*

^ >'1 „ cp/i
avec Rg = (—) ; P, =

PoaoL k

alors que l'équation d'état est:

/T*
p = — (2-15)

le reste des équations liant l'énergie aux autres variables donnent:

T* V*2 p* 1

Et* = T ( — + —) ; E/ = (-— + - /V*2) (2-16)
T (-Ï - 1) 2 • 7-12

1 , V*2 , E/ V*2
P* = (-Ï - 1) (E/ - - / - ) ; T* = -y (7 - 1) ( — - ——) (2-17)

2 ' 2 ' ' " ' ' P* 2

2.2 Les condi t ions aux f r entières

Toutes les configurations possibles d'un écoulement sont obtenues à partir

de la résolution d'un même système d'équations (N-S). Ce qui diffère une

solution d'une autre, en dehors des paramètres tels le nombre de Reynolds ou

autre, sont les conditions de frontière. Il est donc clair que ces conditions

de frontière jouent un rôle important.

Il y a trois types de frontières l'entrée, la sortie et les parois

solides.

* Paroi sol ide

Sur les parois solides on applique la condition d'adhérence (non

glissement). Ainsi les composantes de la vitesse sont nulles.

* Pour la température deux cas se présentent:

parois isothermes: la température à la paroi est connue.

le flux de chaleur est spécifié: si ce flux est égal à zéro alors on a

des parois adiabatiques dans ce cas: k ôT/9rt=0 (rî: normale à la

paroi).
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* Pour la pression on utilise une approximation de la forme 9P/ôrt|y=0. Cette

évaluation n'est pas tout à fait semblable à l'hypothèse de la couche limite

puisqu'elle n'est appliquée que dans le voisinage immédiat de la paroi et

non pas à travers toutes la couche. Cette approximation est cependant

simple et permet de converger vers une solution stable [Roache, 1972].

* Entrée

Le nombre de variables à spécifier à l'entrée dépend du nombre de

caractéristiques entrant dans la section [Drummond, 1984].

Deux cas se présentent alors:

* Ecoulement subsonique à l'entrée: dans ce cas pour un écoulement

bi-dimensionnel ou doit spécifier trois variables. Les autres étant

déduites de l'inter leur du domaine.

* Ecoulement supersonique à l'entrée: dans ce cas toutes les variables

doivent être a priori connues.

Dans le cas d'une vitesse subsonique à l'entrée, il y a assez de liberté

quant au choix des trois variables à spécifier. Par exemple ou peut spécifier

les deux composantes de la vitesse (2-D) et la pression ou les composantes de

la vitesse et la température. Pour une discussion sur ces alternatives ainsi

que d'autres voir, Rudy et al. (1981).

Les conditions aux frontières utilisées dans ce travail sont présentées au

chapi tre 4.

* Sortie

D'une manière similaire à l'entrée, le nombre de variables que l'on peut

spécifier dépend du nombre de caractéristiques.

Deux cas se présentent alors:

* Vitesse subsonique à la sortie: dans ce cas pour un écoulement

bi-dimensionnel on peut spécifier une valeur. Toutes les autres sont

extrapolées de l'intérieur du domaine. Le plus souvent on fixe la pression
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statique à la sortie car c'est une valeur que l'on peut contrôler

expé r i men t a lemen t.

Vitesse supersonique à la sortie: dans ce cas aucune variable n'est

spécifiée. Une extrapolation des variables de l'intérieur vers la sortie

est suffisante.



CHAPITRE 3

RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS

Dans ce chapitre on développe la discretisation des équations. La méthode

utilisée est basée sur la technique des volumes finis.

A la première partie on présente la technique du zonage pour la

discretisation du domaine, à la deuxième la discretisation des équations et

enfin la technique de résolution.

3.1 Discretisation du domaine

Le domaine de calcul est divisé dans le cas bi-dimensionnel en

quadrilatères comme illustré dans la figure 3.1.a. Chaque quadrilatère est

appelé zone. Dans chaque zone un maillage est généré par des techniques de

transformation conforme, technique de Thompson, interpolation transfinie ou

autres. Le maillage entre chaque zone est continu (figure 3.1.b). Cette

technique permet de traiter facilement les irrégularités géométriques d'un

domaine de même qu'elle nous permet de faire notre calcul numérique à

l'intérieur d'un quadrilatère.

Dans le présent travail tout le processus qui consiste à diviser te domaine

(zonage et mai llage) est généré indépendement du solveur des équations [Reggio

et al. 1988].

3.2 Discretisation des équations

La grille de calcul et les notations utilisées sont présentées à la figure

3.2. Le point de calcul (point 1) est entouré par quatre mailles A, B, C, D

ayant chacune un volume v^, Vg, Vç et Vp. Chaque maille est délimitée par

quatre points (maille A: 7-8-1-6, maille B: 8-9-2-1, etc...) et les points A,

B, C, D représentent les centres géométriques de chaque maille. Les équations

sont discrétisées par la technique des volumes de contrôle (finis) en adoptant

le schéma explicite décrit par Ni (1981) comme suit:
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~v^ù\.\\\\\\\ \\\\^ù^

^

£hfc^°-&

^----ffl-.

/^ ^///^77777777777/?77/77//////////,77777/7/////////////////
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ine en zones

\-^.s

3'to»

Jm.:n ^-

Sg^rEEEFHT'Sc::

- • '~T î~i ':_

Ï^CI

(b) Wail'ase
de chaque zone

^, Discrétisation
FLaULê-2—-

d'un domaine
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>0/" ^ 6 o'a- C-o\C(^[

Figure 3.2: Disposition des points pour la discretisation des équations
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Réécrivons l'équations (2-1) de la manière suivante:

au ÔF ÔQ

ôt 9x ôy
(3-1)

Soit 5U, le changement de U, entre l'étape de temps n et l'étape n + 1 au

point i, soi t :

su, = u,n+1 - u," (3-2)

Développons 5U, en série de Taylor (2° ordre), on obtient:

9U,
SU, = {'— ) At

at

ô2U, At2

9t2 2
(3-3)

La première partie du membre de droite de l'équation (3-3) est ta variation

de premier ordre de U, et la deuxième partie la variation de deuxième ordre de

U,, ou encore:

(3-4)

(3-5)

(3-6)

5U,

su}

6U]

= su} +

OU
At

ôt

a2u

5U?

At2

ôt2

Aux deux paragraphes suivants on développe le calcul de ces deux termes.

3.2.1 Calcul de la variation de premier ordre

On intègre (3-5) sur le volume délimité par les points 7-9-3-5-7 et

désigné à partir de maintenant comme le grand volume V,,.

OU
SU] dV = At l — dV

Vg Ôt
(3-7)
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en considérant SU] comme une valeur moyenne dans Vg (ou S[}\ comme une valeur

moyenne dans v etc...), (3-7) devient avec l'aide de (3-1):

5F 9G
SU} V^ = At | -(—+—) dV

V,, <9x ôy
(3-8)

ou encore:

SU} Vg = At
ÔF 9Q

-(— + —)dV +
VA ax ôy

3F ôG
-(— + —)dV +

VB ax 5y

8F 9G f ôF 3G
-(—+—)dV+| -(—+—)dV

Vç; ôx ôy )VD 9x ôy

= At { SU\ VA + 5Uâ VB + 5U(l Vc + 5Uâ VD }

on a églament :

(3-9)

9F 3G
- ( —+—) dV =

3x <9y
- divv^dV = ^.Tî d?

Se
(3-10)

avec ^ =
pi

Qi
i = 1, 2, 3, 4,

(p, pu, pv, EJ
F et G sont des vecteurs

rt : normale à la surface

Sç : surface

Or en considérant une variation linéaire de F et G entre 2 points et en

intégrant sur la surface cernée par les points 1-2-3-4:

w.

s = 1,2,3,4

FZ

F3

FA

+

2

+

2

+

2

+

FZ

F3

F4

FI

(Y2

(Y3

(Y3

(Y4

- Yt

- YZ

Y4

- Y1

)

)

)

)

GI

GZ
+ —•

Û3
+

G4

+

2

+

2

+

2

+

G,

Û3

G4

G1

(X2

(X2

(^3

(Xi

- xi)

- Xs)

- X4)

- xj (3-11)
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F, ou G, étant calculées de (2-2) au point i. Finalement à l'aide de (3-9)

la variation d'ordre un de U au point 1 est donnée par:

SU} = (SU\.v^ + RJâ.Vg + 6\J^ vc + 5U^.Vo)/Vg (3-12)

où SU\, 6[j^, SU^ et 6[)^ sont les variations de premier ordre dans les

mailles A, B, C, D et par exemple:

(?U^Vc = - At
FI + FZ GI + GZ

(Y2 + Y1 ) - —:—^(X2 - xt)

FZ

F,

FA

+

2

+

2

+

F3

F4

FI

(Y3 + Y2) +
G, + G-,

(Y3 + Y4Î +
G, + G/

(Y4 + Yt ) -
Gz + G

(Xz - X,)

(Xs - Xj

(Xi - Xj
2 2

le reste ( SU\, 5U^, SU^) étant calculé similairement.

3.2.2 Calcul de la variation de second ordre

Reprenons l'équation (3 - 6)

At2 ô2U At2 9 9U
SUî = — — = — — (—)

at
d'après (3-1), (3-14) devient:

At2 Q 3F ôG
5U2 = - — —[—+—]

2 5t ôx ôy

At2 3 9F ô 3G
t— (—) + — (—) ]

2 ôx ôt ôy ôt

At2 ô ôF OU 9 QQ OU
t— (— • —) + — (— • —) ]

2 ~8x ôU at <9y OU 5t

2 ôt at

(3-13)

(3-14)
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At 9 au ÔF a au ac
[— (At . — . —) + — (At . — . —)

2 ~ôx ôt BU ôy . 3t. BU
L J

1 1
su 5U

on a donc:

At
SUï = - —

Q 3F 8G
— (— . 6U} + — ( —SU})
8x au ôy au

(3-15)

Posons:
ÔF . 9G

AF = (—) 5UÎ et ^3 = (—) 5U|
au ' 'au

3F <9G
et — étant les matrices jacobiennes.

3U au

L'équation (3-15) devient alors:

At aAF 9£G
s^ = — [ _ + -—]

2 ôx <9y

(3-16)

(3-17)

Comme précédemment on intègre (3-17) sur le volume délimité par les points

A-B-C-D et désigné comme le petit volume Vp (S[)2 étant une valeur moyenne

dans Vp et AF et £û varient linéairement entre deux points) on obtient pour la

variation de deuxième ordre au point 1:

SU2 Vp = .
At ^FA + ^B

(YB - VA) -
^ + ^GB

;XB - x^)

AFg + AFc
(Yc - Ye) -

A3g + ZÛc
(XB - Xc)

AFc +^FD

£F, +AF^

(Yc - Yo) -

(YD - VA) -

^c

^D

+

2

+

^

^ÛA

(XG - Xp)

(XA - XD) (3-18)
2 - g

XA ' XB ' XC ' XD • VA' YB• YC' YD sont les coordonnées du centre des mailles A, B,
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X7 +Xg + X, + X6 Y7 + Ys + Yl + Y6
C, D (XA = -———- , VA = -———-etc...).

44

Il ne reste plus maintenant qu'à calculer les expressions de AF et A3.

D'après (2-2)

S(P)

1
S[J =

i

S{pu)

S{p^)

S (Et)

1

(3.19)

Après avoir calculé la matrice jacobienne de F et G et avec l'aide de (3-19),
AF et ££a sont égals à:

6(pu)^

up5u1 +U(?(pu)1 +<^p'1 -<?o' xx

up5v'[ +v5(pu)1 +<îo-1xy

Et^u1 +u<5Et1 +u5p1 +p5u1 -uSa\^-a^^Su'[ -\/Sa-\y-ff^yS\/^ +Sq}.

AF=

ZïG=

5(pv)1

v/>5u1 +uiî(pv)1 +i5o-1xy

vp<5v1 +v5(pv)'1 +<?p1 +i?a1y

Et(?v1+viîEt1+V(îp1+pi?v1 -viîo-1 -o- (îv1 -u5o-1xy-o-)(y<?v+5q'ly

(3-20)

avec:

pSu^

p5v'[

^p1

p5T1

= S(pu)

= S(pv)

= h -

=^p1
R

1.

1

1)

u5p1

- v5p1

{SE,

T^p1

= (-i - 1) {<ÎEt - - [u5(pu)1 + u5u1 + v<5(pv)1 + viîpv1]}
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et on peut montrer également en faisant une transformation locale des

coordonnées d'une maille, que la valeur d'une propriété 4> au centre géométrique

est égale à la moyenne arithmétique des quatre valeurs qui l'entourent (par

exemple $c = 1/4 (^ +^+^+$^ ) ).

Il est important enfin de noter la différence entre la technique présente

et celle de Ni (1981). Ce dernier présente le calcul d'une variation de

premier ordre et de second ordre dans chaque cellule. Ces variations sont

ensuite distribuées aux quatre points formant la cellule et ce, selon une

pondération convenable. Chaque point du maillage reçoit donc la contribution

relative de chaque cellule qui l'entoure. Dans notre technique les variations

sont calculées dès le départ au point de maillage. On ne peut pas voir le

calcul de la variation de second ordre surtout à un point donné comme la somme

de variations indépendantes des cellules qui l'entourent, alors que la

technique de Ni semble plus intuitive.

3.2.3 Calcul des aradients

Afin de compléter le calcul des variations, il est nécessaire de calculer

les contraintes de cisaillement ainsi que les flux q^ et qy. Tous deux

comprennent le calcul de dérivées selon x ou y de la vitesse ou de la

température. Ces gradients sont simplement calculés à l'aide d'une

différenciation centrée pour un maillage non orthogonal.

* calcul du volume

Le volume d'un quadrilatère formé par les points 1-2-3-4 est calculé par:

1
volume = - [yi (x4-X2)+y2(xi-X3)+y3(x2-X4)+y4(x3-x^ )] (3-29)

2

* calcul du pas de temps

Le schéma étant explicite, le pas de temps, pour des raison de stabilité,

est calculé d'après une formule empirique de Tannehill et al. (1975),
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selon:

crÀtCFL
At < —r-^— (3-30)

1 + 2/R,A

où a est un facteur de sécurité (»0.9) et ^cft le Pas cie temPS pour un

écoulement non visqueux (Mac-Cormack 1971) afin de satisfaire la condition CFL:

1"1 M l 1 1 l 1 1
;FL < 1/(— +—+ ^ —+ — a ^ —T+ —)AtcpL < 1/(— +—+a^—+-— a ^ — + -—) (3-31)

Ax Ay Axl; Ay<: Ax': Ay'

et:

ReA=min (Re^ , Re/^, ) (3-32)

avec:

p|u|Ax
ReAx =

Re

^

p|v|Ay
A/

V-

a étant la vitesse locale du son (a = ^RT).

3.2.4 Viscosité artificielle

Pour les écoulements supersoniques ou à nombre de Reynolds élevé, les

contraintes de cisaillement laminaires, ne produisent pas suffisamment de

lissage pour stabiliser le schéma numérique nécessitant ainsi un lissage

numérique. Dans le travail présent de lissage est produit d'une manière

explicite par de la viscosité artificielle déduite de la différenciation amont.

3j $n+l/2 (g valeur d'une propriété quelconque calculée à l'étape de temps

n+1, $ est corrigée de la manière suivante:

|u| At
$n+1 = $n*1/2 + __ _ (^.^ ;n*1/2 . 2$,_,n+1/2 + ^,.i.,n+1/2)

2 Ax V'1+1'J '"1'J ' '1"1'J

.(3.34)
H At

+ —— — r<ï>.. ,..,n+1/2 - 2<&, ,n+1/2 + <&, , ."+1/2
g ^ ^l , J + 1 J ' ' '^i , j ' T yi,J-1
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3.3 Algorithme de calcul

On présente ici l'algorithme simplifié du schéma numérique ainsi que la

technique de résolution par zone.

i ) Algor i t hme

1. Estimation de la solution initiale u, v, p, T, p.

2. Calcul du pas de temps

3. Calcul des contraintes de cisaillement et des flux de chaleur

4. Calcul de la variation de premier ordre au centre de chaque cellule
(Eq. 3.13)

5. Calcul de la variation de premier ordre en chaque point du maillage
(Eq. 3.12)

6. Calcul des AF et ^G pour chaque maille

7. Calcul de la variation de second ordre en chaque point du maillage

8. Calcul de la variation globale (ordre 1 plus ordre 2) en chaque point du
mai l l âge

9. Incrémentation des composantes du vecteur U selon les variations globales

10. Déduction des valeurs de la vitesse, de la pression et de la température
d'après les nouvelles composantes calculées à l'étape 9.

11. Application des conditions de frontière

On répète les étapes 2 à 11 jusqu'à l'atteinte du régime stationnaire

(lorsque la variation globale maximale de u dans tout le domaine est inférieure

à un critère pré-établi max |<ÎU|<e).
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ii) Technique de résolution zone par zone

Le calcul est fait zone par zone et point par point. La technique du

zonage permet de traiter les irrégularités géométriques d'un domaine, de plus

on peut raffiner le maillage dans une zone particulière (fig. 3.3.a). Chaque

côté d'une zone est traité, dans les calculs, séparément. Deux cas se

présentent: premièrement si le côté est une frontière dite véritable (entrée,

sortie, paroi solide ou axe de symétrie fig. 3.4.b), alors les conditions de

frontière (chapitre 2) sont appliquées. Deuxièmement si le côté est une

frontière dite perméable (fig. 3.4.b), alors les points le long de cette

frontière sont traités comme des points de l'intérieur de la zone.
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(a)

^yo^ fci'% re. f><L^^e.o,lale.

-\

2.1 Fro^ti'a.h^ pe.^hnahlv,

/7777777^7777777;7/7777777777777
^^fciàhL Sof^e

(b)

Figure 3.3: Zonage typique

a) zonage, b) types de frontières
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CHAPITRE 4

RESULTATS NUMERIQUES

Dans ce chapitre le schéma numérique proposé précédemment est testé pour

deux cas d'écoulement. Le premier traite l'écoulement supersonique dans une

tuyère plane et les résultats sont comparés aux résultats expérimentaux

reportés par Mason et al. (1980). Le deuxième traite de l'écoulement

bi-dimensionnel dans un canal avec expansion. Les résultats sont comparés aux

résultats expérimentaux de Gamm (1984) ainsi qu'aux résultats numériques de

Borsboom (1988).

4.1 Tuvère supersonique plane

i. conditions de t'écoulement

Dans cette section on présente les résultats pour la tuyère plane de Mason

et al. (1980). Les dimensions de la tuyère ainsi que les conditions aux

frontières sont présentées à la figure 4.1.a. Deux maillages différents sont

utilisés. La grille A (fig. 4.1.b) avec 49 X 13 points répartis uniformément

le long de la tuyère et la grille B (fig. 4.1.e) avec 53 X 13 points avec

concentration des mailles dans la région du col. Ces calculs ont été faits

avec les équations adimensionnelles pour une longueur de référence de 1cm et un

nombre de Reynolds basé sur la vitesse critique égal à 7.5 106.

i i. Résultats

Les résultats pour ce premier cas test sont présentés dans les figures 4.2

et 4.3. Toutes les figures reflettent l'importance du maillage et la

comparaison de la pression le long de la paroi supérieure et le long de l'axe

de symétrie entre les résultats expérimentaux (Mason et al. 1980) et les

résultats présents, montrent une concordance très satisfaisante.

Les différences observées au niveau du col sont dues au maillage qui n'est

pas suffisamment fin pour récupérer les gradients dans cette région.
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4.2 Marche carrée

i. Conditions de l'écoulement

On présente ici les résultats pour la marche carrée de Gamm (1984). Les

dimensions du domaine ainsi que les conditions aux frontières sont présentées à

la figure 4.4.a et la grille de calcul à la figure 4.4.b. On utilise encore

une fois les équations adimensionnelles pour un nombre de Reynolds égal à 187

(basé sur la hauteur du canal et (pu) max à l'entrée) et un nombre de Prandtl

égal à 0.72.

i i. Résultats

A la figure 4.5.a on présente le champ de vitesses. La zone de

recirculation est bien présente. La longueur de réattachement LR, est de

4.5, le résultat numérique de Borsboom (1988) est de 4.9.

Enfin à la figure 4.5.b on présente le taux de cisaillement adimensionnel

le long de la paroi supérieure (y=2.0) calculé d'après r= 1/Rg(pu)^^^9(pu)/9y.

La comparaison entre les résultats numériques et les résultats expérimentaux de

Gamm (1984) montre encore une concordance très satisfaisante.
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Figure 4.1: Géométrie (a) et maillages (b, e) de la tuyère plane
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Figure 4.2: Lignes isopression (a) et isomach (b) pour la tuyère



page 26

F/?

l . Ci —,.

'.csn/tc.fri, pi-csc^ti: <in!',c- 5 ;

.3. i; -

0 . 6

i
0

L? . 4

;î. 3

j

l

^

!

\1
-\\-l
0;

0

0

's^

0

•ïc.iu.l.tctt', pt-Cî.c.hiî

€>.f>tH'c.h<iC. •• /^CiOhl

w.o^^-.
.Jî^^-o—~

l

l

:;
0

l
i

: y.

-to;.

îs>

0

lie. A

ftfis;

13 12

X: Coot-o'or-.ncc le. ^hg olls. /Q k<^£^-

(a): Le long de la paroi

0.6-

0.6-

p.

1.Î. -; _.

a. ;-; —

.1 . ..)
l

\

l

Hc.tu.téots pl-tS.c.nts: df-Hlc. S

—-— Ke.s.u.Ska'!-^ ft-ti.tri'rs : ^ri].\c A

^ Ex&cn'cnce. : Mc&oi et s-/. C'S'Sc)

^ l

^ l^ l
^J

<^.
^ T^^..

—s—^-
t l
l

1—s ;.! '

X: CoGnHcr.nc.a. la. /cnq d ç, /û Û^'.p'jE..

(b): Le long de l'axe de symétrie

Figure 4.3: Distribution de la pression



page 27

CL'. Sf>e.a{.io.e.

^ = ^

r.= -7

^r-^ ^-,U-- ^= o ^ ^=° W:

h--l

L
L=38

a.^= o , 'sr^o , ^---o
/ 0^:'" -' 0^)

^0'7X

p=^
-^=0
•5'x'

2^=0
ox

(a)

» *

"l

l

5--

T
l

l

n_ Sox/o _s».
(b)
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CONCLUSION

Dans ce travail un schéma numérique a été développé pour la résolution des

équations de Navier-Stokes dans le cas des écoulements laminaires pour les

fluides compréssibles. Le schéma est basé sur la technique des volumes finis.

Il est explicite et d'ordre deux dans le temps.

Un programme d'ordinateur a été élaboré en se basant sur le schéma

développé. Il permet la simulation numérique d'écoulements bi-dimensionnels de

fluides compressibles en régime laminaire. Le code a été validé sur deux cas

tests: tuyère supersonique et canal avec expansion. Les comparaisons entre les

résultats expériementaux et les résultats numériques obtenus sont très

sat isfaisantes.

La deuxième étape sera d'appliquer ce schéma à des écoulements de fluides

compressibles en régime laminaire avec réactions chimiques (combustion). Enfin

dans une dernière étape le régime d'écoulement pourra également être turbulent.
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